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Analise Matemética - I (C)
Resolucao do 1° Teste

O conjunto A é constituido pelos pontos que verificam a inequagao log(xQ) < 0.
log(2?) <0 2’ <1Ar#0<= 1<z <1Az#0

Assim, A =] — 1,0[U]0, 1[.
B ¢ o conjunto dos pontos racionais que verificam a inequagao |z —3| > |z — 5.

lz—=3| >z —5| <= (z—3)?> (-5 <=2 —6x+9 > 2° — 102 + 25 <
<= 10r -6 > 20 -9 < =<=4r>16<=x >4

Entdo, B = [4, +00[NQ.

Sendo A =] — 1,0[U]0, 1], int(A) =] — 1,0[U]0, 1],
e B=[4,400[NQ, fr(B) = [4,+00| temos

AU B =] — 1,0[U]0, 1[U([4, +oc[NQ), donde

(AUB) =[-1,1] U [4, +oc].

A =int(A) =] — 1,0[U]0, 1], logo A & aberto.

AUB = [-1,1]U [4, +00[# AU B, logo AU B ndo é¢ um conjunto fechado.
AU B =] —1,0[U]0, 1[U([4, +oc[NQ)

AU B nao admite majorantes, pois 3y € R,V2 € AU B,y > z. Consequente-
mente, AU B nao admite nem méximo nem supremo.

O conjunto dos minorantes de AUB é | — oo, —1]. Como nenhum minorante de
AU B pertence a AU B entao este conjunto nao admite minimo. O infimo de
AUB é —1, uma vez que este é o elemento maximo do conjunto dos minorantes

de AU B.

Pretende-se provar pelo principio da indu¢ao mateméatica que p(n) : 0 < x, <
3 é verdadeira Vn € N.



(2) :
Paran =1 vem: p(1):0 <z <3. Comoz; =2e 0 <2< 3 tem-se que p(1)
¢ uma proposicao verdadeira.

(17) -
De seguida, é necessario demonstrar que p(k) = p(k + 1), com k um natural
qualquer.

A hipétese de inducao é:

Pretende-se provar que:
T:0 S Tkt S 3

Dem :

Por hipotese de inducao, sabe-se que 0 < z; < 3.
0<2,<3<=0<21,<6<=3<25,+3<9<=V3<2,+3<
V9 —

\/ggzrkﬂ§3:>O§xk+1§3,umavezque0§\/5.

Por (i) e (i1) prova-se, pelo principio da indu¢do matemética, que 0 < x, <

3,Vn € N.

Para se estudar a monotonia da sucessao x, é necessario avaliar a diferenca
entre dois termos consecutivos quaisquer.

_ (V2xn+3—2n)(vV22n+3+xn) _ 2xp+3—a2

Tpt1 = Tn = V/2Tn +3 — Ty V2T +3+n T V2zn+3+an

Uma vez que /2x, + 3 + x, > 0, pois pela alinea anterior Vn € N,z, > 0,
para se conhecer o sinal de x,,,1 — x,, basta estudar o sinal de 2z,, + 3 — x% que
¢ um polinémio de 2° grau em z,,.

20, +3—22 =0 < 1z, = 22y 24(_1)3 = TEVIHE _ o2 g =
—1Vzx,=3

2z, +3 — 22 = —(z, + 1)(z, — 3).

n

Na alinea (a) provou-se que 0 < z, < 3,Vn € N, donde 2z, + 3 — 22 =
—(xn, + 1)(z, — 3) > 0,Vn € N. O que significa que z,, ¢ monotona crescente.

Pela alinea (a) mostrou-se que z, é uma sucessao limitada e pela alinea (b)
provou-se que x, ¢ uma sucessao mondtona, pelo que se pode concluir que z,,
é uma sucessao convergente.



Logo db € R : limz, = b. Por outro lado, dado que x,, é uma sucessao
convergente, o limite de qualquer sua subsucessao sera b. Assim, limz,,, = b.
Mas pela expressao de recorréncia, limz, 1 = b <= lim+\/2x, +3 = b <=
lim(2z,, + 3) = b*, uma vez que 2z, + 3 > 0.

lim2z, +3 =02 <= 20+3 =0 <= 0?20 —3=0 = b= 222
b=3Vvb=—1.

Como 0 < x,, < 3,Vn € N, sabemos que lim z,, > 0, pelo que podemos concluir
que limzx,, = b = 3.

lima, = limlog(n") —log((n + 1)") = limlog(5y) = limlog((;45)") =
lim log <<1i1> ) =log(e™!) = —1

limb, = lim /3" 4+ 27 = lim {/3*(1 + (3)") = lim3(1 + (3)")"/" =3 x 1° = 3.

Alternativamente, como 3" + 2" > 0,Vn € N, pode-se calcular:

3n+1 2n+1 1

. 1 on+1 . STt ST . +(2)nt1 140 1
l uZIm%:hml S T — 7T 1—T:3
2 AT EarT 3H(E)"x3  gt0xg 3
. n+1 n+1 .
llm% =3 = lim /3" + 2" = 3.
lim Cp = lim Zk:l W
Considere-se as seguintes sucessoes:
Y
Ty = Nao— €
n 3/7754+5
_ Vn
In = Ngniisn
Yn < Cn < T, VN EN
Por outro lado,
. . 3 . Y 3 . 3 . 4 . 1
limy, = limns-2— = lim 227 = lim Y% = lim ¢/ -2 = lim 3 =
Yn Intion Iniren Iniisn n4+5n 1+%

1 _ 3/1 _
= Vi=1

. . 3 . Yaxnd . A . 4 . 1
lima, = limn-L— = lim Y208 _ Jjy Yo' Jiy 3/ 20 — Jim s =
n Vn 45 Vni 45 Vn1ts n'+5 I+

1 _ 3 _
o= Vi=1



Como limz, = limy, =1e vy, < ¢, < z,,Vn € N, pode afirmar-se, pelo
Teorema das Sucessoes Enquadradas, que limc, = 1.

4. (a) Dy={zeR:(z+1>0Ax>0)Ve <0} = (]—1,400[N[0, +o0]) J] — 00, 0[=
0, +00[J] — o0, 0[= R.

(b) Para z < 0, f(z) = €* + 1 é uma fun¢ao continua pois ¢ a soma de fungoes
continuas (uma exponencial e uma constante). Para x > 0, f(z) = 2a + (z —
1)log(z + 1) também é continua, independentemente do valor de a, uma vez
que resulta da soma de uma constante com o produto de duas func¢oes con-
tinuas em ]0,400| (um polindmio e a composta de um logaritmo com outro
polinémio).

Analisemos a continuidade de f no ponto x = 0.

lim f(z) = lim 2a+ (z — 1)log(x + 1) = 2a + (—1)log(1l) = 2a

z—0t z—0t
lim f(r) = lim e*+1=¢"+1=2.
z—0~ z—0—

Se a =1, h%lJr flz) = li:%l, f(z) = f(0) = 2 e como tal f é continua em
D; =R.

Sea#1,0 1iH(l] f(x) nao existe, pelo que f serd continua em R\{0}.

(c) Considere-se a = 1. A func¢do f é continua em R. Em particular, é continua
no intervalo [-3,1]. Pelo Teorema de Weierstrasse, toda a fun¢ao continua num
intervalo limitado e fechado admite um maximo e um minimo nesse conjunto,
donde se pode concluir que existem maximo e minimo de f em [—3,1].

(d) lim f(z)= lim 2a+ (z—1)log(z+1) =2a+ 0o = +0o0

T——400 T——+400

lim f(z)= lim e*+1=0+1=1

r——00 T——00

5. Sabe-se que f é continua no intervalo I e que f(/) é um conjunto finito. Pretende-se
provar que f é constante.

O Corolario 2 do Teorema de Bolzano garante que a imagem do intervalo I por f,
isto & f(I) é ainda um intervalo, pois f é continua em I. Por outro lado, f(I) é um
conjunto finito, isto é, a cardinalidade de f(I) é um ntimero natural. Mas os tinicos
intervalos com cardinalidade finita sdo os intervalos do tipo [y, y], isto é, os interva-
los constituidos por um tnico elemento y. Mas isso, significa que Vx € I, f(x) = v,

4



isto é, f é constante em I.

Uma resolugao alternativa seria provar que f é constante por reducao ao absurdo.
Suponhamos que f nao é constante em I. Entao existem x,y € I tais que f(z) #
f(y). Como f é continua em I, o Teorema de Bolzano garante que f assume todos
os valores entre f(z) e f(y), logo f(I) ndo serd um conjunto finito, o que é um
absurdo.



