1.

Analise Matemética - I (C)
Resolucao da Repeticao do 2° Teste - 27 Janeiro 2010

(a) Dy={reR:2>0Vver <0} =R

Estudo da diferenciabilidade:

Para x > 0: A funcao estd definida por uma funcao polinomial, diferenciavel

em R, logo é diferenciavel neste subconjunto.

Para x < 0: A funcao estd definida por uma funcao trigonométrica, diferen-

ciavel em R, logo é diferenciavel neste subconjunto.

Para z = 0:

Estude-se a existéncia de derivada no ponto 0.
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Como f5(0) = f2(0) nao existe f'(0). .. f é diferencidvel em R\{0}.

Para determinar os extremos relativos, comege-se por determinar os pontos de
estacionaridade da fungao.

Para z > 0:

3,5\ 3
f(x) = (333 - 5932) = 3z% + 5.2:1: =32% + 3z = 3z(z + 1)

f(z)=0&3z(x+1)=052=0Ve=—1
10, +oo|

Para z < 0:

f'(x) = cos(x)

f’(q:):O{:)cos(x):O@x:g—irknr,kEZ.

Os pontos de estacionaridade que estdo no intervalo | — 0o, 0[, sdo todos os
pontos da forma x = g + km,k € Z~. Dada a periodicidade da fungao cos(z),
bastara analisar um subintervalo de R~ de amplitude 27, para se indicar todos
os extremos relativos da fungao.
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Da anélise do quadro e atendendo & continuidade da funcao pode-se afirmar
que:

- os pontos da forma x = g—k (2k+1)m, k € Z~ sdo pontos de minimos relativos
da fungao, tendo a fungao o seu minimo relativo nestes pontos igual a —1;

- 0s pontos = T + 2km, k € Z~ sao pontos de méaximos relativos, correspon-

dentes ao maximo relativo da fungao igual a 1.

No ponto x = 0, dado que a fungao apresenta monotonia crescente numa viz-
inhanca desse ponto, pode-se afirmar que se a fungao for continua no ponto
zero, nao admite extremo em x = 0. De facto, é facil concluir que a fungao é
continua em x = 0

li%’l+ f(z) = f(0) = hrél f(z) e consequentemente f nao admite extremo rela-
xr— r—U™

tivo neste ponto.

Alternativamente, para o estudo dos extremos da funcao f em R~ poder-se-
ia ter desenhado o grafico da fungdo sen(x), num subintervalo de R™, como
se mostra na figura abaixo, e referir que devido & periodicidade desta funcao,

b
todos os pontos x = ) + (2k + )7,k € Z~ sdo pontos de minimo da fungao e
todos os pontos x = g + 2km, k € Z~ sao pontos de maximo de f.

Estude-se o sinal da segunda derivada para analisar a concavidade de f.
Para x > 0:
f"(z) =6x+3
1
f'flx)=0&6x+3=0s 2= =5 Z 10, +o00[, logo f”(z) nao tem zeros no
intervalo ]0, +oo.
Para x < 0:
f"(x) = —sen(x)
f'(x)=0& —sen(z) =0 =km, ke Z".
Para z = 0:
Como nao existe f’(0) também nao existe f”(0).

Analogamente ao que foi efectuado para o estudo dos extremos, apresenta-se
apenas o comportamento de f”(z) num subintervalo de R~ de amplitude 27.
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f(z) tem a concavidade voltada para cima em todos os subintervalos de R~ da
forma |(2k — 1)7,2kn[, k € Zy e em |0, +o0].

f(z) tem a concavidade voltada para baixo em todos os subintervalos

|2k — 2)7r, 2k — 7|, k € Z~.

Todos os pontos x = k7w, k € Z~ sao pontos de inflexao de f.

Alternativamente, para o estudo dos sentidos de concavidade da funcao f em
R~ poder-se-ia recorrer ao esbogo grafico da alinea anterior e retirar as con-
clusoes anteriores, quanto ao sentido de concavidade e pontos de inflexao de f.

3
No intervalo [0,1] a fungdo esta definida por x® + 5:102. Foi visto nas alineas

anteriores que a funcao é continua e estritamente crescente neste intervalo,logo
no méaximo admite um zero, o que equivale a afirmar que a equagao f(z) =0
tem no maximo uma raiz.

cos(z+7)
No célculo do limite lim <—> = lim (32)*"® surge uma indetermi-
z—0+ \ 3x z—0+
nacao do tipo 0° que podemos converter numa do tipo 0 x co. lim+ (Sx)se“(x) =
x—0



lim sen(x)log(3x)

lim+ elos[(32) @] _ a0t . Calcule-se o lim+ sen(z) log(3z), que

z—0 z—0

¢ uma indeterminacao do tipo 0 X oo, que pode ser convertida numa indetermi-
log(3z)

nagao do tipo 2 considerando lim

. Com vista a utilizagao da regra de
z—0t

1
sen(x)

Cauchy, considere-se f(x) = log(3z) e g(z) = 7, € verifique-se as condigoes

e
)

-l>|=1 &

necessarias a sua aplicagdo no intervalo I =|0,

e indeterminagao do tipo 2
e f e g sao diferenciaveis em [
o J(v)= _Cosx) #0,Vz €I (¢'(r) anula-se em © = § 4k, k € Z)

sen?(z
li
Calcule-se lim f (z) . Se este limite existir entao lim /(z)
z—0+ ¢'(x) e—0+ g(x)
0 mesmo valor.

existird e tomara

lim f'(z) =1 —% = lim —sen(x) sen(z) = —1x0 = 0.
e—0t g'(x)  2—0+ _C%s((m)) em0t @ cos(z) 1
Pela Regra de Cauchy, lim fgxi existe e toma o mesmo valor, pelo que,
z—0*T g(T

) _,

:1:—>0+ ) '
1\ cosl@t3) lim sen(z)log(3x
. lim (_) = ev=0t () los( )260:1
z—0+ \ 3

Sendo f(z) = v/1+x, de dominio [—1,4o00[, uma fun¢do de classe C* em
[—1, 4+00], pode fazer-se o desenvolvimento de Taylor em torno do ponto 0 de
f(z) até a ordem n € N.

A Formula de Taylor em torno do ponto 0, com resto de Lagrange de ordem 2
¢ dada por:

f(z) = f(0)+zf'(0) + %f”(c) com c entre 0 e z.
flz)=vV1+x

f(0)=1
() = 31+ 2)"
7)1
f@) =—3(1+a)2
£1(6) = ~H1+
72
Assim, \/1+x—1+§—}l§(1+0) 3/2—1+§—§(1+c) 32 Vx> 0.
Como x > 0,

O<c<ze
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Quando se afirma que v/2 ~ 1,5 comete-se um erro inferior ou igual a
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(a) Mostre-se que quando tan(3) =t se tem cos(z) =

1 tan®(5)
I+tan?(Z)  1+tan?(Z) ~ 1+tan?(%) ~— 14+e2°

d 1
tan(f) =t < § = arctan(t) < = = 2arctan(t) donde d—f = 2m
r=0=t=tan(0) =0equando z = § =t = tan(}) = 1

cos(x) = cos?(£) — sen?(%) =

. Quando
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(b) Primitive-se g(x) por partes. Para tal derive-se a fungao log(z%+1) e primitive-
se a fungao z.

2z
2 / z?
[log(z* +1)] = o] e [ade =% +C.

2 2

2

/xlog(x2 + 1)dz = % log(z® 4+ 1) — / %xQ f_ 1
2 2 2
Llog(x® +1) — [ (z + §3%5) do = 5 log(2® +1) — & + S log(2* +1) + C, com
CeR
2z x3 T 1 2z

2x2+1:$2+1:x_$2+1:x_§x2+1'

dx =™

02 0?
Quando x = 0, /aclog(gz:2 + 1)dz toma o valor 1. Assim 5} log(0® +1) — 5} +
1 2
§log(02 +1)+C =1« C = 1. A primitiva pretendida ¢é %log(x2 +1)—
2
1
% + ilog(al:2 +1)+ 1.

3 1
5. A funcdo integranda f(z) = ( x+3 ) cos(z) tem dominio Dy = R\{-1,0,1}. A
3 —x
fungao esta definida no intervalo [2,4+o00] pelo que estamos perante um integral

improéprio de 1* espécie.

Como 3x+1>0,Vr >2, 2> -2 >0,V >2e —1<cos(z) <1 vem

1
(3x 4 1) cos(z) < 3z + 1,‘v’:1: > (1)
3 —x a3 —
. . T3z +1
Estude-se a convergéncia do integral / 3 dx, que ¢ um integral improprio
3 —x

2
de 1* espécie com funcao integranda nao negativa.

+o00
Considere-se o integral convergente / —dx, de fungao integranda nao negativa.
9 X

3x+1 1
. R o 3 42 . 3+ _ ~
Determine-se lim —— = lim ——— = lim T = 3, finito e nao nulo.
Tr—+00 e T— 400 :[;3 — X r——+oo | — ot

N : . o [T B3r+1, .
Entao os integrais sao da mesma natureza, isto &, dx é um integral

, T3—

dt =



3z + 1) cos(x)
-z

+oo
convergente. Atendendo & desigualdade (1) o integral / ‘( dr é
2

0 3z + 1) cos(z
convergente pelo que o integral / (B2 + 1) cos( )dx ¢ absolutamente conver-

9 3 —x
gente.

. Considere-se a func¢ao g(x) = log(f(z)) que estd bem definida pois f(x) é positiva
em [a,b]. A fungao g(z) é continua em [a,b], por ser a composta de duas fungoes
continuas em [a, b] e é diferenciavel em |a, b[, novamente por ser a composta de duas

fungoes diferenciaveis em |a, b sendo a sua derivada ¢'(x) = ’;/((f)). Pelo Teorema de
Lagrange existe ¢ €]a, b tal que ¢'(c) = W. Assim ¢'(c) = W &
f'(e) _ log(f(b)) —log(f(a)) e f(0) b-a)2e _ f(b)
g~ e 0 —s () e < 0



