1. () Dy={zeR:(1+22#0A2<0)Vz>0}

Dado que 1 4 22 # 0 é uma condicdo universal em R, o dominio da funcao f é R.
Para determinarmos a monotonia, vamos estudar o sinal da 12 derivada.

Para z < 0:
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Cond. Univ.

. x=—16ézerode f'(x), pois —1 €] — 00, 0]

Para x > 0:
f'(z) = —3e3*, pelo que para x > 0, f’(z) ndo tem zeros
Para x = 0:

Vamos estudar a existéncia de derivada no ponto 0.
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Como f/(0) # f5(0), f nao é diferencidvel em = = 0.
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f(z) é decrescente em | — 0o, —1[ e em |0, +00|
f(x) é crescente em | — 1,0[
Como f é diferencidvel em x = —1 sabemos que f é continua em x = —1, pelo que

podemos afirmar que f(—1) = —1 é minimo relativo de f.

A funcéo f nao é diferencidvel no ponto x = 0, pelo que é necessario analisar a con-
tinuidade de f em x = 0 para se poder concluir se f(0) é ou ndo um extremo relativo

da funcao.
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lim f(x) = lim =0=f(0
i 1(0) = Jim = =0 =10
lim f(z)= lim 1—-e¢*=1—-1=0
z—07F f( ) z—0
Dado que a funcao é continua em xz = 0 e existe mudanga de monotonia numa

vizinhanga do ponto zero, podemos afirmar que f(0) é extremo relativo de f, neste

caso, maximo relativo.

(b) Estudemos o sinal da segunda derivada para analisarmos a concavidade de f.

Para z < 0:
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Cond. Univ.
. x = —/3 é zero de f"(x), pois —v/3 €] — 00, 0]
Para x > 0:
f"(x) = —9e**, pelo que para x > 0, f”(z) ndo tem zeros, pois a funcio exponencial

nunca se anula
Para z = 0:

Como nao existe f'(0) também nao existe f”(0).
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f(x) N u N
f(x) tem a concavidade voltada para baixo em ] — oo, —v/3[ e em ]0, +00]
f(z) tem a concavidade voltada para cima em | — v/3,0]

(—V3, f(—V/3)) é ponto de inflexdo de f
Como nao existe f’(0), f nao admite ponto de inflexao em x = 0, apesar de nesse

ponto mudar o sentido da concavidade da funcao.

2. No célculo do limite lim ” log( —;— )@
2—0 x

que no denominador da expressdo figura um polinémio, vamos considerar uma expansao

0
surge uma indeterminagao de tipo <6> Dado

em férmula de MacLaurin para a fun¢ao que figura no numerador da fraccao, o que nos



permitira resolver a referida indeterminagao.

Sabemos que e =1+ z + 9”2—2 + 22%¢1(x), onde lir% e1(z) = 0. Por outro lado, log(1 + z) =
T—
x — “”2—2 + z2e3(x), onde lir% ea(x) = 0. As propriedades de célculo dos desenvolvimentos
r—
limitados permitem-nos concluir que e log(1+z) = z— %2 +2?+2’e3(z) = o+ %2 +22e3(x),

onde lin}) es(x) = 0. Daqui resulta que
xr—

. ezlog(1+x)—:13_1. M—l‘ 1+ () _1
a:lir(l) x2 _xli% x? _3311’% 2 L B

eTlog(l+z)—x
Alternativamente, para calcular o limite lin% &( —5 )
r— €T

poder-se-ia utilizar a regra

. . 0
de Cauchy, uma vez que estamos perante uma indeterminacao de tipo <0)

Considerando f(z) = e®log(1 + z) — = e g(x) = 22, podemos afirmar que sdo verificadas

as condicoes de aplicagdo da regra de Cauchy, pois:

- f e g sdo diferencidveis em | — 1, 1[\{0}
g (x) =22 #0, Vo €] - 1,1[\{0}
!
Calcule-se lim F'(@) . Se este limite existir entao lim f(z) existird e tomara o mesmo valor.
z—0 g/(.’]:) z—0 g(SL’)
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fay oy Clstrorgg ot ettt )
= lim = lim , surgindo
z—0 ¢'(x)  2—0 2z z—0 2z

0
novamente uma indeterminacao do tipo (6)

1
= ¢ (log(1 ) -1 e i(x)=2
Sendo h(z) =e (og( +z)+ T x) e i(z) =2
- h e i sao fungoes diferenciaveis em | — 1, 1[\{0}
~i'(x) =2+#0, Vo e] —1,1[\{0}.

" 1 e 11
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Calcule-se ill% ) = ill% 5 = 3"

h(x
Pela Regra de Cauchy, lim existe e toma o mesmo valor, pelo que, recorrendo nova-
xr—

(
0 i(x)
X : _fl@) 1
mente a Regra de Cauchy, podemos concluir que lim —— = —.
z—0 g(.T) 2

. Sendo f uma funcao de classe C*° em R, a Férmula de Taylor da funcao f em torno do

ponto 0, com resto de Lagrange de ordem 3 é dada por:
332 ZC‘B "
f(x) = f(0)+xf'(0) + Ef”(O) + ?f (¢),com0<c<zoux<c<O.

3



f(x) = e"(z = 5)
f(0)=—5

f(@) =e"(x—4) = f/(0) = —4
f'(x) =e"(x=3) = f"(0) =-3

Assim,

4. (a)

f"(w) =e"(x=2) = f"(c) =e(c—2)
@ 322 a3,
e (a:—5):—5—4x—7+€e (c—2),com0<c<zoux<c<DO0.
log(%) log(%) T log(%) T\ AT oe( T
/ ’ tg(e”)e"dx :/ ’ Sen(em)emd;v = —/ P _sen(et) e ?Ee de = — [log|cos(em)|]ioggg; =
log(7%) log(7) COS(e ) log(7%) cos(e ) 81
- _ log(§)y| — log(Ph) = _ | T _
(log\cos(e 37)| — log|cos(e 8" 4 )|) (log}cos (3) log‘cos (4)‘)

(b)

—log (%) + log (?) = log (?) = log (\/5) = %log (2)
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Vamos fazer a decomposigao da funcao racional, usando calculos auxiliares. O polinémio

do denominador tem a raiz real 2 com multiplicidade 2, e o polinémio (m2 + 1) nao

apresenta raizes reais, pelo que a decomposicao da funcao racional ficara

1 A B Cr+D
C—222+1) @—22 w—2 " oyl
Reduzindo ao mesmo denominador obtemos:
1 A(z?+1) Bz —2)(z® + 1) (Cx + D)(x — 2)?

(x—2)2(x2+1) (z—2)%(@2+1)

(x —2)(z — 2)(x%2 + 1) (22 +1)(z —2)2

Igualando o numerador das fracgoes obtemos entao
1=A@@*+1)+B(z—2)(2*>+ 1)+ (Cz+ D)(z - 2)* &

1=Az?>+ A+ (Bx —2B)(2? + 1) + (Cz + D)(2? — 4z + 4) &

1= A2+ A+ Ba3 4 Bx — 2Bx? — 2B + C2® + 4Cx — 4Cx® + Dx? + 4D — 4Dx,

que conduz ao seguinte sistemas:

B+C=0
A—-2B—-4C+D =0
B+4C -4D =0
A—-2B+4D =1

=
30 —45C =0
_ 1-4C
D= 15¢

B=-C

=

9C —4+16C =0

A=2B+4C—-D

=

=
~C+4C —4D =0
20 +4C — D +2C +4D =1
B =—4/25
A=1/5
C =4/25
D =3/25




Deste modo podemos calcular

1 1
dx =
/O(x—2)2(x2+1)
Y A SR L S Cl—xd p[ L 4
( /0 @22 " /0 @2 " /ox2+1 v /0952+1 ”’)‘

A[%] +B[log|x—2\]é+%[10g<$2+1>}3+D arctg(e) ]y | =
0

N = N = N = DN =
~//

(A <1 - %) + B(logl — log2) + %(10g2 ~logl) + Df(arctg(1) — arctg(0)) =

A C s
— — Blog2+ —log2+ D —
5 og +20g+ 1)

com A, B,C' e D os valores calculados anteriormente.

5. Determinando os pontos de intersec¢ao entre as fungoes f e g, obtemos
f@)=gx) e —r=3rer-4dr=020@?’-4)=082=0Vr=2Vr=—2

Uma vez que a area a calcular é definida recorrendo apenas a duas fungoes, podemos
afirmar que em cada um dos intervalos [—2,0] e [0,2] as fungdes nao trocam de posi¢ao
entre si. Para x €] —2,0[ sabemos que f(x) > g(x), uma vez que isso acontece por exemplo
para x = —%. Dada a simetria das fungoes relativamente a origem, podemos concluir que
para z €]0,2[ f(z) < g(x).

Alternativamente poderia esbogar-se o grafico das fungoes, conforme se encontra na figura

abaixo.
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A area pretendida corresponde entdo ao calculo de:

: 2 241’ 16
2/ Bz_(mg_“")diﬁ_Q/(4$—$3)d$—2[2x2——] —2(8——)—8
0 0 4], 4

. Para aplicarmos a sugestao temos de justificar a diferenciabilidade de ambos os membros
da equagao. Como por hipdtese f é diferencidvel em |0, +o00[, a fungéo do primeiro membro
é também diferencidvel em |0, 4o00].

Sendo F(x) = [ f(t)dt, o Teorema Fundamental do Célculo Integral permite-nos afirmar
que F' ¢ diferencidvel em |0, +oo[, uma vez que f é continua em [0, +o0o[. O mesmo teorema

garante que F'(z) = f(z).
Aplicando a sugestdo dada, obtemos para x > 0
2f(x) f'(x) =2f(z) & 2f(x) f'(x) = 2f(x) =0 & 2f(z)(f'(z) - 1) =0 &

fl@)=0v(f'(z)-1)=0
Como por hipétese f(z) # 0, para z > 0, tem-se que f'(z) — 1 =0« f'(z) = 1, pelo que

f(:b):/f/(x)dx:/ldx:x—FC,

onde C representa uma constante real que é necessario determinar.

Sabemos que f é continua em [0, +oo[, pelo que lim f(z) = f(0). Como [f(0)]> =

z—07F

2f00f(t)dt = 0 temos que f(0) = 0. Por outro lado, 1im+ f(z) = lim+(a: +C) =C.
z—0 z—0
Assim, C' = 0, donde se conclui que f(z) = z,Vx € [0, +o0].



