Uma resolucao do primeiro teste de
Analise Matematica 1E

25/11,/2009

Grupo 1 (4,5 val.)
(a) Pretendemos determinar o interior e a fronteira do conjunto
A={zecR:2® 22> + 2 <0}.

Factorizando
-2t v r = 20+1)=x(x—1)2.

Concluimos que
2 -2 +r=0 & zx=0ouzx=1.

Posto que
(r—1)*>0 para z#1

Temos
r(z—1)2<0 Vel —o0,0] e z(z—1)2 >0 Vz €]0,1[U]l, +oo[.
Podemos pois concluir que
A =] —o00,00U{1}.
Assim, temos
Int(A) =] — 00,00 e  Fr(4)={0,1}.

(b) Podemos considerar como exemplo de conjunto ilimitado sem pontos interi-
ores o conjunto N dos nimeros naturais (outros exemplos como Q ou R\Q sdo
admissiveis). O conjunto N nédo é limitado superiormente pois dado um qual-
quer real M, existe um natural n tal que n > M (por exemplo: n = | M| + 1).
Este conjunto nao contem pontos interiores posto que qualquer vizinhanca de
um ntmero natural contem niimeros nao naturais.

(c) Consideramos o conjunto

B={zeR:z=

1
N}.
g1 "EN



Este conjunto é constituido pelos termos de uma sucessao estritamente decres-
cente, convergente para zero. Assim

0€Fr(B) e 0€B.
Todos os elementos de B sao pontos isolados, logo
BCFr(B) e BNnB =10.

Finalmente, se € R\(BU{0}) entdo z € ext(B), ndo existindo por isso outros
pontos fronteiros ou de acumulagao para além dos determinados. Podemos entao
concluir

B=BU{0} e B ={0}.

Grupo 2 (3,5 val)-

(a) Estudamos a sucessao

2
U1:3 un+1:3—u—.

Verifiquemos por indugao que
Uy > 2 Vn € N.

A afirmacao é verdadeira para n = 1 posto que u; > 2 (base de indugao).
Admitindo a proposigdo verdadeira para n € N procuremos demonstrar

Upt1 > 2 (tese de indugdo) .
Temos
2 2
Up 22 == —<1 = 3——2>2,
Up, Up,
ou seja
Un+1 Z 2;

como pretendiamos verificar. Assim, pelo principio de inducao, a desigualdade
é verdadeira para todos naturais.

(b) Justifiquemos que (u,) é decrescente. Recordando que, pela alinea ante-
rior temos wu, > 2 (em particular, u, # 0) deduzimos

2 —u2 + 3u, — 2 —(up — 2)(u, — 1
un+1_un:3_7_un: un+ “ - (u )(u )
Up, Up, Unp

Posto que u,, > 2 temos
up >0, (up—2)(u, —1) >0,

o que implica
Up+1 — Un S 07



como queriamos provar.
(Nota: demonstragoes alternativas eram admissiveis, por exemplo: justifi-
cando por indugdo que up41 < Uy.)

(¢) A sucessao (u,) é mondtona e limitada, logo converge para um limite que
designaremos por [. Pela alinea (a), [ > 2. Por outro lado, a subsucessao

(up+1) também converge para l. A relagdo de recorréncia impde que [ verifique
a igualdade

1:37% ou ?-31+2=0 ou (I-2)(I—-1)=0.
Concluimos que [ = 2.
Grupo 3 (4,5 val.)
(a) Multiplicando e dividindo pela expressio conjugada:

( n? + sin(n) — n) ( n? + sin(n) + n)

( n? + sin(n) + n)

Up = )

ou
1
Up = .
( n? + sin(n) + n)
Posto que
lim y/n? 4+ sin(n) + n > limvn? — 1+ n = 400
concluimos

Uy — 0.

(b) Escrevemos

2n+1 2n+1 n+1 nt1l
1+2 2 2
- ntl+2 =(1+ - 1+ )
n+1 n+1 n+1

Posto que
9 n+1
—2 e (1 + ) — 2 ,
n+1

vy — et

2n+1
n+1

concluimos que

(¢) Observe que o termo wy,, verifica o seguinte enquadramento

n n
——<w, < —— VneN.
Vs +n T T o+

Assim, posto que

0 < lim < lim <limn3?=0,

n n
vVn® +n vnd +1



concluimos, pelo lema das sucessoes enquadradas, que w,, — 0.
Grupo 4

(a) A fungao f estd definida se
1+sin(t) >0 ou sin(f) > —1.
Assim,
3
Df{tGR:t#QJerﬂ, kGZ} .

Dado que
0<1+sin(t) <2 Vte Dy,

concluimos, pelo crescimento da fungéo log em |0, +-00[, que
f(t) <log(2).
Assim, f é majorada superiormente.

Temos também que log(2) = f(5) pelo que este valor é de facto um maximo
da funcgao f. Tomando uma sucessao t,, — ‘%’T teremos

1 +sin(t,) — 0T,

logo
f(tn) =In(1 4+ sin(t,)) — —c0.

A funcgao f néo é limitada inferiormente. Em particular ndo tem minimo.

(b) (i) Dada a limitagao da funcao seno,

sin(3z)| _ 1
2¢ |~ |2z|
Assim
lim g(z) =0.

Estudemos agora o limite de A em +oo. Simplificamos a expressao fraccionaria
dividindo em cima e em baixo por z*/3:

V2 + 2 V14 2/x?

h(z) = . = .
(x+1)Vr+2 (1+1/2)3/1+2/x
Sabendo que
lim 2/22 =0 e lim 2/ =0
Tr— 00 r—00

concluimos

(ii) Temos, de acordo com o limite notavel sin(x)/x em zero,

. sin(3x) 3. sin(3z) 3
lim 200 _ 2 gy SO 2
220 2 2200 3z 2



(iii) A existéncia de limite em zero (ou de limites laterais coincidentes) torna
continua em zero a func¢ao definida por

v Jglx) sex#0
g(x){3/2 sex=0

designada por prolongamento por continuidade de fungao g em zero.

Grupo 5 (2 val.) Comegamos por observar que a func¢ao ¢ é continua em todos
os pontos de R. Em particular, ¢ verifica as condi¢bes do Teorema do Valor
Intermédio em cada sub-intervalo limitado e fechado de R. Consideremos as

seguintes sucessoes
7r
T, = Vnmw Y = §+2n7r.

Ambas tendem para +oo e verifica-se que
1 <Y1 <x2 <Y <3 < ...
Temos também, para todo o natural n
P(xn) =0 e B(Yyn)=yn-
Teremos pois, a partir de certa ordem p,
Plzn) =0 e ¢(yn) > 3.
Aplicando o Teorema do Valor Intermedidrio sucessivamente nos intervalos
I, :=[zn,yn] comn>p,

concluimos que, em cada ]x,,y,[, existe pelo menos uma solugdo ¢, para a
equagao

o(x) =3.

As solugoes ¢,, encontradas sdo diferentes entre si por pertencerem a conjuntos
disjuntos. Logo sdo em nimero infinito.



