Analise Matematica Il E

Exame de época normal - 20 de Janeiro de 2010
Respostas

1. a) y(x) = arccos (i - 1) b) y(z) = 1o 2 c)y(l,1)~—1,1

2 2 x

2. a) Dy ={(z,y) e R*: 2 > 0}
b) Nos pontos do dominio que nao pertencem a curva y = —/x, f é
continua, pelas propriedades operatorias da continuidade, visto que se
trata de um subconjunto aberto do dominio; nos pontos (o, yo) da
curva temos de estudar a existéncia de limite: seja entao (zg,yo) um
ponto da curva, isto é, yo = —/7g. Se zy # 0, tem-se:

.CC3/2 — Y
lim r,Y) = lim 2 = o0,
(z,y)—(x0,y0) f( y) (x,y)—(z0,y0) x3/2 + y3
yE—VT

e portanto f nao é continua nesses pontos. Se xy = 0, obtém-se o
ponto (0,0), no qual o limite anterior conduz a uma indeterminagao
de tipo %, que podemos levantar recorrendo por exemplo aos limites
direccionais:

232 — ma? 232(1 — my/T)

o) Jy) =i e — 232(1 + mPrd2) L#0=1(0,0)
Yy=mx

Conclui-se assim que f também nao é continua em (0,0), ou seja, em
conclusdo, f é continua em {(x,y) € Dy : y # —\/x}.

c)

9 (0,0) = timg L@ SO0y 1
ox z—0 x z—0 T
9 (0, 0) = 1im 09 = SO0, 0y
dy y—0 y y—=0y
. of S of _
Assim, %(0,0) nao existe, e 8_3/(0’0) = 0.

d) Como f nao ¢ continua em (0,0), nao é diferencidvel nesse ponto.
(No caso de nao ter consequido estudar a continuidade, também

poderia concluir pela inexisténcia da derivada parcial =(0,0)).
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(x,y,2) = (1,—-1,-2) = (u,v)

no enunciado, obtém-se

ow 0*w
%(17_].7 _2> —47 %(17

= (—2,2); atendendo aos valores dados
—1,-2) = —13.

. A direccao de declive maximo é a direccao do vector gradiente

0z 0
Vz= (—Z %2 . Atendendo & regra de derivacao das funcoes

ox’ Oy
definidas implicitamente, obtém-se
0z (z+1)e* 0z -1 ,
el , — = — , € assim
ox xe* +x(z+1)e*’ Oy xe? + x(z + 1)e?
1 1

Vz(1,1,0) = — =i+ ~j.

2(1,1,0) = —5i+5j

S (=) Pyt 2 =3 Sy P+ (y— 1)+ 22 =1

a) Vi(z,y,2) = 2(x—c)i+2yj+22k; Vo(z,y,2) = 22i+2(y—1) j+2zk
Plano tangente a S; no seu ponto genérico (g, Yo, 20):

2(xg — ¢)(x — ) + 2y0(y — yo) + 220(2 — 20) =0

Plano tangente a Sy no seu ponto genérico (g, Yo, 20):

2xo(z — o) + 2(yo — 1)(y — yo) + 220(2 — 20) = 0.

b) Os vectores perpendiculares aos planos tangentes as esferas sao
respectivamente (2o —c¢)i+yoj+ z0k e xoi+ (yo —1)j+ 20 k. Os
planos serao perpendiculares se esses dois vectores o forem, ou seja se
(rg — ¢)zo + yo(yo — 1) + 25 = 0. Obtém-se assim o sistema

(xo—c)*+ys+25=3 (S1)
w5+ (Yo — 10 +25=1 (S2)
(o —)xo +yo(yo — 1)+ 25 =0 (L),

que apenas interessa resolver parcialmente, uma vez que so sao
pedidos os valores de c. Substituindo na equagao (L) o valor de 232
obtido a partir de (S3) e simplificando, obtém-se yy = ¢ xo;



substituindo este valor de o e o valor de z2 ja anteriormente obtido
na equacao (S;) e simplificando, obtém-se finalmente ¢ = 3, e
portanto ¢ = ++/3, que sao os valores pedidos.

af 1 af 1

.a) =—=2r— ———; — =2y — —— . Para resolver o sistema
) o 2@+y) oy 7 2r+y)
1
de estacionaridade notemos que x =y, 4z = 27 2? = 3’ logo as
x

luches s n 1 ( 1 1 > ¢ D ( 1 1 )
solugoes sao r =y = +——; como | ——, ———= | —=, —
’ TR B R)TTPR R
é o unico ponto de estacionaridade. Aplicando o critério da 2
derivada, conclui-se que é um ponto de minimo local.

b) Pretende-se calcular os extremos da fungao distancia entre os
pontos de duas curvas planas:

d((z,y), (u,v)) = \/(z — u)? + (y — v)2. Como habitualmente,
podemos entdo considerar f(x,y,u,v) =d? = (x —u)*> + (y — v)%. As
restrigoes sao as equacoes das duas curvas:

gz, y,u,v) =22/4+y* -1, go(x,y,u,v) =u+v—4. A partir dos
gradientes de f, ¢, e go obtemos o sistema dos multiplicadores de
Lagrange (neste caso sao 2, visto que ha duas restri¢oes):

((z—u)=)\x2/2
2(y —v) = A2y
] 2e—u)=p
—2(y—v) =p
?/A+y* =1
[ ut+tv—4=0

Eliminando A e p obtém-se 4y = x, que, substituido na equacao da
elipse (uma vez que o que se pede sdo os pontos da elipse mais |...]),

4 1
nos da como solucoes P, = (—, —) - ponto da elipse mais
VB VB
4 1
proximo da recta, e P, = [ ———=, ——= | - ponto da elipse mais

VRV

afastado da recta.
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‘a(u, v) 2 —2y
8.

O(z,y) y =
Atendendo a que o jacobiano de (x,y) em ordem a (u,v) é o inverso
aritmético do jacobiano de (u,v) em ordem a (x,y), obtemos

Oz,y)| 1

O(u,v)|  2(x%+y*

?—y=l=u=122—yP’ =9=u=9,0y=2=0v=2c¢
xy =4=v=4. Assim

1
//z+y dxdy—// $+y Ty )dudv—
= —dudv =S8.
[

9. a) Sy é um paraboldide circular e Sy é um cilindro circular vertical de
raio a.

= 2(a” +y7)

b) Atendendo as superficies que limitam o sélido, a forma mais simples de
calcular o volume pedido é utilizando as coordenadas cilindricas:
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