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Representacao de Curvas e Superficies

Representacao de superficies : permitem descrever objectos através das
suas faces. As trés representacfes mais comuns Sao:
— Malha poligonal
— Superficies paramétricas bicubicas
— Superficies quadraticas
Representacdo paramétricas de curvas : importantes nha computacao

grafica 2D e pelo facto das superficies paramétricas serem uma
generalizacao destas curvas.

“Tea-pot” modelado por superficies
curvas suaves (bicubicas).

Modelo de referéncia na
Computacao Grafica,
nomeadamente para teste de novas
técnicas de realismo de textura e
superficie.

Criado por Martin Newel (1975)
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Malha Poligonal

Malha Poligonal : € uma coleccao de arestas, vértices e poligonos interligados
de modo que cada aresta € apenas partilhado no maximo por dois poligonos.
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Objecto 3D representado por malha de poligonos. _J|'
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A

Curva €-> linha poligonal
Seccao de um objecto curvo.

O erro de aproximacao pode ser reduzindo

aumentando o numero de poligonos.
FACULDADE DE ENGENHARIA COMPUTACAO GRAFICA E INTERFACES/

3
DA UNIVERSIDADE DO PORTO SISTEMAS GRAFICOS JGB/AAS 2004



Malha Poligonal

Caracteristicas da malha poligonal:

Uma aresta liga 2 vértices.

Um poligono ¢é definido por uma sequéncia fechada de arestas.
Uma aresta pode ser partilhada por 2 poligonos adjacentes.
Um vértice é partilhado pelo menos por 2 arestas.

Todas as arestas fazem parte de algum poligono.

A estrutura de dados para representar a malha poligonal pode ter varias
configuracdes, que sao avaliadas pelo espaco de memoria e tempo de
processamento necessario para obter resposta, por exemplo, a:

Obter todas as arestas que se unem num dado vértice.

Determinar os poligonos que partilham uma aresta ou um vértice.

Determinar os vértices ligados a uma aresta.

Determinar as arestas de um poligono.

Representar graficamente a malha.

Identificar erros na representacédo, como falta de uma aresta, vértice ou poligono.
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Malha Poligonal

1. Representacao Explicita: cada poligono é representado por uma lista de
coordenadas dos vértices que o constituem.

Uma aresta € definida por dois vértices consecutivos e entre o ultimo e
primeiro da lista.
(x2,y2,22) (x3,y3,23)

P=((x1,y1,2z1),(x2,y2,22), ..., (xn,yn,zn))

Avaliacdo da estrutura de dados: (x1,y1,z1) (x4,y4,z4)
— Consumo de memoria (vértices repetidos).

— Nao h& uma representacéo explicita das Ax
arestas e vertices partilhados.

— Na representacéo grafica a mesma aresta é
“clipped” e desenhada mais do que uma
vez.

— Ao arrastar um vértice é necessario
conhecer todas as arestas que partilham 3%
aquele vértice.
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Malha Poligonal

2. Representacao por Apontadores para Lista de Vért  ices: cada poligono é
representado por uma lista de indices (ou apontadores) para uma lista de

vértices.
Lista de Vértices  V=((x1,y1,z1),(x2,y2,2z2), ..., (xn,yn,zn))
v V=(V1, V2, V3, V4) =(x1,yl,z1),(x2,y2,22), ..., (x4,y4,z4))
v, Vs P1=(1, 2, 4)
v, P2=(4, 2, 3)
Vantagens :

— Cada vértice da malha poligonal € guardado uma Unica vez na memodria.
— A coordenada de um vértice é facilmente alterada.
Desvantagens:
— Dificil obter os poligonos que partilham uma dada aresta.
— As arestas continuam a ser “clipped” e desenhada mais do que uma vez.
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Malha Poligonal

3. Representacao por Apontadores para Lista de Ares  tas: cada poligono é
representado por uma lista de apontadores para uma lista de arestas, na
gual cada aresta aparece uma Unica vez. Por sua vez, cada aresta aponta
para os dois vértices que a definem e guarda também quais os poligonos a
que pertence.

Um poligono é representado por P=(E1,E2,...,.En) e uma aresta como
E=(V1,V2,P1,P2). Se a aresta pertence apenas a um poligono entdo P2 & null.
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Malha Poligonal

Vantagens :

— O desenho grafico é facilmente obtido percorrendo a lista de arestas. Nao ocorre a
repeticao de clipping nem de desenho.

— Para o preenchimento (colorir) dos poligonos trabalha-se com a lista de poligonos.
Facil efectuar a operacéo de clipping sobre os poligonos.

Desvantagens:

— Continua a ndo ser imediato determinar quais as arestas que incidem sobre o
mesmo Vvértice.

Solucao de Baumgart

e (Cada vertice tem um apontador para uma
das arestas (aleatorio) que incide nesse
vertice.

« Cada aresta apresenta apontadores para
as arestas que incidem num vertice.
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Curvas Cubicas

Motivacao : Representar curvas suaves do mundo real.

» A representacao por malha poligonal € uma aproximacao de primeira
ordem:

— A curva é aproximada por uma sequéncia de segmentos lineares.
— Grande quantidade de dados (vértices) para obter a curva com precisao.

— Dificil manipulacéao para mudar a forma da curva, i.e. necessario
posicionar varios pontos com precisao.

» Geralmente utilizam-se polindmios de  grau 3 (Curvas Cubicas),
sendo a curva completa formada por um conjunto de curv as
cubicas.

— grau <3 oferecem pequena flexibilidade no controlo da forma das curvas e ndo permitem
uma interpolacao entre dois pontos com a definicdo da derivada nos pontos extremos. Um

polindmio de grau 2 € especificado por 3 pontos que definem o plano onde a curva toma
lugar.

— grau >3 podem introduzir oscilacdes indesejaveis e exigir maior calculo computacional.
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Curvas Cubicas

A representacio das curvas é feita na forma PARAMETR  ICA:

x =f(t), y =1, ex: Xx=3t3 + 2 y=2t3+t

A forma Explicita: y=f(X) ex: y=x3+2x2
1. Nao podemos ter varios valores de y para 0 mesmo X
2. Nao podemos descrever curvas com tangentes verticais

A forma Implicita: f(x,y)=0 ex: x2+y2-r2=0
1. Necessita de restricOes para poder modelar apenas uma parte da curva
2. Dificil juntar duas curvas de forma suave
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Curvas Cubicas Parametricas

F“j *!';“" A figura mostra uma curva
formada por duas curvas
o 1 clbicas paramétricas em 2D.
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Curvas Cubicas Parametricas

Forma geral de representacao da curva:

Xx(t)=a.t3+b,t2+c t+d,

— 3 2
y(t)=a,t3+b t=+c t +d,

z(t)=a,t3+b,t%+c,t +d,

Sendo: T:[tg
_ax ay
o|B b,
C, Cy

d, d,
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Curvas Cubicas Parametricas

A representacdo anterior € usada para representar uma unica curva. Como
juntar os varios segmentos de curva ?

Pretendemos a juncdo num ponto - continuidade geométrica e,
Que tenham o mesmo declive na juncao - suavidade (continuidade da derivada).

A garantia de continuidade e suavidade na juncéo € garantida fazendo coincidir as
derivadas (tangentes) das curvas no ponto de juncado. Para isso calcula-se:

aQ(t) _ (ax(t) oy(t) az(t)j _O(CT) _ 0T

ot ot ot ot ot ot
Com: 0_T = [3t2 2t 1 O]
ot
FACULDADE DE ENGENHARIA COMPUTACAO GRAFICA E INTERFACES/ 13

DA UNIVERSIDADE DO PORTO SISTEMAS GRAFICOS JGB/AAS 2004



Curvas Cubicas Parametricas

Tipos de Continuidade:
GY — continuidade geométrica zero = as curvas juntam-se num ponto.
G! — continuidade geométrica um = a direccdo dos vectores tangentes é igual.

C! — continuidade paramétrica 1 = as tangentes no ponto de juncdo tém a mesma
direccado e amplitude (primeira derivada igual).

C" — continuidade paramétrica n - as curvas tém no ponto de juncéo todas as
derivadas iguais até a ordem n.
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Curvas Cubicas Parametricas

Se considerarmos t como tempo , a continuidade C! significa que a velocidade de um
objecto que se desloque ao longo da curva se mantém continua

A continuidade C? implicaria que a aceleragéo seria também continua.

y(t) Join point No ponto de jun¢do da curva S com
¢ as curvas C,, C, e C, temos:

Continuidade G® entre S e C,
Continuidade C entre Se C,
Continuidade C? entre S e C,
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Curvas Cubicas Parametricas

A continuidade paramétrica € mais restritiva que ac  ontinuidade
geomeétrica:

}’ET] «TV Por exemplo: C! implica G1

TV 4 No ponto de juncéo P, temos:
24/
Q, e Q;sdo Gt com Q,

S6Q,éClcomQ, (TV,=TV,)
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Curvas Cubicas Paramétricas — Tipos de Curvas

1.  Curvas de Hermite \
—  Continuidade G* nos pontos de juncéo

—  Vector geomeétrico:
. 2 pontos extremos e
. Os vectores tangentes nesses pontos

2. Curvas de Bézier gL
—  Continuidade G* nos pontos de juncéo .
—  Vector geomeétrico: ‘

. 2 pontos extremos e

« 2 pontos que controlam os vectores tangentes nesses
extremos

3. Curvas Splines
—  Familia de curvas muito alargada

—  Maior controlo da continuidade nos pontos de juncao
(Continuidade C! e C?)
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Notacao comum

QM) =[x) y(t) zt)]=TC

Q) =T.MG o
my, om, my my G,
e ot My My My My, gz
my, My, My My, 3
| My, My, My My, _G4_

Matriz T Matriz de Base Matriz Geometrica

Matriz de Base : Caracteriza o tipo de curva

Matriz Geométrica : Condiciona geometricamente uma dada curva e
contém valores relacionados com a geometria da curva.
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Notacao comum

Q) =TMG

Q(t):[t3 t? t 1]

Q(t) = (t°my, +t°m,, +tmy, + m,,).G, + (t°my, +t°m,, +tmy, +m,).G, +
(t3mls +t2mzs +img; + m43) G+ (t3mL4 +thZ4 +imy, + m44)-G4

Conclusao 1. Q(t) € uma soma pesada dos elementos do vector geoméetrico

Concluséo 2: Os pesos sdo polinomiais cubicas em t > FUNCOES DE MISTURA

M,
M,
My,

_m41

M
M,

My,
m42

(Blending functions)

LE
M3

My,
m43
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Curvas de Hermite
Qt)=TM,G, =|* t* t 1M,G, =B, G,

QMm=3* 2t 1 om,G, (QO)=[o 0 0 IM,G, =P

R — _
Vector geométrico: Pl < QW= 1 1 1M, G, =P,
Gy, = Rj __— ] oo= o1 dm,G, =R
R LQO®=[3 2 1 oM, G, =R,
0 0 0 1] P, 0001 [2 -2 1 1]
1111 P 1111 |-3 3 -2 -1
M,.G, = 2 =G M. = =
0010 """ IR H‘“0010 0 0 1 O
3 2 1 0] R, 3210 |1 0 0 O
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Curvas de Hermite
Funcdes de Mistura (Blending functions)

Qt)=TM,G, =|t* t* t 1M,G, =B, G,

N B &
(2 -2 1 1 R !
-3 3 -2 -1 _| P
M, = G, = !
0 0 1 O R
'1 0 0 O R,

Qt)= (2t3-3t%+1) P, +

(-2t3+3t2) P, +
( t 3- 2t 2+t ) Rl + Fungt_)es de Mlstu_ra das curvas de
Hermite, referenciadas pelo
(t 3-t 2) R elemento do vector geométrico que
4 as multiplica, respectivamente.
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Curvas de Hermite - Exemplo

ylit} yit) ¥ty
1 1 b 4
P, P(t)
g Pyll) ’\_/
H'1 H1“;'
| i
0 / > | 0 'I ! 0 - x(l)
R, Rylt) yity=8, P (t)+ ."-'4 ."-‘4[{} 57 E1[£J + H‘4 H4(i}

Esquerda : Fungcdes de mistura pesadas pelo factor correspondente do vector
geometrico.

Centro : y(t) = soma das quatro funcoes da esquerda
Direita : Curva de Hermite
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Curvas de Hermite - Exemplos

- P, e P, fixos - P, e P, fixos

- R, fixo - R, fixo

- R, varia em amplitude - R, varia em direccao
vit)

* Tangenl veclor

direclion R, al painl
P, magnilude varies
for each curve

Tangent vector
direction R, al poinl
r M, magnitude lixed 4
1 for each curve
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Curvas de Hermite
Exemplo de Desenho Interactivo

* Os pontos extremos podem ser reposicionados
» Os vectores tangentes podem ser alterados puxando as setas

« Os vectores tangentes séo forcados a serem colineares (continuidade G!) e R, é
visualizado em sentido contrario (maior visibilidade)

« E comum dispor de comandos para forcar continuidade C°, C* ou G?

Continuidade na juncao:

B P -
P
4 7
R - KR,
R, R
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Curvas de Hermite

3. Seja a sucessio C1,C2,0C3,C4 de curvas de

[0.0] [2.9] [ 6.6
Hermite representadas pelos vectores geométricos 3.3 27 3.0
: 2 j ) : £l = R il S e
juntos. Complete estes com os valores em falta, de 0,2 2,0 0.1
forma a obter continuidade do tipo €' em todos os Kol 0.2 | | 0—~1

pontos de jungdo e justifique os casos em que isso

ndo seja possivel, de acordo com os dados fornecidos.
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Curvas de Bézier s

Vector Geomeétrico:
G; =

~0 U U SO

Para uma mesma curva,
demonstra-se que, el

comparando com G;: ‘Bl [1 0 0 QR]

_|R|jo 0o 1R
R,=Q(0)=3.(P,-P,) P Gi=p1% 335 o ofp
R,= Q1) =3.(P,— P, R, 3] R

& ]
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Curvas de Bézier

Qt)=TM,G, =TM,(M,.G.)=T.(M, M, )G,

%—J

N\

« A mesma curva em representagéo Bezier: Q(t) =T .M. G,

-1 3 -3 1]

3 -6 30

Mo =M Myg=| ~
(1)

'1 0 0 0

Qt)= (1-t)s P, +
3t(1-t)2 P, +
3t2(1-t)P; +

t3 P,
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Curvas de Bézier

Qt)=(1-t)3 P, + (1)
3t(1-t)2 P, + B, By,
3t2(1-t) Py + 2

t3 P,

Observacdes sobre as funcdes de Mistura:
- Para t=0 Q()=P, , para t=1 Q(t)=P, -> A-curvapassaemP,eP,

- A soma em gqualquer ponto € 1.

- Verifica-se que Q(t) € uma média pesada dos 4 pontos de controlo , logo a curva
esta contida no interior do poligono  convexo (2D) ou poliedro convexo (3D) definido

por esses pontos, designado de “convex hull”. P, -
. 2
¥ 35 < ..\
Que vantagem podemos extrair daqui ? f,-’ " A
s II—" . \\
/ 1_ e -* T
¢« S g
Fs T
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Curvas de Bézier

Juncéo de curvas de Bezier
Continuidade G*:
P,-P;=K({P;-P,) com K>0 i.e. P,,P, e P, devem ser colineares

Continuidade C*:
P,—P;=K({P;-P,) restringindo K=1
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Desenho de Curvas Cubicas

Dois algoritmos:

1. Avaliacao de x(t), y(t) e z(t) para valores incrementais de t entre O e 1.
2. Subdiviséo da curva: Algoritmo de Casteljau

1. Avaliacao de x(t), y(t) e z(t)

Regra de Horner permite reduzir o numero de operacdes de 11 multiplicacdes e 10
adicOes para 9 e 10, respectivamente.

f(t) = at3+ bt2+ct+d=((at+ b).t +c).t+d

2.  Algoritmo de Casteljau

Efectua a subdivisédo recursiva da curva, parando apenas quando a curva em

guestao é suficientemente “plana” para poder ser aproximada por um segmento de
recta.

Algoritmo eficiente: requer apenas 6 shifts e 6 adicbes em cada divisao.
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Desenho de Curvas Cubicas - Algoritmo de
Casteljau

Critérios possiveis de paragem:
- A curva em questao € suficientemente “plana” para poder ser
aproximada por um segmento de recta.

- Os 4 pontos de controlo estdo no mesmo pixel.
L, = (P,+P,)/2, H=(P,+P;)/2, L,=(L,+H)/2, R;=(P;+P,)/2

R,= (H+R))/2, L,=R,=(L;+R,)/?2
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Desenho de Curvas Cubicas

Algoritmo de Calteljau

voi d DrawCurveRecSub(curve, ¢)
{ I f (Straight(curve, ¢))
Dr awLi ne(curve);
el se {
Subdi vi deCurve(curve, leftCurve, rightCurve);
Dr awCur veRecSub( | eft Curve, ¢);
Dr awCur veRecSub(ri ght Curve, ¢);
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Exercicio

6. Determine as posicoes dos quatro pontos de controlo de

uma curva de Bézier equivalente a elipse da figura junta;

a)- Analiticamente. -
h)- Usando métodos baseados no aleoritmo de Casteljou.
FACULDADE DE ENGENHARIA COMPUTACAO GRAFICA E INTERFACES/ 33
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Superficies Cubicas

As superficies cubicas sdo uma generalizacao das curvas cubicas. A equacéao da

superficie é obtida a partir da equacéao da curva:
Q) =T.M. G, sendo G constante.

Mudar para a variavel s: Q(s)=S. M. G

Fazendo variar os pontos do vector Geomeétrico em 3D ao longo de um percurso

parametrizado por t obtém-se:
Gy(t) ]
G,(t)

Q(s,t) = SM.G(t) = SM. 6.

|G, (1)

FACULDADE DE ENGENHARIA COMPUTAGAO GRAFICA E INTERFACES/
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Superficie de Hermite
R(t)
P, (1)
R.(t)
R(1)],

Para a coordenada Xx:
X(s,t) =SM,.G,, (t)=SM,,.

_911_ _921_ O3 Ju1
g g
p.0=TM. 2| P =M, 92| RO=TM,| | R,O=TM,| "~
Oi3 O, Oss J43
_gl4_x _924_)( _g34_x _944_

PO] (9 % %5 O
RO 9 92 Gs Gu| iy
Ri(t) g31 932 933 924

_R4('[)_X Os1 Y22 Y43 Yos|

—~—

G, Conclui-se que: X(s,t) =SM, G, .M/ T’
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Superficie de Bezier

As equac0Oes para a superficie de Bézier podem ser obtidas da mesma forma
gue as de Hermite, resultando:

X(s,t) = SM G, MITT
y(5t) = SMyGy, ML TT

2(5,1) =SM Gy, MITT

A matriz geométrica tem 16 pontos de controlo.
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Superficie de Bezier

II—-‘11

Continuidade C° e G° ¢ obtida
fazendo coincidir os quatro pontos
de controlo de fronteira: P,,, P,,,
P34’ I:)44

Para obter G1 devem ser P
colineares:

P13 P1s€ Pys Commen?
Pass P2y € Pos hase
P33 P3,€ Pgs ¥
Pas Pas€ Pys

e

(P14-P13) / (P15~ Pyy) =K

(P24'P23) / (P25_ Po,) =K

(P34Pg3) / (P35 —Pg,) =K

(PasPus) I (Pas—Pyg) =K
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