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Translacao
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X'=x+1,
'. y'=y+ty
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Matricialmente
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y z, y
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Mudanca de escala relativamente a origem (scaling)

Y {x'=x*sx
y'=y*s,

Mudanca Quando os
uniforme de factoress,es,
escala sao iguais

1 Ses>1, amplia
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Valor do factor Se0<s<]1,
Matricialmente de escala reduz
' S
P=M-P < x =" . Se <0, implica
y' 0 uma reflexdao
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Rotacao relativamente a origem
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Com base nas férmulas trigonométricas G
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v 4 de soma de angulos obtém-se: %
) ) . Z

P (x%y’) x'= x*cosa—y*sina =

.. . y'= x*sina+ y*cosa 8
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Matricialmente 5
P=M-P < [ '] =
y

coso — sinoc] [x

Y

SINl  Ccos

Obs.: Angulos positivos s3o medidos no sentido contrario ao dos
ponteiros do reldgio, e.g. de x para y
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Transformacao geométrica de uma figura

[Transformagéo dos pontos j

» Todos os pontos/vértices que sdo parte integrante de uma figura sao
sujeitos a transformacao geomeétrica pretendida

e A aplicacao de varias transformacdes geométricas elementares
implica que elas sejam sucessivamente aplicadas a todos os pontos

e No entanto, as operagdes sucessivas podem ser concatenadas de
modo a que a transformacao resultante global sé seja aplicada uma
unica vez a todos os pontos
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Programa de demonstracao
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Exemplo

Rodar uma figura complexa definida por 10 000 pontos, seguindo-se uma
mudanca de escala. Se se pretende visualizar apenas o resultado final, em vez
de calcular a localizacdo intermédia dos pontos

1. P,=R*P
2. P,=S*P,

tem-se, multiplicando uma Unica vez a matriz global pelo conjunto de pontos

P,=S*P,=S*(R*P) =M,*P, comM,=S*R
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Duas alteracdes hipotéticas a analisar:
1. Inclusao da transformacao de translacao
2. Numero de operacdes elementares ser ainda maior
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Recapitulando, para um ponto P = [x y]T, as trés transformacoes elementares
resumem-se a

P=T+P
P=S-P
P=R-P

Se for utilizado o processo de concatenacdo de matrizes (quanto maior
for o numero de operacdes, maior sera a eficiéncia computacional),
entdo todas as operagdes devem ser caracterizadas apenas por
multiplicacdao de matrizes.
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No caso da translacao, tal sera possivel se um ponto for definido através
de um vector coluna com 3 elementos — ponto com coordenadas
homogéneas — e a matriz for de dimensao 3x3
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Coordenadas homogéneas

Um ponto 2D em coordenadas homogéneas pode ser interpretado como um
ponto localizado num plano z=w, w # 0, no espac¢o 3D

em coordenadas homogéneas
P = g > P l
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E um conceito eventualmente pouco intuitivo mas
computacionalmente bastante util

Obs.: (x,y,0) representaria um ponto no infinito, mas (0,0,0) ndo é aceitdvel
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(3,2) ou(6,4,2) ou (-3,-2,-1) ou ...
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Se dividirmos o ponto com coordenadas homogéneas P, (x,y,w) por w, w # 0,
obtemos o ponto cartesiano P. (x/w, y/w)

Por exemplo, (6,4,2) e (-3,-2,-1) referenciam o mesmo lugar geométrico: o ponto
cartesiano (3,2)
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Matriz de transformacao composta

_|
X
>
P'=M-P X X Lo §
'= * f— ' = )
Y Y T(t.1,)= 10 1 1 <
w' w O
- - 0O 0 1 (@}
- - m
(0p)]
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Composicao de transformacdes elementares E
§
O
>
(0p)]
m
<
O
‘cosa  —sina O] s, 00
R(a)= |sina cosa O S(sx,sy)= 0 s, 0
0 0 1 00 1]
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Transformacoes inversas em 2D

T(tx,ty) inversa___ T(—tx,—ty)
S (Sx,Sy) ’:”ve”" > S (1/ S, 1/ Sy)
R (a) inversa__ R (_a)
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Obs.:
A

Eixo dos

Senos
04

\
>
Eixo dos cos (o) = cos (=)
Cossenos . .
sin () = —sin (-a)
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Exemplo: Rodar um segmento de recta de um angulo alfa relativamente a
um das suas extremidades P,

A Sequéncia de operacdes:
y

1. Translacao de
modo a posicionar
P, na origem

2. Rotacao do
angulo alfa
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Matricialmente 3. Translagdo de

P'=M-P=T (x,,y,) R (ct) T (-xy,-y,)" P

modo a colocar P,
na posi¢ao inicial

<=
x'l [1 0 x,] [cosa —-sina O] [I 0 =-x,] [x]
y1=10 1 y,||sinaa cosa O-(0 1 -y,||y
w| 0o 1]lo o 1loo 1]]w

FCT Matriz de transformacao M
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Sequéncia de transformacoes

As matrizes sao formas convenientes e eficientes de representar uma sequéncia
de transformacdes geométricas, pois:

a) E uma representacdo geral

b) A operacao de multiplicacao de matrizes pode ser feita ao nivel de hardware

A ordem das operacoes é relevante. Por exemplo, qual seria o resultado
final no exemplo anterior se fosse invertida a ordem das duas operacdes
iniciais?

Multiplicacao

de matrizes

Associativa
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Em geral, nao
é comutativa

comutativa se M for composta por (4 casos independentes)
Duas rotacoes
Duas mudancas de escala
Duas translacdes
Rotacao e mudanca de escala uniforme

BwN o m
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Relembrando a transformacao de enquadramento Janela-Visor
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Janela, em coordenadas (x,y) do utilizador Visor, em coordenadas (x’, y’) do dispositivo i
o
A A X
y (x2,y2) y ;§>
. X’ ’ ﬂz
P(x,y) G 2
.................................. ‘ P’(X” ,) m
. m
E ---------------------- e O
L] - :
: _Ll i
@ .
(X1,¥1) ¢ g
| ’ ' (X"1,y1) O
| > > E
X X N
O
fxz_x1 _ X5 = X o (x—xl)(x;—xl')
= — X = X+
X - X, X — X (xz—xl)
) = 9 ' ’
Yo= N _ )’2 Y y = v+ (y_)’1)()’2_)’1)
YN y' y1 i 1 (yz_)ﬁ)
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Matricialmente, com coordenadas homogéneas ol
O
<
P=M-P< 0
2
B | _ Xy — X, 0 o| o g
X' 1 0 x| |*~% o 1 0 —x| |x -
yl=10 1 y [ 0 u0~01—y1-y - B
Y= N
1 0 0 1] 0 0 1 0 0 1] |I]

P'=T(X'1,y'l)'S(x2_xl y2 yl)T( X, - yl) )2
X=X Vo™ )
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Caso do enquadramento para o ecra (origem no canto superior esquerdo)

A
y (X2,¥2)
®
P(x,y)
@ |
(X1,y1) I
|
| !
X - X X - X
X - X, x'—xl'
3 =
Yo= N _ )’2 Y1
YN vy =y
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(x - xl) (x; - xl’)

'
X, +

!

Yo —

(x, - x))
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[ x,—x X, — X, r X, — X,
72 1 % x = x| +(x xl) ( 2 1)
X=X, x' = x| (x, - x))

3 = 3 / '
Yo= N _ )’2 yl Y o=y (y_y) (yz_)’1)

Y-y Y=y Yy, =y

Matricialmente, com coordenadas homogéneas
P=M-P<
X5y — X, 0 O-
x| (10 x| |*"%N o 1 0 -x|
| L Yo=Y . .
yI=10 1 y} 0 -—— 0|10 1 -y
Yo—= 0
1 0 0 1] 0 0 1 0 0 1 |

! ! ! !

P'=T(X'l,y'2)'5(x2_xl . - yZ_yl),T( X, — yl) P

Xy, =X Yo =)
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Confirmacao da sequéncia de operagdes geométricas no enquadramento
para o ecra
P=M-P= T(x|1’y|2).S(x2_x1 - y2_yl).T(_xl,_yl) . P
Xy =X Yo =W
A (X2,¥2) A A

y y Y
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uando é que existira distorcao da ima :
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Propriedades das transformacoes
Transformacao linear

e Qualquer sequéncia de operacdes de rotacao e mudanca de
escala é uma transformacao linear

e A origem continua a ser origem
e As linhas continuam a ser linhas
e O paralelismo entre linhas mantém-se
e A proporcionalidade mantém-se

Transformacao afim

e Uma combinacao entre transformacdes lineares e operagdes
de translacao

e A Unica alteracao de propriedade comparativamente a uma
transformacao linear reside na origem, que deixa de o ser
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Extensao de 2D para 3D

Todos os conceitos estudados para 2D sdo directamente ajustaveis para 3D.
Por exemplo, um ponto agora é definido por um vector coluna de 4
elementos x, y, z e w, e as matrizes de transformacado sao de dimensao 4x4

Em 3D

P=M-P <
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%
Matriz de transformacao M de dimensao 4x4, a qual pode
ser obtida por composicao de transformacdes elementares
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Transformacoes geomeétricas elementares em 3D

_|
X
>
=z
v
Y _ @)
_ . Translacao 1 0 0 1 2
Orientacao
iy 010 ¢ Z
positiva T (t,.0,.1.) = ! O
+ + 0O 0 1 I, m
/ \ 0O 0 0 1 0)
- . m
X O
z Mudanca de escala _ 5
Y s, 0.0 0 -
0 s, 0 0 Q
+ S(sx,s ,sz)= X 7
’ 0 0 5. 0 -
<
0 0 0 1 "
O
Rotacao relativamente aos eixos coordenados
1| 0 0 0 [cosB | 0| sinB O] (cosy -siny | 0 |0]
O|cosa -sina O 0 1 0O O simy cosy |00
R (a)=| | R, (B)=| "= R.(y)=
O|sinaa cosa O —sinfB |0 cosp O 0 0 10
0 0 0o 1 0 |0 0 1 0 0 |0 1]
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Transformacoes inversas em 3D

T(tx,ty,tz) s T(—tx,—ty,—tz)
S (Sx,Sy,SZ) mvers o § (l/sx ,l/sy ,1/SZ)

R (a) inversa > R (_a)
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