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Curva

Especificada por uma ou mais equagdes com uma so variavel independente.

Descricao nao-parametrica

Forma explicita X variavel independeD
Q=(x, y=f(x), z=g(x) )
Forma implicita

Q = ( F(x,y,2)=0 , G(X,y,2)=0) @ével independente arbitrD

Descrigao parametrica Qariével independeD

Q = ( x=f(t) , y=g(t) , z=h(t) )

a<st<b
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Superticie

Especificada por uma ou mais equagdes com duas variaveis independentes.

Descricao nao-parametrica

Forma explicita Qariéveis independerD
Q=(X,V,Z=f(xsy))
Forma implicita

g/ariéveis independentes arbitrarias
Q = ( F(x,y,z)=0) >

Descrigao parametrica gvariéveis independenD

Q = ( x=f(s,t) , y=g(s,t) , z=h(s,t) )

a<t<b
c<s<d
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Curvas e Superticies

Descricao nao-parameétrica
Forma explicita
< Facilidade de calculo
¢ Nao pode representar uma correspondéncia que nao seja funcao

& Nao se podem aplicar diretamente transformacdes por
operadores matriciais

Exemplo: y=V4-x2 e =-V4-x2 com -2<x<2

nao sendo direto aplicar-se uma matriz M de transformacao

X'|[=M.|Xx
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Curvas e Superticies

Descricao nao-parameétrica
Forma implicita
' Representacao de correspondéncias que nao sejam funcoes
© Pode ser dificil a determinacao das raizes

= Nao se podem aplicar diretamente transformacoes por
operadores matriciais

Exemplo:

x2+y2-4=0
com -2<x<?2

M.Préspero

FACULDADE DE
CIENCIAS E TECNOLOGIA
UNIVERSIDADE NOVA DE LISBOA



Curvas e Supertficies

Descricao parameétrica
= Representacao de correspondéncias que nao sejam funcoes

v Podem aplicar-se diretamente transformacoes por operadores

matriciais
Exemplo:
X =2 cost
y = 2 sint com O<t<2n
ou
X = 2 cos (2w t)
V = 2 sin(2r t) com O<t<1

sendo ja direto aplicar-se uma matriz M de transformacao

X' =M.| Xx

y
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O processo de Design

Requisitos Técnicos, Requisitos Fisicos, Requisitos Economicos, etc.

—

~
s

Requisitos Geométricos
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Fases no processo de Design

Fase Conceptual Fase Final
( Conceptual Design ) ( Fairing )
4 N
Geracao de — Ajuste de
Curvas / Superficies Curvas / Superficies
Y - Y

The Design Problem

Given: A set of geometric requirements [such as offsets, slopes,
second derivatives, areas, volumes, centroids, ...]
sufficient to characterize the intended shape.

Find: A curve (surface) meeting these requirements.
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Fases no processo de Design

Fase Conceptual Fase Final
( Conceptual Design ) ( Fairing )
4 N
Geracao de ——— Ajuste de
Curvas / Superficies Curvas / Superficies
J - J

The Fairing Problem

Given: A curve (surface), or a corresponding set of offset
points, approximating an intended shape.

Find: A fairer curve (surface) according to some fairness
criterion without deviating too far from the given shape.

What does fair mean?

Pleasing to the eye (aesthetic requirements)
Related to the absence of unwanted deficiencies, particulary oscillations
Spline fairness
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Alguns requisitos no design de Curvas

Interpolar ou aproximar um certo numero de pontos
conhecidos, obtendo-se a equacao da curva

Controlar através de pontos conhecidos e de forma
previsivel: local (preferivel) ou globalmente

P

Haver independéncia da forma da curva em relacao ao
sistema de eixos usado para especificar os pontos

Permitir correspondéncias que nao sejam funcoes

N

— 7
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Alguns requisitos no design de Curvas

Existir tendéncia para suavizar pequenas
irregularidades

M

Disponibilizar grande versatilidade de formas

Permitir a continuidade entre os trocos que
constituam uma curva complexa

Ordem 1
Ordem 2
Ordem O reem

1.2 conclusao: Usar descricoes parametricas.
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Curvas de Interpolacao

Problema:
Encontrar uma curva Q(t) que passe por n+1 pontos P,

t. = no ( knot) associado a P,

Como consequéncia da descricao paramétrica, a escolha dos
valores dos ndés influencia o andamento da curva.

Condicoes do problema:

Q(t) =P, , i=0..n
Continuidade das funcoes e suas derivadas

Resolucao:
Usar polindmios interpoladores
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Interpolacdo de Lagrange

Existe um e um so6 polinomio de n
grau n que resolve o problema: Q(t) = Z P, L. (t)
i=0

(t-t) ... (t-t.) (t-t_) ... (t-t)
em qgque _ 0 i-1 i+1 n
’ Linlt) = (t-to) ... (G-t (G-t ... (-t)

Mas ...
... um polinbmio de grau n tem até n-1 extremos relativos e n-2 pontos de inflexao !

Em medicOes precisas, quando se usam muitos pontos,
o resultado podera ser uma oscilacao indesejada da curva.

Este efeito negativo podera ser evitado ?
Nao, pois basta que haja um so ponto incompativel com uma curva suave.

A maioria das aplicagcboes nao requer A solucao ¢é a interpolacao da
continuidade das derivadas de elevada ordem curva por trogcos continuos !

Polinbmios de baixo grau
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Interpolacdo por Splines (naturais)

A teoria dos splines trata da interpolacao polinomial, na generalidade e por trocgos.

DEFINICAO DE SPLINE :

Uma fungao S(t), escalar ou vetorial, definida no intervalo [t ,t ],
é um SPLINE de ordem k (ou grau k-1) se :

* S(t) € um polinébmio de grau k-1 em cada intervalo [t;,t, 4],
comty<...<t, <t ;<...<t,

» S(t) e as suas derivadas de ordem 1..k-2 sao continuas em todo
o intervalo onde é definida (isto é, S(t) pertence a classe Ck2)

k=4 =—0> SPLINE CUBICO

DADOS: n+1 pontos P; (i=0..n) e nés t,; € [t,,t,] associados

OBJETIVO:
Encontrar os polinbmios cubicos interpoladores por trocos e que definem
a funcdo Q(t) em [t,,t,] tal que pertence a C? nos nos ( knots ).
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Deducao dos coeficientes

Sendo polinébmio cubico, para o intervalo [t ,t,, ,] pode escrever-se

QM =a +b (t-t)+c (t-t)°+d (t-t)3

Condicoes fronteira:

Q(ty) = Py Q(t,1) = Py 1
dQ, - d Q, o
( dt )t=tk = K ( dt )t=tk+ 1o K+1

Substituindo e resolvendo da:
ak = Pk bk = Rk

_3 (P -P) 2R¢ Ry g = 2P Piud) R B
— k —

+ +
hy 2 h, hy h3 he?  h?

Ck

Com hk - tk+1 = tk
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Condi¢oes adicionais

As 4 equacOes deduzidas para os coeficientes referem-se a cada um dos

trocos (intervalos), pelo que havera ao todo 4n equacoes.
As derivadas R; (em numero de n+1) ainda nao sao conhecidas, pelo que
precisamos de outras n+1 equacoes.

Condicao para a segunda derivada:
d Q, d?Q,, ;

dt2 )t=tk+1 = dt2 )t=tk+1

Ao todo serao n-1 equacoes, da forma:
2 Ck + 6 dk (tk+1 - tk) =2 Cki1

Para nao deixarmos o sistema indeterminado, ha que introduzir mais 2 equacoes:
Escolher valores para R, e R,

Alternativas arbitrarias
Impor R'y=0 e R’ =0
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Desvantagens dos Splines naturais

Como se trata de resolver um sistema de equacoes
global, o controlo da curva é global (e nao local).

Qualquer que seja a alternativa tomada para a
resolucao da indeterminacao do sistema, o ajuste da
curva resultante depende inteiramente da qualidade
dos pontos dados, nao se garantindo, portanto, a
auséencia de oscilacoes indesejaveis (mesmo na
situacao dos erros nos dados serem pequenos).

CONCLUSAO:

Nao é boa solucao para design interativo!
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Curvas Cubicas




Curvas cubicas e notagao a usar

Curva no espaco 3D (também se poderia escrever em coordenadas homogéneas XYZW):

Q) =[ x(O) |=[ a,®+b, tP+c t+d, |=[ [ ?t1].[a b c d]"
3 2
(1) at'+b t"+c t+d 13 t2t1:.:ay b, c, dy:T
att+b t?+c t+d _ o .
_Z(t)_ | 9z z z z _ __t3 t2t1._ az bz Cz dz_T_

Sempre que nao estiver em causa apenas uma coordenada em particular,
por comodidade usar-se-a a seguinte expressao geral (vetorial):

Q)= att+bt?+ct+d =[t2 2t 1]. = T.A

Q O T o

Conclusao:

4 coeficientes (vetoriais) arbitrarios um:{> podemos impor 4 condicoes
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Eliminacao do parametro em curva 2D

4 Y Tangente geomeétrica
dy
y(t) ? = 3—;
x —_—
dt
—).

¥__ N\ |vetor tangente xh

x(1)

E preferivel trabalhar-se com o
vetor tangente e sé se calcular o
valor da tangente geométrica

t quando a aplicacao o exigir.

J
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Exemplo com outro tipo de curva

Forma parameétrica: L Y
X =1 + sin(2nrt)

y =1 + cos(2nrt)

Componentes do vetor tangente:

dx
dt = 21 cos(2nt)
X
dy i >
dt = -27 sin(2mt)
Modulo do vetor tangente:
IR| = V (dx/dt)? + (dy/dt)? = 2n \ cos?(2mt) + sin2(2nt) = 2
Tangente geométrica:
d Estas formas trigonométricas foram
cy apenas um exemplo analitico, uma
dy _ _at. = -tg(2nt) vez que o aprofundamento dos
dx = dx =9 métodos basear-se-a4 em polinémios.
dt =~
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Continuidades Paramétrica e Geométrica

LYy

C GO
dy _ 2
dt = 0 Tangente = 0
e —
A
- -
t

quando o vetor
tangente se anula

ke v

N dx
Classe de Continuidade dt
Geométrica
Classe de Continuidade t y Exemplo de curva de classes C'G®°
Parameétrica
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Compara¢ao com exemplo fotografico

Esta mola de arame n&o apresenta,
no espaco 3D, quaisquer pontos
angulosos ao longo da sua
extensao...

... mas esse tipo de pontos pode aparecer
numa fotografia (2D), dependendo da
escolha do ponto de vista.
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Curvas de Hermite

Condicoes: 2 pontos a interpolar e vetores tangentes nesses mesmos pontos.
Q(0) = P, Q'(0) = R, Q(1) = P, Q'(1) = R,

Na forma matricial: | Q@) | = | Po Substituindo cada elemento Q(t) por T.A
Q(1) P3 escrever-se-a: -
Vetor da Q'(0) Ro 0 0 0 1 |.A=G,
geometria | G, Q(1)] | Rs 11 1 1
de Hermite 00 1 0
'3 2 1 0_
Resolvendo em ordem a A dara
A=l o0 o0 o 1] .6.=[2 2 1 1].6,=m,.G,
1 1 1 1 3 3 -2 -1
0O 0 10 O 0 10 Matriz de Hermite
'3 2 1 0_ 1 0 0 0_
pelo que uma curva de Hermite € da forma Q) =T.M, .G,
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Blending functions

Qb)) =T.M, .G,

Os pesos dos elementos do vetor de geometria sao funcoes de t :

Blending Functions

T.M,=[28-312+1 -21+31 B-2t2+t -2 ]

Peso de P, Peso de P, 02 Peso de R,

. .
03 - 0415 -
05 1 01 -
07 -
0 - 0,05
05 - 0
04 - 005 - {
03 -
032 - 01
01 1 015 -

|:| -

0 0.5 1t 0.2

Peso de R,
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Exemplos de curvas no plano

Condigao k>0 para C% G no ponto de jungéo de trogos:
Influéncia da norma do vetor tangente:

R3A =kROB

N N
d 7

a tangente
geomeétrica
sera continua

‘ o vetor tangente também sera continuo
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Curvas de Bézier

Condicoes: As mesmas das curvas de Hermite, introduzindo-se 2 pontos
intermédios que determinam os vetores tangentes.

Q'(0)=R,=3(P,-P,) Q'(1)=R;=3(P,-P,)
donde: Po= 1 0 00 Po Vetor da geometria de
P3 O 0 0 1 P4 Bézier
R 33 00 P
G, ’ ? G,
R3] |0 0 -3 3 | [Ps
Numa interface para
Qh) =T.M,. G, ::> Qt)=T.M; .Gy curvas de Bézier

manipulam-se apenas
pontos, enquanto que

com a Matriz de Bézier: bara curvas de Hermite

_ I _ 7 ha que manipular
M; = 1 3 -3 1 também vetores.
3 6 3 0
33 00
1 0 0 0 _
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Curvas de Bézier

Exemplo geral da utilizacao de Blending Functions B, ,(t) de ordem n:
Q)= P, B, () +P, B, () + P, B, () + ... +P_B__ (1)

com 0<t<1 e n=m+1 B;, equivale a B,
Blending Functions de ordem n=4 para as Curvas de Bézier:

Se Qt)=T.M;.G;, entdo T.M,=[B, B, B, B, ]

Bo(t)= -3 +312-3t+1
B,,(t)= 3t3-612+3t
B,,(t) = -3 13+ 312

B,,(t)= t
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Exemplo interativo

I:’1
Curva pretendida: .
/\) mps 5
P, P, Py P,
P1 P1
Invélucro Convexo

2D: Poligono

Convex 3D: Poliedro

: 5 /—\_j
P, P, 8 Hull
m
P, P, E’ Bin(t) = 1

Bin(t)20
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Junc¢ao de trocos (segmentos) de curva

SSXAVEAN

Continuidade C° G° na jungéo Continuidade C' G1 na juncéo Continuidade C° G1 na juncéo
(vetores tangentes com direg0es ou T (vetores tangentes apenas com a
sentidos diferentes) (vetores tangentes iguais) mesma direcio e sentido)
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Exemplo de utilizacao em PostScript

%! PS

% Poligonal guia numa curva de Bézier (M.Proéspero)
/cm {28.35 mul} def

3 cm 10 cm moveto

8 cm 20 cm lineto
13 ¢cm 20 cm lineto | i
18 cm 10 cm lineto

[ 0.2 cm 0.2 cm ] O setdash
0.02 cm setlinewidth

1.0 0.0 0.0 setrgbcolor
stroke

showpage
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Exemplo de utilizacao em PostScript

%! PS
% Desenho de uma curva de Bézier (M.Proéspero)
/cm {28.35 mul} def
3 cm 10 cm moveto
gsave

8 cm 20 cm lineto

13 cm 20 cm lineto

18 cm 10 cm lineto

[ 0.2 cm 0.2 cm ] O setdash

0.02 cm setlinewidth

1.0 0.0 0.0 setrgbcolor

stroke
grestore
8 cm 20 cm 13 cm 20 cm 18 cm 10 cm curveto
stroke
% Legenda: Curva de BEZIER
/Times-Roman findfont
50 scalefont
setfont
4 cm 6 cm moveto
(Curva de BEZIER) show
showpage
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Algoritmo de DE CASTELJAU

A partir dos pontos dados P, ( apresentados agora na forma P; ) definem-se
pontos auxiliares:

Pen()=(1-1)Pring () +TPeqn (D)

Exercicio: Verificar que P4, () corresponde a curva cubica de Bezier.
Resolucao:

Pas () = (1 -1) Py, (1) + 1 Pog (1)
=(1-1)((1-1) Pyy (1) + 1Py, (1)) +
t((1-1) Pya (1) + tPy3 (1))
=(1-1)2((1-1) Pyg+1tPgyq) +
2 (1-12) ((1-1) Pyy +t1Pg) +12((1-1) Pyy + 1 Pys)
= (1 -1)3 Py + (3t - 612 + 313) Py, +(3t2 - 3t3) Py, + 13 Py
= Qggyier (1)

M.Préspero

FACULDADE DE
CIENCIAS E TECNOLOGIA
UNIVERSIDADE NOVA DE LISBOA




Aplicacao geométrica

Para t=0.4 :

Por Po2
Poo P, /
f //‘; P,s j§
P,

P;;(0.4)

Ver Applet em http://www.saltire.com/applets/advanced_geometry/spline/spline.htm
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