Curvas (cont.)




Aproximag¢ao Bézier-Bernstein
Generalizacao:

m
Q(t)=Z:PiBin(t) com 0<t<1 e n=m+1
i=0

Curva de ordem n, aplicada a m+1 pontos
e tendo como funcdes de peso (Blending Functions) os

Polindmios de Bernstein:

A)!
Bk,n (t) - o ((:-1 _)k)| tk (1 _t)n-1-k

As Curvas cubicas de Bézier sdao o caso particular em que n=4 pontos.
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Avaliacao de uma curva cubica

Em 2D ou 3D, cada troco i tem a forma

QM) =T.A=a*tt+b*t?+c*t+d

Algoritmo de visualizacao (aproximacao a poligonal 3D):

troco (span) Qi(t)

for (i=first_span to last_span)
for (j=1 to 1l/delta)
) ) : delta=1/12
Line 3D( Q. ((jJ-1) *delta), Q,(j*delta) )

t=0

Com este algoritmo, a curva Q,(t) € avaliada 2/delta vezes (e 1+1/delta recorrendo a

posicao corrente ou a uma variavel auxiliar). Mas a eficiéncia aumentara se se puder
reduzir o numero de operagoes aritméticas.

Um dos métodos para tal € o de HORNER:

Qt)=((@*t+b)*t+c)*t+d

( Extra programa: Um outro meétodo, ainda mais rapido, € o das Diferencas Finitas Descendentes )
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Curvas B-Spline

Qt)=T.M;g, . G,

: , . 17
O vetor da geometria Ggg é igual Mg =g | -1 3 -3 1
ao de Bézier (Gg), sendo 3 6 30
diferente a Matriz B-spline Mg, : 30 30
1 4 1 0 |
1
' ' . 04 4
Blending Functions: T.M__=[ B, B, B, B. ] :
2 07 - B14 B,s
B04(t)=('t3+3t2'3t+1)/6 SD,E-
a5
B, )=(313-61+4)/6 o
B,,()=(-3t3+382+3t+1)/6 o
102 Boa =
6
B, ()= t3/6 0.
0 . 1

Conclusao:

Inicio da curva m——> vizinhanca de P, Final da curva m—> vizinhancga de P,
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Propriedades: C°

Sejam dados os seguintes vetores da geometria,

geradores dos trogos Q; e Q, : o, - Py Go,. = P
P P
P> P

| P3| | P4 |

Sendo 1
T.MBS=6[-t3+3t2-3t+1 3t-612+4 -3 +3t2+3t+1 °]

e considerando o intervalo 0 <t <1 para cada troco, por substituicao obter-se-a:

383

03(1)=%[o 14 1]G

BS4

04(0)—%[1 4 1 01]G

Q; (1) =Q,(0)

Conclusdo: > Jung&o dos trogos num mesmo ponto, implicando continuidade Co
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Propriedades: C!

Primeira derivada:

d
ET.MBS=%['t2+2t-1 3t2-4t -3t2+2t+1 2]

Considerando o intervalo 0 <t <1 para cada tro¢o, por substituicao obter-se-a:

iQ1 170 10 116G
Q=110 - |

BS3

d 1
20, @=2[-10 1 0]Gg,

iQ1 iQO
dt 3()_dt 4()

Conclusdo: W——> Continuidade C' no ponto de juncéo dos trocos
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Propriedades: C?

Segunda derivada:

dZ
dt_zT-MBs=['t+1 3t'2 '3t+1 t]

Considerando o intervalo 0 <t <1 para cada tro¢o, por substituicao obter-se-a:

2

Q,(1)=[0 1 2 1] Gg,

dt’
d2
d’ d’
Q. (1) = Q, (0
dt’ s (1) dt’ + (0)

Concluséo final: m—> Continuidade C2 no ponto de juncéo dos trocos
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Exemplos de curvas B-spline em 2D

P, N
P1 —F"FH_-_FJT: e -I;‘?:{F 'I m
% r - :
i 2 i D B, M)=1
:, : . Convex | i=0
.~ Hun | Bi()=0
P, % P, ; % |

P
PO}‘» GBsi = [ P|3 |
Pio
Pi4
K Ps P
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Grau de multiplicidade de um ponto

Ponto com Grau de Multiplicidade 2 :

Ponto com Grau de Multiplicidade 3 :

P
__.-"3'-..-::‘{ }E'.‘--L%“"u_
L : P6 o Tl
Il . g T em
I:)7
Po=Pi=P; m
I"\.
b
b
5
5
P, - .
_'u__ W
<. Ps
T K
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Outros exemplos (1)

Pontos com ) )
Grau de Multiplicidade 2 : Gess =| Po
I:’1
P,
[a, P4
Py |
P4 K_ﬁ"—q__:
P0 .
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Outros exemplos (2)

Construcao de uma curva fechada :
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Continuidade e Interpolacao

Efeito dos graus de multiplicidade dos pontos de controlo:
Multiplicidade 1 > > continuidade C? G2
Multiplicidade 2 Z> continuidade C? G Imerpr?ttégéo
eometrica.
Hitip co?ﬂinuidade da

Multiplicidade 3 Z> continuidade C? G° curvatura
Multiplicidade 3 Z> interpola esse ponto de controlo

Havera alternativa a interpolacao no(s) extremo(s) de uma curva
sem ser pelo aumento do grau de multiplicadade do(s) ponto(s),
permitindo manter continuidade de classe C? G? com futuros
trocos adjacentes?

Sim, por criacao de novo(s) ponto(s) de controlo dito(s)
“fantasma(s)”
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Pontos de controlo “fantasmas’

| Pi 4. ;+ Ps
Admitindo que se quer interpolar Py : /

&

Resolve-se matematicamente encontrando o
ponto “fantasma” P_, que verifique a condicao

Q,(t=0)=T. Mg, .| P11 | =P, P, 4.

Py . e -

P1 Qz

s g Po
o
(P,+4P,+P,)/6=P, o
Tp
-1 Ponto médio

P,=2P,-P, entre P,e P,
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Jun¢ao com interpolacao

Construgao de um trogo Q, adjacente a Q,, que também ir4 interpolar Py,
mantendo-se continuidade C2 G2 em todas as juncdes de trocos da curva
(0 que nao seria possivel se P, tivesse grau de multiplicidade superior a 1):

Py +

i ]
HJRH‘

f
P3_Ffl__a~f

Conclusao: O método para interpolacao pode ser utilizado na juncao de dois trocos ja existentes
se se condicionarem geometricamente trés dos respetivos pontos de controlo.
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Curvas de Catmull-Rom

ou Splines de Overhauser

Q(t)=T'MCR'GCR
O vetor de geometria Geg €

Mcn=%_'1 3 3 1 igual ao de B-spline (Ggs)
2 5 4 -1
-1 0 10
0 2 0 0 |

Blending Functions:

T-Mcn=[ Bo4 B14 Bz4 B34 ]

Bo,(t) = (-t2+2t2-1)/2
B,t)= (3t3-512+2)/2
B,,(t)= (-3t3+41t2+1)/2

]
— - B
B34(t) = (t-12)/2 As curvas nao gozam da 0,2 o Bas

propriedade de convex hull ¢
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Propriedades

Considerando o intervalo 0 <t <1 para cada trogo:

Qi(O)—%[O 2 00 ]GCRi=Pi-2
Q(1)=200 0 2 0]Ge=F,, Q,(1)=Q,,(0)

1
Q. (0):5 [0 2 0 O ] GCRi+1=Pi-1

Interpolagao de pontos de controlo e, no minimo, CO°

d
—T.MCR_2[ 312+4t-1 912-10t -912+8t+1 312-2t]

dt
4 110 41 0 1] Gy = it
dt Q (1)=§[ - ] CR; = 2
i 1 Pi-Pis a
It Q. (0 =§[ -1 01 0] GCRI+1 >

Continuidade C1

d
% Q)= —Qm 0) ?
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Exemplos

b P3
P, §
X_//( P2
P, P,
#
b P3
P0

7))
Q
|5 P, P
o Py ’
§ P
g s
o
o P, P,
8 PO v P4 :==:
©
< Quais os trocos sem modificacao?
o 2 :
a P,
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Conversao entre curvas cubicas

Se for construido (ou se ja existir num determinado sistema) um avaliador
para um certo tipo de curvas cubicas, é possivel usa-lo com qualquer
outra forma de curva cubica desde que se proceda a uma conversao entre
curvas.

E o0 que se passa com os avaliadores (eficientes) para curvas de Bézier ja
existentes em PostScript e em OpenGL.

PROBLEMA:

Dada a curva Qt)=T. Mg, . Gg,

encontrar Ggtalque Q(t)=T.Mg . Gg
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Conversao para curva de Bézier

Solucao:
MB . GB -_ MBS . GBS

GB — “’IB_‘I . MBS . GBS
em que B 3

MB‘1 =10 0 0 1

0O 0 1/31

0 1/3 2/3 1
11 1 1

— Conclusao:

Qualquer curva cubica pode ser convertida numa curva cubica de Bézier
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Exemplo de conversao B-spline>Bézier

P,
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Exemplo de conversao B-spline>Bézier

Gg
2
+ I:)1 N n P2 fZ
PO/\F P3
GBs
_|_
PO
+ P3
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