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Capitulo 3

Loégica de primeira ordem

3.1 Introducgao

Este capitulo é dedicada a légica de primeira ordem. A linguagem da légica de pri-
meira ordem é mais expressiva que a linguagem da logica proposicional. No ambito
da logica proposicional, as férmulas mais simples, os simbolos proposicionais, nao
tém estrutura interna. Uma proposicao ou assercao representada por um simbolo
propocional é assim simplesmente representada através de tinico simbolo, em geral,
uma letra. As outras férmulas da légica propocional, para além de L, sdo as obtidas
a partir dos simbolos proposicionais e de L usando os conectivos légicos conjuncao,
disjuncao ou implicacdo, pelo que as assercoes mais complexas que estas férmulas
representam sao apenas combinagoes booleanas das representadas pelos simbolos pro-
posicionais (ou ). Esta situagdo ndo permite a representagao da estrutura interna
de certas assercoes. Nao permite, por exemplo, a representacao simbolica explicita
de entidades ou individuos nem permite que a partir desta representacao se possam
representar assercoes que afirmem que certas entidades tém determinadas proprie-
dades ou que estao numa determinada relagao com outras entidades. Torna-se assim
complicado representar assercoes do tipo “existem nuimeros inteiros pares” ou “o
quadrado de qualquer niimero inteiro nao nulo é um ntimero inteiro positivo” e tirar
partido dessa representacao para desenvolver raciocinios do tipo “se o quadrado de
qualquer niimero inteiro nao nulo é positivo” e “-3 é um niimero inteiro nao nulo”
entdo “o quadrado de -3 é um numero inteiro positivo”. A linguagem da légica
de primeira ordem vai permitir fazer referéncia explicita a entidades ou individuos,
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representar fungoes sobre essas entidades (por exemplo, a func¢ao quadrado de) e pro-
priedades ou predicados sobre essas entidades (por exemplo, os predicados ser nimero
inteiro, ser numero positivo ou ser numero par). Permite também a quantificagao
sobre entidades, ou seja, permite representar assergoes que exprimam a ideia de que
todas as entidades possuem um determinada propriedade ou que existem entidades
que possuem uma outra propriedade.

Exemplos de textos relevantes sobre légica de primeira ordem sao [4], [2], [10],
[8], [13] e [5].

Este capitulo tem uma estrutura semelhante a do capitulo dedicado a légica pro-
posicional. Em primeiro lugar sao apresentados os aspectos sintécticos e semanticos
da légica de primeira ordem. De seguida apresenta-se o sistema de deducao natural
N.. Seguem-se trés outros sistemas dedutivos: o sistema de sequentes S, (e a sua
variante S.), o sistema de tableauz 7. e o sistema de tipo Hilbert H.. No final de
varias secgoes sao propostos exercicios sobre os assuntos nelas expostos. De novo as
secgbes com a indicagao (x) sdo dedicadas a assuntos com um cardcter mais técnico
que podem ser omitidos numa primeira leitura.

A organizacao deste capitulo é a seguinte: na seccao 3.2 introduzem-se os aspec-
tos sintacticos e na seccao 3.3 os aspectos semanticos; na seccao 3.4 apresenta-se o
sistema de dedugao natural V., sendo a sec¢ao 3.5 dedicada ao sistema S, a secgao
3.6 ao sistema 7, e a seccao 3.7 ao sistema H,.

3.2 Sintaxe

Nesta seccao apresentam-se os aspectos sintacticos da logica de primeira ordem.
Introduz-se em primeiro lugar a nocao de assinatura de primeira ordem, depois a
nocao de alfabeto e seguidamente a linguagem das férmulas (ou seja, a linguagem da
légica de primeira ordem) sobre o alfabeto e um conjunto de varidveis.

Numa assinatura de primeira ordem sao introduzidos os simbolos que representam
as fungoes (de diferentes aridades) e os simbolos que representam os predicados (de
diferentes aridades).

Definigao 3.2.1 ASSINATURA DE PRIMEIRA ORDEM
Uma assinatura de primeira ordem é um par

S = (SF, SP)
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onde
o SF= {SFZ'}Z.ENO;
e SP= {Spi}ieﬂvo’

sao familias de conjuntos indexados em IN( tais que os conjuntos SF;, SP;, i € INy,
sao disjuntos dois a dois. Para cada i € INg, SF; é o conjunto de simbolos de func¢ao
de aridade i e SP; é o conjunto de simbolos de predicado de aridade i. Os simbolos de
funcao de aridade 0 sao também designados simbolos de constante ou constantes. Os
sfmbolos de predicados de aridade 0 sao também designados simbolos proposicionais.
[

Exemplo 3.2.2 O par ¥ = (SF, SP) onde
o SF={SF},cn, € tal que

— SFy = {0}
— SF1 = {s,q};
— SF; = () para cada i > 2;

o SP= {Spi}ieﬂvo;

- SP ={Q};
- SPQZ{M},
— SP; =0 paracadai=0ei >3,

é uma assinatura de primeira ordem. Sao considerados o simbolo de funcao ® de
aridade 0, os simbolos de funcao s e ¢ de aridade 1, o simbolo de predicado @ de
aridade 1 e o simbolo de predicado M de aridade 2. O simbolo ® é, em particular, um
simbolo de constante. Estes simbolos representam nomes de fungoes ou predicados
os quais, como se verd adiante, podem vir a ser interpretados de formas diferentes,
ou seja, a cada um destes simbolos pode ser associada uma certa funcao ou um certo
predicado (com aridade correspondente). Assim, em particular, ao simbolo s podera
vir a ser associada uma dada fungao unaria

Informalmente, os predicados podem ser vistos como representando propriedades
envolvendo zero, uma ou mais entidades. Mais precisamente, um predicado II de
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aridade n (ou n-ario) sobre um conjunto A, com n € INy, é uma aplicagao IT : A™ —
{0,1}. No caso de particular de n = 1, os elementos de A' (ou seja, A) cuja imagem
¢ 1 correspondem as entidades para os quais o predicado é verdadeiro e os elementos
de A cuja imagem é 0 correspondem as entidades para os quais o predicado é falso.
No caso de n = 2, os elementos de A% cuja imagem é 1 correspondem aos pares de
entidades para as quais o predicado é verdadeiro e os elementos de A? cuja imagem
é 0 correspondem aos pares de entidades para as quais o predicado é falso. Os casos
n > 2 sdo, naturalmente, semelhantes. Quando n = 0, IT : A° — {0,1} é uma funcao
constante, pois A% é um conjunto singular, e IT pode ser identificado com o valor da

fungao.
Voltando ao exemplo, ao simbolo ) poderd vir a ser associado um dado predicado
unério e ao simbolo M podera vir a ser associado um dado predicado bindrio. ]

Definigao 3.2.3 ALFABETO DE PRIMEIRA ORDEM SOBRE Y E X
Seja ¥ = (SF,SP) uma assinatura de primeira ordem, com SF = {SFi};,_ v, e
SP = {Spi}z‘e]No' Seja X um conjunto numeravel cujos elementos se designam

por varidveis. O alfabeto de primeira ordem sobre ¥ e X designa-se por Alfg eé
constituido por

e cada um dos elementos de SF; para cada ¢ € INg;

e cada um dos elementos de SP; para cada i € INy;

e cada um dos elementos de X;

e o0 simbolo L (absurdo, contradicdo, falso ou falsidade);

e 0s conectivos 16gicos — (implicagdo), A (conjuncao) e V (disjungao);

e os quantificadores V (para todo) e 3 (existe);

e o simbolo auxiliar , e os simbolos auxiliares (e ). "

Observagao 3.2.4 Sempre que seja feita referéncia a um alfabeto Alf g , com Y =
({SF} e, 1SFi}ie v, ), assume-se que X N SF; = (e X N SP; = () para cada
1 € INg. Isto significa que nao existe confusao de simbolos: um simbolo de funcao
ou predicado nao pode ser também utilizado como varidvel. Assume-se também que
cada conjunto de simbolos de funcao e cada conjunto de simbolos de predicado é
finito ou numeravel.
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Consideram-se fixados uma assinatura de primeira ordem ¥ = (SF,SP) com
SF={SF;};cpv, € SP={SP;};c v, e um conjunto numerdvel de varidveis X.

Segue-se agora a definicdo do conjunto dos termos induzido pelo alfabeto Alf)z( .
Um termo é uma constante, uma varidvel ou um simbolo de funcao aplicado a um
ou mais termos (dependendo da sua aridade).

Definigao 3.2.5 CONJUNTO DOS TERMOS INDUZIDO POR Alf§
O conjunto dos termos induzido por Alf )Z( designa-se por Tg e é o conjunto definido
indutivamente da seguinte forma:

° cETg para cada c € SFy;
° xeTg para cada = € X;
® se tl,...,tnETg entao f(tl,...,tn)ETg para cada f € SF,, com n > 0. [

Exemplo 3.2.6 Considerando a assinatura Y apresentada no Exemplo 3.2.2 e assu-
mindo que z,y, z € X, tem-se que ®, x, s(®), q(y), s(¢(z)) sao exemplos de elementos

de Tg .
Os termos vao representar as entidades cujas propriedades poderao vir a ser
descritas através das férmulas. [

Definigao 3.2.7 LINGUAGEM DE PRIMEIRA ORDEM INDUZIDA POR Alf%

A linguagem de primeira ordem (conjunto das formulas de primeira ordem ou lin-
guagem das formulas de primeira ordem) induzida por Alf% designa-se por Fg eé
o conjunto definido indutivamente da seguinte forma:

e PcF¥ para cada P € SPy;

° J_EFg;

e se tl,...,tn€T§ entao P(tl,...,tn)EFg para cada P € SP,, com n > 0;

o (p—PEFRY, (0N )EFY, (pV¢')eFX quaisquer que sejam ¢, ¢’ € FX;
o (Vzp) € FX, (Jxp) € FX quaisquer que sejam z € X e p € FY.

Os elementos de Fg sao as formulas da linguagem de primeira ordem induzida por
AlfY. O conjunto das férmulas atémicas denota-se-se por FA% é o subconjunto de
Fg constituido pelas férmulas que nao contém conectivos ou quantificadores. [
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Como anteriormente, omitem-se parénteses mais exteriores das formulas.

Exemplo 3.2.8 Considerando a assinatura 3 apresentada no Exemplo 3.2.2 e as-
sumindo que z,y, 2z € X, tem-se que

* Q(©)

o M(x,y)

o Qs(x)) A M(q(s(y)), s(x))
o VrQ(z)

o 32 (M(z,0) AQ(2))

sao exemplos de elementos de Fg .
As férmulas representam assercoes acerca das entidades representadas pelos ter-
mos. L]

Definigao 3.2.9 ABREVIATURAS

® Y =abv 90_>J—;
o 0 ¢ =g (P = )N (P — ©);

o T =abv -1 u

Observacgao 3.2.10 A razao pela qual se consideram simultaneamente como conec-
tivos primitivos os conectivos —, A e V é semelhante a referida no caso da logica
proposicional. De igual modo, também nao é necessario considerar como primitivos
ambos os quantificadores, mas, por motivo idéntico, tomou-se aqui esta opgao.

Definicao 3.2.11 SUBFORMULAS

Sendo ¢ € F&, conjunto das subformulas de o denota-se por Sbf(y) e define-se
indutivamente como no caso da légica proposicional (Defini¢do ??) considerando
ainda que se ¢ é Va ¢’ ou Jx ¢’ entdao Shf(p) = Sbf(¢') U {p}. As restantes nogoes e
notacoes associadas sao idénticas as consideradas no caso da logica proposicional. m

Na sequéncia serao necessarias as nogoes que se apresentam seguidamente.
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Definigao 3.2.12 VARIAVEIS EM TERMO
Para cada t € T, conjunto das varidveis de t denota-se por V (t) e define-se induti-
vamente como se segue.

e V(c) =) para cada ¢ € SFy;
e V(z) ={x} para cada z € X;
o V(f(t1,. - tn)) = Urcicn VL), se ta, ..., tn €T5 e f € SF, com n > 0.

O termo t diz-se fechado se V (t) = () e aberto caso contrario. Dado T C T, V(T)
é, naturalmente, (J,c V(). "

Definigao 3.2.13 VARIAVEIS LIVRES EM FORMULA

Para cada ¢ € Fg , 0 conjunto das varidveis livres de ¢ (ou das varidveis que tém
ocorréncias livres em ) denota-se por VL(yp) e define-se indutivamente como se
segue:

e VI(p) =0 para cada ¢ € SPpU{L};
o VL(P(t1,...,tn)) = Uicicn, Vi), se t1, ... tn €T e PSP, com n > 0;
o VL(Veg) = VI(3r ) = VI(e)\{z};
o VL(¢' = ¢") = VL(¢' N¢") = VL(¢' vV ¢") = VL(¢') U VL(¢").
¢ diz-se fechada se VL(p) = 0. Dado ® C FX, VL(®) = Upeca VL(%). "

Definigao 3.2.14 VARIAVEIS MUDAS EM FORMULA

Para cada ¢ € FX, o conjunto das varidveis mudas de ¢ (ou das varidveis que tém
ocorréncias mudas em @) denota-se por VM(p) e define-se indutivamente como se
segue.

e VM(p) = () para cada ¢ € FAS;
o VM(Vx )= VM(Fz ) = VM(p) U {z};
o VM(¢' — ¢") = VM(¢' N¢") = VM(¢'V ¢") = VM(¢') U VM(¢").
Dado ® C F¥Y, VM(®) = U,eq VM(p). .
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Definigao 3.2.15 VARIAVEIS EM FORMULA
O conjunto das varidveis de ¢ € FX é o conjunto V() = VL(¢) U VM(yp). Dado
 CFE, V(@) = Uyeo V(). .

Exemplo 3.2.16

(i) Considerando a férmula @1 = Q(y) A (Vo (M(z,2))) tem-se que VL(p1) =
{y, 2}, VM(p1) ={x} e V(e1) = {=,y, 2}.

(ii) Considerando a férmula w9 = Vy (M (z,y) A (Vx Q(x))) tem-se que VL(p2) =
{z}, VM(p2) = {z,y} e V(pa) = {z,y}-

Note-se que, como exemplifica o caso da férmula @9, uma variavel pode ter ocorréncias
livres e ocorréncias mudas numa féormula. [

Definigao 3.2.17 FECHO UNIVERSAL DE FORMULA
Seja ¢ € FX. Se VL(p) = {x1,...,2,} n > 1, entdo a férmula

V(... (Ve, @) ...)

é um fecho universal de p. Se n =0 (ou seja, VL(yp) = ()) considera-se que ¢ é fecho
universal de . [

Segue-se agora a nocao de substituicdo de uma varidvel por um termo numa
férmula. Esta nocao nasce da necessidade de representar o seguinte raciocinio. In-
formalmente!, Vz Q(z) exprime a ideia de que o predicado representado por Q é
verificado por todos os elementos do universo em questao. Deste modo, sendo ¢ um
termo (e representado, por isso, um elemento do universo em causa), faz sentido
concluir Q(t), isto é, faz sentido concluir que, em particular, o elemento represen-
tado por t verifica o predicado representado por (). Pode dizer-se que a férmula
Q(t) é a férmula que se obtém quando em Q(z) se substitui a varidvel x (a variavel
universalmente quantificada em Vz Q(x)) por um termo particular: o termo t. Faz
sentido escrever entdao a férmula (Vz Q(z)) — Q(t). O raciocinio anterior pode
ser feito relativamente a qualquer termo em Tg . E este raciocinio pode, evidente-
mente, estender-se também a qualquer férmula do tipo Vayp. Para se poder escrever

! As justificacbes rigorosas (com base nos conceitos seménticos da légica de primeira ordem)
relativas as questdes descritas neste pardgrafo e nos paragrafos seguintes podem ser construidas a
partir das nogdes que irdo ser introduzidas na secgao 3.3.
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uma férmula semelhante & implicacao referida, utiliza-se entao (¢)7 (ou ¢f) para

representar, a semelhanca do caso anterior, a férmula que se obtém a partir de ¢
quando se substituem as ocorréncias de = por t. Pode entao considerar-se a férmula
(Vx @) — (¢)f. Em rigor, é necessario exigir uma outra condigao: ¢ tem de ser livre
para x em ¢ mas este assunto serd abordado nos paragrafos seguintes.

Antes da nocao de substituicdo de uma varidvel por um termo numa férmula
torna-se necessario apresentar a nocao de substituicao de uma varidvel x por um
termo ¢ num outro termo s.

Definigao 3.2.18 SUBSTITUIGAO EM TERMO
Para cada t, s € Tg e x € X, o termo que se obtém por substituicio de x port em
s denota-se por (s) 7 e define-se indutivamente como se segue.

o (f(tr,...,ta))F=F((t1) %, ..., (ta)¥),se t1,...,tn €TX e f € SF, com n > 0.

Para nao sobrecarregar a notagao admite-se que, por vezes, os parénteses na notagao
(s){ possam ser omitidos. "

Definigao 3.2.19 SUBSTITUIGAO EM FORMULA
Para cada ¢ € Fg, te Tg e x € X, a férmula que se obtém por substituicdo de x
por t em ¢ denota-se por (¢)7 e define-se indutivamente como se segue.

e (p)¥ = ¢ para cada p € SPyU{L};

o (P(t1,...,tn))E=P((t1)%, ..., (tn)F),set1,...,tn €TX e P € SP, com n > 0;
o (Vzp)f =Vry;

o (Fzp)f=Tzyp;

o (Vup)f =Vo(p)fseve X\{ak

o (Fvp)f =T (p)fseve X\{z}
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T .
t to

o (¢ =" =(¢)f— (¢")

o (AT = ()TN
o (W'VINF=()F V()T

Para nao sobrecarregar a notacao admite-se que, por vezes, os parénteses na notacao
(p) ¥ possam ser omitidos. .

Exemplo 3.2.20 Considere-se a féormula ¢ = Vz (Q(z) — M (x,s(y))) e a férmula
v =Q(2) N (32 M(q(z),z)). Sendo t = q(y) e t’ = s(z) tem-se que

— (s(2)) 7 = s(q(v));

5 =Q(2) N (Fz M(q(2),s(2))). -

Note-se que da Definicao 3.2.19 resulta que, ao substituir uma variavel z por um
termo numa férmula, sé nas ocorréncias livres de x sdo efectivamente realizadas as
substituicoes. Deste modo, se uma variavel s6 ocorre muda numa férmula, a sua
substituicao por um qualquer termo nao modifica a férmula de partida.

No caso desta restrigao nao se verificar poder-se-ia ter a seguinte situagao. Considerem-
se as férmulas p; = Yy Q(y) e 2 = Vo Q(z). Intuitivamente ambas exprimem a
mesma ideia: todos os elementos do universo em questao verificam o predicado re-
presentado por (). A tnica diferenca é que num caso se utilizou a variavel y e no
outro se utilizou a varidvel . Sendo ¢ uma constante, no caso de ; ter-se-ia natu-
ralmente que (Vy Q(y)) ¥ = Yy Q(y). Quanto ao caso g2, claro que nao faria sentido
ter (Vz Q(z)) ¢ = Ve Q(c) (pois Ve Q(c) ndo é um férmula em FY ), mas poder-se-ia
considerar a possibilidade (Vz Q(z))¥ = Vz Q(c). Assim, partindo de duas férmulas
V1 € 2 que exprimem a mesma ideia obter-se-ia, apds a substituicao, férmulas que
exprimem ideias bem distintas (note-se que Vz Q(c) exprime apenas que o predicado
representado por ) é verificado pela entidade representada pela constante c). Esta
situacao nao é usualmente desejavel, ou seja, nao é usualmente desejavel que duas
férmulas que diferem apenas na designacao atribuida a entidade que representa os

10
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elementos do universo se transformem em algo radicalmente diferente apds substi-
tuigao.

Uma outra situagao também relacionada com substitui¢oes (mas que nao é usual-
mente contemplada directamente na definigao de substitui¢ao) é a seguinte. Suponha-
se que o universo em questao é o conjunto dos inteiros com as operacoes habituais. A
substitui¢do de x por? y+1 em Iy M (y,z), 3y M(y,z)) v+1, 6, seguindo a Definicao
3.2.19, 3y M(y,y + 1). Informalmente, se por exemplo se interpretar M como um
predicado que exprima a usual relacdo “maior que”, Jy M (y, ) exprime que existe
um elemento no universo em questao que é maior que x (o que é verificado no uni-
verso em causa) mas Jy M (y,y + 1) exprime que existe um elemento que é maior
que o seu sucessor (o que nao ¢ verificado no universo em causa). Também aqui o
“significado”da formula de partida é substancialmente diferente do “significado”da
férmula que se obtém apds a substituicao, o que nao é, de novo, usualmente desejavel
nestas situagoes. O problema que aqui se verifica advém do facto de o termo (ou seja,
y + 1) que vai aparecer no lugar de x incluir a ocorréncia de uma varidvel que vai
ficar muda na férmula obtida apds a substituicdo. Assim, x é uma varidvel livre em
Jy M (y, x) (ndo existindo assim qualquer relagao entre x e a varidvel quantificada y)
mas na férmula obtida apés substituigao ja nao ha varidveis livres (pois z foi subs-
tituida por um termo cuja varidvel passa a estar quantificada). De um modo geral,
problemas semelhantes podem ocorrer quando no termo t pelo qual se vai substituir
uma varidvel existem ocorréncias de varidveis que vao ser “capturadas” por quanti-
ficadores, isto é, que vao ficar mudas na férmula obtida apds a substituicdo . Para
impedir substituicoes deste tipo introduz-se a nocao de “termo livre para varidvel
numa férmula”.

Segue-se a defini¢ao de termo livre para varidvel numa férmula. Encontram-se na
literatura véarios modos de definir esta nocao. Neste texto adoptou-se uma definicao
proxima das apresentadas em [8] e [13].

Definicao 3.2.21 TERMO LIVRE PARA VARIAVEL NUMA FORMULA
Para cada ¢ € FEX, t e Tix ex € X, o termo t diz-se livre para © em ¢ se alguma
das condigoes seguintes é satisfeita

e v c FAY (ie., ¢ 6 uma férmula atémica);

2Para simplificar a exposi¢ao, em vez de usar a notacio prefixa +(t1,t2) para a funcio +(adi¢ao)
usa-se aqui a notagao infixa t; + ta.

11
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e péy =Y ou AN ou V' et élivre para x em ¢ e ©”;
o v éVry oudry;
e 0 éVuy ouTvy, comwve X\{x},v ¢ V(t) et élivre para x em ¢'. "

De um ponto de vista informal, sempre que t seja livre para x em ¢ entao ao
fazer substituigdo de x por ¢ em ¢ nao existem varidveis de t (distintas de z) que
venham a ser “capturadas”por quantificadores. Isto significa que para cada variavel
yeV(t) (i.e., para cada varidvel presente em t¢), o nimero de ocorréncias mudas de
y em ¢ e em @7 é 0 mesmo.

Sejam ¢ uma férmula, x uma variavel e t um termo. O termo t é sempre livre para
x em ¢ se ¢ for uma férmula atémica (numa férmula deste tipo ndo estdo presentes
quantificadores pelo que nenhuma variavel de ¢ podera vir a ser “capturada”por um
quantificador) ou se ¢ for uma férmula do tipo Va ¢’ ou 3z ¢’ (recorde-se que nestes
casos a substituigdo nao altera a férmula ¢). No caso de ¢ ser do tipo ¢ — ¢,
O A" ou ¢ V" hd que analisar o que acontece relativamente as subférmulas ¢’ e
¢". O caso mais delicado é quando ¢ é do tipo Vv ¢’ ou Jv ¢’ onde v é uma varigvel
distinta de x. Neste caso, para garantir que nenhuma varidvel de ¢ venha a ser
capturada pela quantificacao sobre a varidvel v, exige-se que v nao esteja presente
no termo t e, naturalmente, que ¢ também seja livre para x em ¢'.

Exemplo 3.2.22 Tem-se que
— s(y) ndo é livre para  em Iy M(y, z);
(z) e s(2) sdo livres para z em Jy M(y, );
(2), s(y) e s(2) sio livres para y em Jy M(y, z);
(z) ¢ livre para x em Q(xz) A (Vy (Q(y) — M(z, s(x))));
— q(y) ndo é livre para z em Q(z) A (Vy (Q(y) — M(z,s(z))));
(y) € livre para « em Q(z) A (Vo (Q(z) — M(2,5(y))));
— ¢(2) nao é livre para y em Yz (Q(z) — (V2 M(z, s(1))));
(2)

— ¢(z) é livre para z em Vz (Q(x) — (V2 M (z,s(y)))). "
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Observacgao 3.2.23 Sejam ¢ € Fg, te Tg e x € X. Do que ficou exposto, nome-
adamente das definicoes 3.2.19 e 3.2.21, resultam algumas observagoes importantes
(muitas das quais foram j4 sendo referidas ao longo do texto). Dada a sua relevancia
listam-se seguidamente algumas delas.

e Ao fazer-se a substituicdo de x por t em ¢ sé sao efectivamente efectuadas
substituigoes em ocorréncias de x que sejam livres. Deste modo, em particular
— (¢)F = ¢ se p é fechada,;
- (V)i =pe(@Ero)i =
e O termo z é livre para x em .

e Se V(t) =0 (i.e., se em ¢ nao existem varidveis) entao ¢ é livre para qualquer
varidvel em (.

o Se V(t)NVM(p) =0 (i.e., se as varidveis de ¢ ndo tém ocorréncias mudas em
©) entao t é livre para qualquer varidvel em . [

Notacao 3.2.24 Sejam ¢ € FX, t € Tg ex € X. Usa-se
o] ¥

para representar o resultado de substituir a varidvel x pelo termo ¢t em ¢ seguindo

a Defini¢do 3.2.19 com t termo livre para x em @. Assim, sempre que se usar esta

notacao estd implicito que t tem de ser termo livre para x em . Se for claro, a partir

do contexto que t é livre para x em ¢, usa-se apenas (¢)f (ou ¢f ).

3.3 Semantica

Nesta secgao vao ser apresentados os aspectos semanticos da logica de primeira or-
dem.

Uma assinatura de primeira ordem ¥ = (SF, SP) introduz simbolos de fungao e
de predicado, isto é, nomes de fungoes e de predicados. Esses simbolos (ou nomes)
podem vir a ser interpretados de muitas formas diferentes, no sentido em que a cada
um desses nomes se pode fazer corresponder uma certa funcao (total) ou predicado.
Quando se faz corresponder a cada simbolo de fungao uma certa funcao e a cada
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simbolo de predicado um certo predicado estd-se a definir uma estrutura de inter-
pretacdo. As funcgoes e predicados sdo definidos & custa de conjuntos, e portanto
uma estrutura de interpretagao inclui também um dado conjunto que constitui o
dominio ou universo de interpretacao. Recorde-se que um predicado II de aridade n
(ou m-ario), n € INg, sobre um conjunto U é uma aplicagao II : U™ — {0,1} e que
U é um conjunto singular.

Definigao 3.3.1 ESTRUTURA DE INTERPRETACAO SOBRE ASSINATURA
DE PRIMEIRA ORDEM
Seja ¥ = (SF, SP), onde SF = {SF;}, v, e SP = {SP;},cpy,, uma assinatura de

primeira ordem. Uma estrutura de interpretagcao sobre 3 é um par
M = (U, 1)
onde

e U é um conjunto nao vazio designado por universo (dominio ou suporte) da
estrutura;

e [ é uma aplicacao designada por funcdo de interpretacdo que, a cada simbolo
de X, associa uma aplicagao do seguinte modo

— para cadan € INg e f € SF,, I(f) é uma aplicacao
I(f):U"—>U
— para cadan € INg e P € SF,,, I(P) é uma aplicacao
I(P):U™— {0,1}. [
Notagao 3.3.2 Seja IM[ = (U, I) uma estrutura de interpretagao sobre X.

e Para cada simbolo de funcao f de aridade 0, ou seja, para cada simbolo de
constante f, I(f) é uma aplicacdo que ao elemento do conjunto singular UY faz
corresponder um elemento u € U (a interpretacao do simbolo de constante f
na estrutura de interpretagao IM). E usual, nesta situacao, escrever-se apenas
I(f) para denotar o elemento u.

14
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De modo semelhante, para cada simbolo de predicado P de aridade 0, I(P) de-
nota um elemento de {0,1}. Note-se que cada simbolo de predicado de aridade
0 pode ser visto assim como simbolo proposicional e I como uma valoracao
proposicional.

e Usam-se também as notagoes fnr € Ppr para I(f) e I(P), respectivamente. m

Exemplo 3.3.3 Considere-se a assinatura Y apresentada no Exemplo 3.2.2. O par
M = (Z,I) onde, considerando as habituais operacoes de soma e multiplicagado em
Z,

o I(s): Z — Z tal que I(s)(n) =n+ 1 para cada n € Z,
o I(q): Z — Z tal que I(q)(n) = n*n para cada n € Z;

o I(Q): Z — {0,1} tal que I(Q)(n) = 1 se n é um quadrado perfeito (ou seja,
se existe k € Z tal que n =k x k) e I(Q)(n) = 0 caso contrario;

o I(M) : Z* — {0,1} tal que I(M)(n1,m2) = 1 se mny é maior que ny e
I(M)(ni,n2) = 0 caso contrario,

é uma estrutura de interpretacao sobre Y. Neste caso faz-se corresponder ao simbolo
de constante ® o inteiro 0, ao simbolo de funcao s a fungao sucessor, ao simbolo de
funcao q a fungao que associa a cada inteiro o seu quadrado, ao simbolo de predicado
Q o predicado “é quadrado perfeito”e ao simbolo de predicado M o predicado “é
maior do que”.

Tendo em conta a notacao 3.3.2, poder-se-ia ter escrito

e Opr = 0;
o spr: Z — Z tal que spr(n) =n+ 1 para cadan € Z,

e de modo semelhante para os restantes simbolos. Por ser mais simples, sera esta a
notacao que se utilizard preferencialmente na sequéncia. [
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No que se segue assume-se fixada uma assinatura de primeira ordem ¥ = (SF, SP)
onde SF = {SF;};, vy, e SP={SP;};,cpv, e um conjunto de varidveis X.

Apresenta-se seguidamente a seméantica das férmulas em Fg . A semantica das
formulas depende da interpretagdo dos termos. Uma estrutura de interpretacao so6
fixa uma interpretagao para os simbolos de fun¢ao e de predicado. Como para além
de simbolos de funcao um termo pode conter varidveis, para interpretar um termo
é necessdrio atribuir também um valor As varidveis. E assim necessario introduzir a
nocao de atribuigao (de valores as variaveis).

Definigao 3.3.4 ATRIBUICAO
Seja IMI = (U, I) uma estrutura de interpretagao sobre . Uma atribuicdo de X em
IMI é uma aplicacao

p: X —-U

que associa a cada varidvel um elemento do universo U.

O conjunto de todas as atribuicoes de X em IMI denota-se por AT Rffw. Omitem-
se as referéncias a IMI e/ou X sempre que seja claro a partir do contexto qual a
estrutura de interpretacao e qual o conjunto de varidveis em causa. [

Para definir a semantica de férmulas quantificadas é necessaria a nocao de atri-
buigao z-equivalente seguinte.

Definigao 3.3.5 ATRIBUIGAO x-EQUIVALENTE

Sejam IMI = (U, I) uma estrutura de interpretagio sobre X, p,p' € ATRpy e x € X.

Diz-se que a atribuigdo p € x-equivalente a p' se p(v) = p'(v) para cada v € X\{z}.
Usa-se a notagao p[z := k| para a atribui¢ao xz-equivalente a p que atribui o valor

kacx [

Duas atribuicgoes sao x-equivalentes quando coincidem em todos os valores que
atribuem as varidveis distintas de x. Quanto ao valor atribuido a x pode ser o mesmo
(caso em que as duas atribuigoes sao iguais) ou nao.

Exemplo 3.3.6 Suponha-se que z,y,z € X e M = (Z,I). Considerem-se as
atribuicoes p1, p2 € p3 em IMI tais que

b pl(x) = 10, Pl(y) = 20, Pl(z) = 30;
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i pg(ﬂ?) =10, p2(y) =5, pQ(Z) = 30;
e p3(x) =1, p3(y) =20, p3(2) = 3;
e pi1(v) = pa(v) = p3(v) para cada v € X\{z,y, z}.

Tem-se que py é y-equivalente a p1, mais precisamente py = p1[y := 5|, mas p3 nao é
y-equivalente a pi. [

Definigao 3.3.7 INTERPRETAGAO DE TERMOS
Seja IMI = (U, I) uma estrutura de interpretagao sobre ¥ e p € ATRpy. A inter-
pretagdo dos termos em IMI com p é uma fungao

[y : T8 = U
definida indutivamente como se segue:
o [z = p(z) se x € X;
o [c]hy = cnar se ¢ € SFy;

o [ft1, - tu)lpg = Foa([t1)pgs - - - [tnlg) se f € SEn, t1,.. ty € T en >
|

Da Definicao 3.3.7 resulta que fixada uma estrutura de interpretacao e uma atri-
buicao nessa estrutura, a interpretacao de cada termo é um valor do universo subja-
cente a estrutura de interpretacao.

Exemplo 3.3.8 Considerem-se a estrutura de interpretacao Ml = (Z, 1) apresen-
tada no Exemplo 3.3.3 e, assumindo que z,y, z € X, a atribuicao p € ATRpy tal que
p(x) =1, p(y) =2 e p(z) = 3. Tem-se que

o [O]hr = Onr =0;
o [2]pg = p(z) = 1;
o [s(O)]r = spr([©])hg) = spa(0) = 1

o laW)hs = ana([wlng) = apa(2) = 4;

17
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o [s(q(2)]r = sna(ana([2]4)) = sna(ana(3)) = 10. -

Notagao 3.3.9 A interpretacdo de termos fechados nao depende da atribuicao em
causa (ver final da secgao 3.3) e por isso, quando ¢ é um termo fechado pode usar-se
a notagao [t]py para a interpretagdo do termo t em IMI com qualquer atribuigao.

Defini¢ao 3.3.10 SATISFAGAO POR ESTRUTURA DE INTERPRETAGAO COM ATRIBUIGAO
Seja IMI = (U, I) uma estrutura de interpretacao sobre ¥ e p € ATRpy. A nogao de
satisfacdo de ¢ € Fg por IMI com p denota-se por

M, pl-
e define-se indutivamente como se segue:
o M, pl- P se Ppy =1, para cada P € SPy;

o M, pl- P(ty,...,t) se Pag([t1] g - - -5 [tn]py) = 1 com P € SPy, ty,... ty €
Tg en > 0;

e nao M, pl- L;

e M ,pl-p— ¢ se IMI,plfooulM,pl- ¢
o M,plkp Ay se MI,pl-pe IM,pl- ¢
o M, plkpV ¢ se M,pl- @ oulM,pl- ¢

e M ,p IF Vx ¢ se qualquer que seja p’ € ATRpy z-equivalente a p se tem
M, p' I o3

e M, pl- 3z ¢ se existe p’ € ATRpy x-equivalente a p tal que IMI, p' I .

Como ¢é usual, pode utilizar-se IMI, p I ¢ sempre que nao se tem IMI, p I+ ¢. Dado
P C Fg, IMI com p satisfaz ®, o que se denota por

M,pl-®

se IMI, p I ¢ para cada ¢ € P. [
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Observagao 3.3.11 Uma forma alternativa (e equivalente) de definir a satisfacao
de férmulas do tipo Vz ¢ e 3x ¢ por uma estrutura de interpretagao M = (U, I) com
uma atribuicao p é como se segue

o M, plkVz ¢ se M, plz = u] - ¢ qualquer que seja u € U;
o M, plk 3z ¢ se existe u € U tal que M, p[x := u] IF ¢.

Defini¢ao 3.3.12 SATISFAGAO POR ESTRUTURA DE INTERPRETAGAO
Seja IMI = (U, I) uma estrutura de interpretacao sobre ¥. A nocao de satisfacdo de
Y E Fg por IMI denota-se por

M

e define-se como se segue: IMI I ¢ se para cada p € ATRpy se tem que IMI, p IF .
Neste caso diz-se que IMI ¢ modelo de .
Dado & C Fg, IMI satisfaz ®, o que se denota por

M-
se IMI I ¢ para cada ¢ € ®. Neste caso diz-se também que IMI é modelo de . =

Observacgao 3.3.13 Como seria de esperar, sendo ¢ € Fg , IMI uma qualquer es-
trutura de interpretagao sobre ¥ e p € ATRpy, das Definigoes 3.2.9, 3.3.10 e 3.3.12
resulta que IMI, p IF —p se e s6 se IMI, p I . [

Exemplo 3.3.14 Considerem-se a estrutura de interpretagao Ml = (Z, I) apresen-
tada no Exemplo 3.3.3, as férmulas apresentadas no Exemplo 3.2.8 e, assumindo que
x,y,z € X, a atribuigdo p € ATRpy tal que p(z) =1, p(y) =2 e p(z) = 3. Tem-se
que

e M, pl- Q(®) porque
Qni([©)ar) = Qna(0) =1
pois 0 é um quadrado perfeito;
o M, plf M(x,y) porque
Mpa([2]'pg Wlpg) = Mpa(1,2) =0

pois 1 nao é maior que 2;
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o M, plf Q(s(x)) A M(q(s(y)), s(x)) porque
M, plf Q(s(x))
uma vez que Qpr([s(x)])py) = Qna(2) = 0;

o M, plF Ve Q(x) pois
M, pla == 5] I Q(x)
uma vez que
Qua([237 ") = Qna(5) = 0

(usando directamente a nogao de atribui¢ao xz-equivalente, dir-se-ia que IMI, p Iff
Vz Q(x) porque existe uma atribuigao p’, por exemplo p' = p[z := 5], que é
x-equivalente a p e tal que M, p’ I Q(x));

o M,plk3z(M(z,®) AQ(z)) porque
ML, plz := 4] IF M(z,0) A Q(2)
uma vez que

— M, plz := 4] IF M(z,®) pois
Mg (157" 015y ~") = Maa(4,0) = 1

— IMI, plz == 4] IF Q(2) pois Qna([2)55~") = Qus(4) = 1.
Tem-se também que

o M I+ 3z(M(z,®) A Q(z)) pois M, p I Fz(M(z,0) A Q(z)), para cada p €
ATRpr;

o M IFVxQ(q(x)) pois ML, p I+ Va Q(q(x)), para cada p € ATRpy. "

Observagao 3.3.15 E importante salientar que da Definicao 3.3.12 resulta que os
valores que uma atribuicao p associa as varidveis que s6 tém ocorréncias mudas numa
férmula ¢ sao irrelevantes para a satisfacao de ¢ por IMI com p (este resultado é alids
enunciado no Lema 3.3.22). Em férmulas do tipo Vx ¢ hd que garantir a satisfagao
de ¢ por IMI com todas as atribuigoes x-equivalentes a p (e portanto o valor de p(x)
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nao é, por si sé, relevante). Em férmulas do tipo 3z ¢ ha que garantir a satisfagao
de ¢ por IMI com alguma atribuigdo xz-equivalente a p (e portanto o valor de p(x)
nao é necessariamente relevante).

As varidaveis mudas sdo apenas auxiliares da quantificacdo e poderao ser troca-
das por outras (se certas condic¢oes forem respeitadas) sem que seja modificada a
satisfagdo ou nao satisfacao por Ml com p.

Naturalmente que o mesmo ji nao se passa relativamente as varidveis livres.
Considerando, por exemplo, a férmula M (x,y) do Exemplo 3.3.14, tinha-se que
M, p ¥ M(xz,y) mas, se for considerada uma atribuigao p’ tal que p(z) = 4 e
p(y) = 2 jé se tem que M, p' Ik M (z,y).

Seguem-se as nogoes de formula possivel e contraditéria, de validade de formula,
de consequéncia seméantica e de férmulas logicamente equivalentes.

Definicao 3.3.16 FORMULA POSSIVEL E CONTRADITORIA
Seja ¢ € Fg

o  diz-se possivel se existe uma estrutura de interpretacao IMI sobre X e p €
ATRpg tal que IMI, p IF ¢;

e o diz-se contraditéria (ou impossivel) se nao é possivel.

Estas nogoes podem ser estendidas também a conjuntos de férmulas: sendo ¢ C
Fg, ® diz-se possivel se existe uma estrutura de interpretagao IMI sobre X e p €
ATRpy tal que ML, p I @ e diz-se contraditdrio (ou impossivel) caso contrario. [

Definigao 3.3.17 VALIDADE DE FORMULA
A férmula ¢ € Fg diz-se vdlida, o que se denota por

F o

se IMI I+ ¢ qualquer que seja a estrutura de interpretacao IMI sobre 3. [

Definicao 3.3.18 CONSEQUENCIA SEMANTICA Sendo ® C FY, a férmula ¢ € FX
diz-se consequéncia semantica de ®, o que se denota por

g

se para cada estrutura de interpretagao IMI sobre Y e cada p € ATRpy, se tem que
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se IMI, p I- ® entao IMI, p I- . ]

Como se referiu no capitulo anterior, para, no ambito da légica proposicional,
estabelecer ® = ¢ por via semantica, basta considerar apenas um nimero finito de
estruturas de interpretagao (valoragdes). Note-se que o caso da légica de primeira
ordem é completamente diferente. Para estabelecer ® = ¢ é necessdrio considerar
todas as estruturas de interpretagdo IMI = (U, I) e todas as atribuigoes p em M.
Embora a satisfagao de uma férmula por M com p sé dependa dos valores que p
atribui a um ndmero finito de varidveis (as varidveis livres da férmula - ver Lema
3.3.22), como U pode ser um qualquer conjunto nao vazio, infinito em particular,
pode existir um numero infinito de atribuicGes relevantes a considerar. Assim, es-
tabelecer por via semantica ® = ¢, no ambito da logica de primeira ordem, é uma
tarefa com um caracter infinitdrio, por constraste com o cardcter finitdrio de idéntica
tarefa no caso proposicional.

Observagao 3.3.19 Em certos autores encontra-se também uma outra nocdo de
consequéncia semantica, a qual tem algumas propriedades diferentes da nogao apre-
sentada na Definicdo 3.3.18. Essa outra definicao é a seguinte: sendo ¢ C Fg, a
formula ¢ € Fg diz-se consequéncia semantica de ® se para cada estrutura de inter-
pretagao IMI sobre X se tem que se IMI I ® entao IMI IF . Esta nogao é por vezes
designada consequéncia global e a apresentada na Defini¢ao 3.3.18 consequéncia local.

A nocgao de consequéncia seméantica que vai ser relevante para, nomeadamente, a
prova da correccao do sistema de deducao natural que se apresentaréd ulteriormente,
é a descrita na Definicao 3.3.18 e portanto é esta a nocao que se utilizara no que
segue. L]

Exemplo 3.3.20 Considerando a assinatura apresentada no exemplo 3.2.2 tem-se
que

EVz(Q(x) vV (-Q(z))), ou seja, Vz(Q(z) V (-Q(x))) é uma férmula valida,;

= Va Q(x), ou seja, YV Q(x) ndo é uma férmula valida;

{Fz(Vy M (z,9))} = Yax(Iy M(x,y))}, ou seja, Y (Jy M (z,y)) é consequéncia
semantica de {3z (Vy M (z,y))};

{M(z,y))} ¥~ Vo M(z,y)}, ou seja, Vo M(z,y) ndo é consequéncia semantica
de {M(x,y)}. "
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Definicao 3.3.21 FORMULAS LOGICAMENTE EQUIVALENTES
As férmulas o, ¢ € Fg dizem-se logicamente equivalentes, o que se denota por

p=y¢sefEp ey .

Seguem-se alguns resultados e algumas nogoes que serao uteis em secgoes ulte-
riores. As provas deixam-se como exercicio ao leitor. Muitas das provas decorrem
por indugdo no conjunto dos termos e/ou das férmulas. O leitor interessado pode
encontrar algumas das provas em, por exemplo, [8].

Considere-se fixada uma estrutura de interpretacao IM = (U, I) sobre X.

Lema 3.3.22
Para cadat € T e p € FX

1) [ty = [t]lz\/ﬂ sendo p, p' € ATRpy tais que p(x) = p'(x) para cada z €V (t);

(il) M, p - pseesése M, p I+ ¢ sendo p,p’ € ATRpy tais que p(x) = p'(x) para
cada € VL(p). "

O resultado anterior mostra que a satisfacdo de uma férmula por uma estrutura
de interpretagao com uma dada atribuicao s6 depende dos valores que a atribuicao
dé as varidveis livres da formula. Consequentemente, como corolério, tem-se que se
a féormula nao tem varidveis livres (isto é, é féormula fechada) entdo, a satisfagao é
independente da atribuicao o que significa que se for satisfeita por uma estrutura de
interpretagao com uma certa atribuicao entao a estrutura de interpretacao é modelo
da férmula.

Corolario 3.3.23
Sejam t € Tg um termo fechado e p € Fg uma férmula fechada.

L [y = [t]lz\/ﬂ quaisquer que sejam p, p' € ATRpy.

2. M, pl-pseesése M, p |- o quaisquer que sejam p, p’ € ATRpy; consequen-
temente, para cada p € ATRpg, IMI, p I+ ¢ se e s6 se IMI |- .

3. M I+ ¢ ou M I+ —ep. [
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Existem muitas situacées em que se torna conveniente modificar o nome das
varidveis de uma férmula. As alineas (i) e (ii) do Lema 3.3.24 mostram que tal
operacao nao introduz restrigoes relevantes, dado que para cada férmula é sempre
possivel arranjar uma férmula logicamente equivalente & primeira em que o nome
das varidveis mudas ¢é diferente.

Lema 3.3.24
Sendo ¢ € Fg tem-se que

(i) EVz < Vy oy
para cada y € VL(p)\{z} que seja livre para z em ¢;

(ii) =3z ¢ < Jy ¢y
para cada y € VL(p)\{z} que seja livre para z em . "

Como se viu atras, a substituicdo de varidveis por termos tem geralmente de ser
feita com certo cuidado para evitar algumas consequéncias indesejaveis. Por este
motivo foi entao introduzida a nogao de termo livre para varidvel numa férmula.
Certos autores nao introduzem esta nocao mas em vez disso assumem que quando é
feita uma substituicdo se procede a uma mudanca de nomes das varidveis mudas da
férmula envolvida que podem causar problemas. Tendo em conta o que foi referido
no paragrafo anterior, esta mudanca nao introduz restricoes significativas.

Seguem-se mais alguns Lemas que serao utilizados na sequéncia.

Lema 3.3.25
Sendo ¢ € Fg tem-se que

(i) M Ik ¢ se e s6 se M IFVx e onde z € X;

(ii) M Ik @ se e s6 se IMI I Feh(p)
onde Fch(p) é fecho universal de . "

Lema 3.3.26

1. Paracada t € T, 2,y € X tais que y ¢ V(t)\{z}, p€ ATRpg e u € U
[~ = [ =,
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2. Para cada p € FY, x,y € X tais que y é livre para z em ¢ e y ¢ VL(¢)\{z},
pEATRpreuec U

M, plx = u] IF ¢ se e s6 se M, ply := u] I 5. ]

Lema 3.3.27

1. Para cadateTg, reX, peATRppeuelU

57~ = [61a
com r € T tal que [r]}, = .

2. Para cada ¢ € Fg, xe X, peATRppeuelU
M, plx == u] IF ¢ se e s6 se M, p - .
com t € T tal que [t]},; = u e t é livre para z em . n
Corolario 3.3.28

Sendo ¢ € FX tem-se que

() Fef— 3w
para cada t € Tg que seja livre para z em ;

(ii) EVz o — of
para cada t € Tg que seja livre para z em . [

Corolario 3.3.29

Se IMI = (U, I) é tal que para cada u € U existe um termo fechado ¢, € Tg tal que
[tu]lnz = u entdo, para cada ¢ € F e p€ ATRpy tem-se que IMI, p IF Vz ¢ se e s6
se, para cada u € U, M, p I ¢f . [

Proposicao 3.3.30
Se todos os subconjuntos finitos de ® C Fg sao possiveis entao ® é possivel. [
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O resultado enunciado na Proposi¢ao 3.3.30 é usualmente designado por teorema
da compacidade. A prova nao é trivial e as apresentadas por varios autores recorrem
frequentemente a resultados que envolvem propriedades de sistemas dedutivos para
a légica de primeira ordem. Mas também existem provas envolvendo apenas concei-
tos semanticos. Em [2] pode encontrar-se uma tal prova. Uma consequéncia deste
resultado é o enunciado na Proposicao 3.3.31.

Proposicao 3.3.31
Sejam & C Fg epE Fg Se ® = ¢ entao existe um subconjunto finito @y de ¢ tal
que &g = . "

Exercicios

Propoem-se seguidamente alguns exercicios sobre os assuntos expostos nesta seccao.

Exercicio 3.3.32 Na sequéncia P, @, R e S designam simbolos de predicado e a é
uma constante. Considere as assercoes seguintes e indique as que sao verdadeiras:

L AV (P(z) — (=Q(2))), P(a)} F ~Q(a)

2. {(vz Q(x)) — (Vz R(x))} |= Vo (Q(z) — R(z))
3. {va (Q(z) — R(x))} = (Ve Q(x)) — (Vo R(x))
4. {vz (Q(z) V R(x))} F (Ve Q()) V (Vz R(x))
5. {3z (Qx) v R(z))} = Bz Q(x)) V (3= R(z))
6. {(BzQ(x)) A (Fz R(x))} | 3z (Q(z) A R(2))
7. {(Ve Q(2)) A (V R(2))} | Vo (Q(x) A R(z))

8. = (Vy(3x P(x,y))) — (Cu(vy Pz, y)))

9. = (Fz(Vy P(z,y))) — (Vy(Fz P(z,y))) n
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3.4 Sistema dedutivo N,

Nesta seccao apresenta-se um sistema de deducao natural para a logica de primeira
ordem (cldssica): o sistema dedutivo N.. Como se verd, este sistema é uma extensao
do sistema de deducao natural apresentado para o caso da légica proposicional.

Tal como no caso da légica proposicional, na subseccao 3.4.1 é feita uma apre-
sentacao do sistema dedutivo do modo mais ou menos informal que é usual encontrar
na literatura, descrevendo-se os aspectos essenciais do sistema N.. O leitor interes-
sado numa descrigdo mais precisa pode consultar a subsec¢ao 3.4.2. As provas de
correccao e completude do sistema encontram-se nas seccoes 3.4.3 e 3.4.3.2.

Tal como no caso do sistema N, a construcao de derivagoes em N, pode ser efec-
tuada computacionalmente usando o ambiente de desenvolvimento de provas Isabelle.
Este assunto é abordado na capitulo ?7.

3.4.1 O sistema de dedugao natural N,

Na apresentacao do sistema dedutivo NV, que se segue, e tal como aconteceu no caso do
sistema N, optou-se por comegar por fazer uma descrigao gradual do sistema através
de diversos exemplos com o propésito de ir ilustrando de uma forma progressiva os
aspectos mais relevantes deste sistema dedutivo.

Tal como no sistema N, também neste caso vao ser construidas drvores de
deducao ou derivacao as quais sao muito semelhantes as construidas no ambito de
N,. O sistema N, pode ser visto como uma extensao do sistema N, no sentido em
que todas as regras de inferéncia de N, estdao também presentes em N, mas este
inclui também regras de introdugao e eliminagao relativas aos quantificadores. Todas
as nogoes referidas no contexto de N, como, por exemplo, as nogoes de conclusao de
arvore de deducao, hipdtese aberta, hipdtese fechada, eliminacao de hipéteses, etc.,
sao mantidas, como é natural, no ambito deste novo sistema.

Apresentam-se seguidamente alguns exemplos ilustrativos. Comega-se por ilus-

trar a regra da eliminagao do quantificador universal.

Exemplo 3.4.1 A &rvore

Va(P(z) — Q)
VE

P(a) — Q(a) P(a)?
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- >E

Q(a)

é uma arvore de deducao (ou derivacio) em N,. E uma derivacio de Q(a) (a con-
clusao da arvore) a partir do conjunto {Vz(P(z) — Q(z)),P(a)} (o conjunto das
hipéteses abertas) onde se assume que a é uma constante. Ilustra a aplicagao da regra
VE, “eliminagao do quantificador universal”. Facilmente se compreende a ideia sub-
jacente a aplicacao da regra: se todas as entidades possuem uma dada propriedade
entao qualquer entidade em particular a possuird também. [

Regra VE (eliminagao do quantificador universal)

A regra VE permite obter uma derivagao de [p]f a partir de uma derivacao de
Vx ¢ onde t é um qualquer termo (livre para x em ¢). Naturalmente, ¢ pode ser em
particular a prépria varidvel x. A regra é usualmente representada do seguinte modo

D
A )
VE
[p]§
onde os diferentes elementos tém o significado esperado. \Y%

No préximo exemplo ilustra-se a regra da introducao do quantificador existencial.

Exemplo 3.4.2 A arvore

Va(P(r) — Qx))!
VE
P(a) = Q(a) P(a)?
N
Q(a)
- 37
Jr Q(x)
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¢ uma arvore de deducao em N,. E uma derivagao de dx Q(x) a partir do conjunto
{Vaz(P(z) — Q(x)), P(a)} continuando a assumir que a é uma constante. Ilustra a
aplicagao da regra 31, “introdugao do quantificador existencial”. O raciocinio sub-
jacente a esta regra é também simples: se se sabe que uma entidade possui um dada
propriedade pode afirmar-se que existe uma entidade que possui essa propriedade. m

Regra 3I (introducao do quantificador existencial)

A regra 31 permite obter uma derivacao de 3x ¢ a partir de uma derivagao de [¢]f
onde t é um qualquer termo (livre para x em ). Também neste caso, como é natural,
t pode ser em particular a prépria varidvel z. A regra é usualmente representada do
seguinte modo

D
o] ¥
—3I
Jx e
onde os diferentes elementos tém o significado esperado. \Y%

Os proximos exemplos ilustram a regra de introdugéao do quantificador universal.

Exemplo 3.4.3 A &rvore dy

Vy(P(y) — Qy))* VyP(y)?
_VE _VE
P(z) — Q(x) P(z)
—F
Q(z)
VI
Vo Q(x)

é uma derivagao de Vz Q(x) a partir do conjunto {Vy(P(y) — Q(y)), Yy P(y)}. Tlus-
tra a aplicagdo da regra VI, “introducao do quantificador universal”. Como o nome
da regra indica, a aplicagdo desta regra consiste na introdu¢ao de um quantificador
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universal. A questdao que se coloca é a de saber em que condigoes faz sentido poder
quantificar universalmente uma variavel.

A ideia subjacente a esta regra esta relacionada com o modo como habitualmente
se estabelecem assercoes em que se afirma que todas as entidades de um dado universo
tém uma determinada propriedade (assumindo, eventualmente, certas condigoes adi-
cionais). Nestes casos, o procedimento usual é considerar uma entidade arbitraria
desse universo e conseguir concluir que verifica a propriedade pretendida. Como a
entidade escolhida é uma entidade arbitraria do universo, faz sentido poder concluir
entdo que todas as entidades desse universo verificam a propriedade.

Voltando a derivacao apresentada no inicio tem-se que a arvore da

Vy(P(y) — Qy))* YyP(y)?
VE —VE
P(z) — Q(x) P(x)
—F
Q(x)

¢ uma derivacao de Q(z) a partir do conjunto {Vy(P(y) — Q(y)),Vy P(y)}. Infor-
malmente, Q(x) significa que a entidade que = possa representar tem a propriedade
representada pelo predicado (). Para se poder introduzir o quantificador universal
quantificando a varidvel z (isto é, para se poder concluir que todos as entidades
verificam o predicado representado por Q) ha que garantir que = representa uma en-
tidade arbitraria. O modo como no ambito deste sistema dedutivo se assegura essa
arbitrariedade estd relacionado com o modo como x ocorre nas hipdteses abertas da
arvore de dedugao. Note-se que, neste caso, x nao ocorre nas hipdteses abertas, logo
nao ha nenhumas restricoes impostas sobre as entidades que x possa representar,
pelo que fara sentido dizer que x pode representar uma entidade arbitraria.
Considerando agora a arvore ds

Va(P(x) — Q(x))? VaoP(x)?
-VE ———VE
P(z) — Q) P(z)
—F
Q(z)
- VI
Ve Q(x)
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ela constitui uma derivagao de Vz Q(x) a partir do conjunto {Vz(P(z) — Q(z)),Vx P(z)}.
Neste caso x ocorre nas hipdteses abertas, mas também nesta situacao faz sentido
pensar que x representa uma entidade arbitraria. De facto, x apenas ocorre muda nas
hipéteses e, como se sabe (ver seccao 3.3), a satisfacao de uma férmula nao depende
das entidades que as varidveis mudas representam.

A 4rvore dy

-VE
P(z) — Q(x) P(x)?
—F
Q(x)
- VI
Va Q(x)

nao € uma drvore de deducdo de N.. Intuitivamente, nao faz sentido concluir que
todos as entidades verificam o predicado representado por @) a partir do conhecimento
de que (a) todos as entidades que verificam o predicado representado por P também
verificam o representado por @ e (b) uma entidade (aqui representada por x) verifica
o predicado representado por P. A regra VI foi aplicada numa situagao incorrecta,
pois nao se pode garantir que a entidade que verifica o predicado representado por )
na féormula Q(x) é arbitrario. Ele é apenas a entidade que P(x) garante que verifica
o predicado representado por P, dado que z ocorre livre em P(x).

Do que ficou exposto resulta entao que a regra VI permite obter uma derivagao de
Vx ¢ a partir de uma derivagao de ¢ assumindo que x nao ocorre livre nas hipoteses
abertas da drvore de deducdo o que é usualmente representado por

D

¥
— VI

YV

Na realidade esta é uma versao simplificada da regra Va . Mais adiante apresentar-
se-4 a versao mais geral. [

Exemplo 3.4.4 Neste exemplo apresenta-se mais uma arvore de deducao de N..
Esta derivacao pretende ilustrar um caso em que a variavel que é quantificada uni-
versalmente por aplicagao da regra VI pode ocorrer livre nas hipéteses fechadas.
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A arvore
-P(x)3
—dI
~A(~P(z))?  3a(~P())
—F
1
- 1,3
P(x)
- VI
-(VoP(x))! VaP(x)
—E
1
1,2
Jz(-P(x))

é uma derivacao de 3z(—P(x)) a partir do conjunto {—=(VzP(x))}. Neste caso z ocorre
livre na hipdtese fechada —P(z). Note-se que esta hip6tese foi utilizada apenas no
ambito de uma “prova por absurdo” que conduziu a aplicagao da regra | para concluir
P(z) a partir =3z(—P(z)). No momento da aplicagdo da regra VI, a férmula P(x)
exprime, efectivamente, que a propriedade representada por P é verificada por uma
entidade arbitraria representada por x (este facto é naturalmente uma consequéncia
da hipdtese =Ix(—P(x))). "

Exemplo 3.4.5 Neste exemplo apresenta-se mais uma arvore de dedugao de N. com
a qual se pretende ilustrar a versao mais geral da regra VI. A arvore

Vz(VwP(z,w))*
—VE
VwP(w', w)
VE
P, z)
- VI
VaP(w',z) (= V2P(w,2)ly)
VI

Vw(VzP(w, z))
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é uma derivacao de Yw(VzP(w, z)) a partir do conjunto {Vz(VwP(z,w))}. Quando
se chega a VzP(w', z), tem-se que w’ é uma varidvel que ndo ocorre nas hipéteses
abertas da drvore (representa uma entidade arbitréria) e portanto seria possivel apli-
car a regra VI quantificando universalmente w’. No entanto, se se pretende obter
Vw(VzP(w, z)) (ou seja, usar w em vez de w’ como varidvel universalmente quantifi-
cada) tal nao é possivel utilizando a regra VI tal como apresentada até aqui. No en-
tanto, faz sentido dizer que quando se verifica VzP(w’, z) com w’ arbitrério também se
verifica VzP(w, z) com w arbitrario (note-se que w nao ocorre livre nas hip6teses aber-
tas) e portanto hd que poder concluir Vw(VzP(w, z)) nestas circunstancias. Note-se
que nao é possivel usar logo w no inicio, quando se aplica a regra VE para obter
VwP(w',w), pois w ndo é termo livre para z em YwP(z, w).

Como se disse, a situacao acima descrita corresponde a aplicagdo da versao mais
geral da regra VI. Esta versao consiste em obter uma derivacao de Vx ¢, ndo apenas
a partir de uma derivacao de ¢, mas podendo ser também a partir de uma derivagao
de [cp]g assumindo que y nao ocorre livre nas hipdteses abertas da arvore de deducao
de [p]; (sendo ainda necessario um outro requisito que se ilustra no seguimento). m

No exemplo que se segue ilustra-se uma situacao relacionada com mais um requi-
sito sobre varidveis que é exigido na aplicacao da regra V1.

Exemplo 3.4.6 A &rvore

Yy > (y,9)*
——VFE
> wy) (== @yl
VI
Vr > (z,y)
ar

Jy(Vz > (z,y))

nao é uma arvore de deducao do sistema dedutivo V.. A regra VI foi incorrectamente
aplicada. Com efeito, > (y,y) é [> (z,y)]; e, portanto, de acordo com o que acima
foi referido, para se poder aplicar a regra VI e obter Vo > (z,y) é necessério que (i)
y ndo ocorra livre nas hipéteses abertas da derivacio de [> (z,y)]; e (ii) y ndo ocorra
livre em > (z,y), pois, neste caso, x # y. No exemplo apresentado, a condicao (i) é
verificada mas a condigao (ii) nao o é.
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Note-se que se se interpretarem estas férmulas numa estrutura de interpretacao
cujo o universo seja, por exemplo, o conjunto dos inteiros e o predicado > tiver
a interpretacao usual “maior ou igual que”, a derivacao acima corresponderia ao
seguinte raciocinio (incorrecto): “como qualquer niimero inteiro é maior ou igual que
si proprio entao existe um inteiro tal que todos os outros inteiros sao maiores ou
iguais a ele”. [

Regra VI (introducao do quantificador universal)

A regra VI permite obter uma derivacdo de Vx ¢ a partir de uma derivacao de
[¢]; tal que: (i) y ndo ocorre livre nas hipéteses abertas da drvore de deducio de
[Lp]g e (ii) se x # y ent@o y nao ocorre livre em . A regra é usualmente representada

do seguinte modo

D

xT

[ely
VI

Yz ¢

onde os diferentes elementos tém o significado esperado e se assumem os requisitos
referidos. \Y

Finalmente, neste ultimo exemplo, ilustra-se a regra da eliminagao do quantifi-
cador existencial.

Exemplo 3.4.7 Este exemplo pretende ilustrar uma tltima regra do sistema N.: a
regra 3F, ”"eliminacao do quantificador existencial”. A arvore d;

Vz(A(x) — P)3
VE

Ay)? Aly) — P
—F

JrA(x)! P

IE,2
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é uma derivacao de P (predicado 0-ario) a partir do conjunto de hipéteses {3z A(x),
Va(A(z) — P)}. Utiliza a regra 3E. Como facilmente se percebe, esta regra permite
eliminacao de hipdteses.

A ideia subjacente & aplicacao desta regra é a seguinte. Seja uma dada assergao «
que representa o seguinte tipo de informacao: sabe-se que existe uma certa entidade
que verifica uma. determinada propriedade nao se sabendo, no entanto, identificar
exactamente qual é a entidade. Suponha-se que usando esta informacao (e, eventu-
almente, outras informacoes adicionais) se pretende estabelecer uma dada assergao
(. Nesta situacao, ter-se-a de atribuir temporariamente uma identificacao arbitraria
a entidade em causa para ser possivel utilizar a informagao para estabelecer 5. Na-
turalmente, ha que ter algum cuidado na representacao que se escolhe para a tal
entidade pois, para que possa ser considerado arbitraria, nada se pode assumir sobre
ela (para além de verificar a propriedade referida). Por outro lado, a assergao 5 que
se pretende concluir ndo podera, obviamente, depender da particular representacao
escolhida.

Voltando ao exemplo apresentado no inicio, tem-se que JzA(x) representa preci-
samente a existéncia de uma entidade que verifica o predicado representado por A,
nao se identificando exactamente a entidade (a varidvel x é muda). Para facilitar a
compreensao podem interpretar-se as férmulas envolvidas do seguinte modo: JrA(x)
representa a informagao “um passageiro (nao identificado) accionou o alarme do com-
boio”, P representa a informagao “o comboio péara”’e, naturalmente, Vz(A(x) — P)
representa a informacao “sempre que passageiro acciona o alarme do comboio este
para’”. E claramente um raciocinio vélido concluir que o comboio para partindo do
facto de se saber que um passageiro accionou o alarme do comboio e do facto de
assumir que sempre que um passageiro acciona o alarme do comboio este para.

A 4rvore do

Va(A(z) — P)?
VE

Ay)? Aly) — P
—F

P

é precisamente uma derivagao de P a partir de A(y) (e da hipétese adicional Va(A(z) —
P)), ou seja, uma derivacao na qual com a férmula A(y) se representa o facto de
existir uma entidade que verifica a propriedade associada a A e se lhe atribuir uma
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identificagao (através da varidvel y). Para se concluir P a partir de ds e de JzA(x)
(e portanto aplicar a regra IF para obter a drvore inicial d;), hd que garantir que a
identificacao temporariamente atribuida a entidade é tal que possa garantir a arbi-
trariedade deste. Esta é uma situagao semelhante a que ocorre no caso da regra VI
e, tal como nesse caso, a arbitrariedade é garantida se: (a) a varidvel y nao ocorrer
nas hipdteses abertas de do (distintas de A(y)) ou (b) a varidvel y apenas ocorrer
muda nas hipdteses abertas de dy (distintas de A(y)). Neste caso, a condigao (a) é
satisfeita. A condigao (b) revela que, neste exemplo, também se poderia ter utilizado
a férmula A(x) (ou seja, poder-se-ia considerar y = x).

Existe ainda um outro requisito que tem de ser verificado: a varidvel y (que
identifica temporariamente a entidade que verifica a propriedade associada a A), se
for distinta de z, nao pode ocorrer livre na férmula A(x) (isto é, a férmula que é
existencialmente quantificada). Este requisito é semelhante a uma situacdo que ja
aparecia no caso da regra V1.

Um ltimo requisito que deve ser observado é o facto de a asser¢ao que se pretende
concluir nao poder depender da identificacao atribuida a entidade, isto é, neste caso
P nao poderia depender de y. Mais rigorosamente, o que isto significa é que y nao
pode ocorrer livre em P (ou seja, ou nao ocorre ou ocorre como variavel muda).
Como ¢ evidente, esta condicao é satisfeita neste exemplo.

A aplicagao da regra IF conduz naturalmente a eliminagao da hipétese A(y), isto
é, da férmula que identifica temporaria e arbitrariamente a entidade cuja existéncia é
garantida pela formula 3xA(z). A eliminagao processa-se da forma habitual, através
das marcas. A semelhanca do que acontecia na regra VFE, a marca envolvida na
aplicagao desta regra tem de ser a marca de hipdteses associadas a férmula A(y), ou
entao uma marca nova e, ao aplicar a regra, apenas poderao ser eliminadas hipoteses
A(y) na arvore ds. "

Regra JF (eliminacao do quantificador existencial)

A regra JF permite obter uma derivacao de v a partir de (a) uma derivagao de
Jdzp e de (b) uma derivacao de 1 a partir de um conjunto de hipdteses contendo
(eventualmente) [y, tais que: (i) y ndo ocorre livre nas hipdteses abertas da de-
rivacdo de ¢ distintas de [¢]y, (ii) se y # z entdo y ndo ocorre livre em ¢ e (iii) y
nao ocorre livre em ). Esta situacao é usualmente representada do seguinte modo
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D, Dy
dx ¢ P

dE,m
(G

onde os diferentes elementos tém o significado esperado e se assumem os requisitos
indicados. Associada & aplicacdo desta regra estd a marca m a qual, pelas razoes
acima referidas, deve garantir que na arvore que vai construida sé se tornarao fe-
chadas hipéteses de Dy correspondentes a férmula [p]] (ou seja, a férmula que, na
derivagao de 1, identifica temporariamente a entidade cuja existéncia é garantida
por 3z ). Se a férmula [p]] também pertencer a s hipéteses abertas de Dy, estas
terao de permanecer abertas apds a aplicacao da regra. v

Para terminar, note-se que existem certas semelhancas entre a regra 3F e a regra
VE, em particular na questao da eliminacao das hipoteses. Com efeito, pode ver-
se a regra JF como uma generalizacao da regra VE. Na regra VE, existiam duas
subderivacoes de uma mesma férmula 1: uma para cada uma dos dois casos que
era necessario analisar. No caso da regra 3F pode-se pensar que se poderia ter uma
subderivacao de v associada a cada entidade do universo, isto é, assumindo em cada
subderivacao que é esse a entidade que satisfaz a propriedade . Essas subderivagoes
sao, na realidade, representadas conjuntamente na derivacdo de v a partir de [¢]y
quando y verifica os requisitos indicados.

Seguem-se mais alguns exemplos de dedugoes em N..

Exemplo 3.4.8

Va(Vy(P(z,y) — Py, z)))"

VE
Vy(P(v,y) — P(y,v))
VE
P(v,w) — P(w,v) P(v,w)?
— F
P(w,v) P(v,w)?
vl
P(v,w) A P(w,v) Vo (Jy P(z,y))?
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1 VE
Jy(P(v,y) A P(y,v)) JyP(v,y)

IE, 2

Jy(P(v,y) A P(y,v))
VI

Vo (3y(P(z,y) A P(y,)))

A conclusao da derivagao é Va(Jy(P(z,y) A P(y,x))) e o conjunto das hipéteses
abertas é {Vx(Vy(P(z,y) — P(y,x))),Vz (3y P(z,y))}. Note-se que na aplicagao da
regra JE, se tem que P(v,w) = [P(v,y)]% e que a varidvel w satisfaz as condigoes
exigidas pela regra. [

Exemplo 3.4.9

P(x)!
-7
Jdzx P(x) =3z P(z))?
—FE
L
— =11
~P(x)
- VI
V(=P (x)) ~(Vz(=P(2)))?
—F
1
1,2
Jdx P(x)
—1,3
(=(Va(=P(2))) — Bz P(x))
A conclusao é (=(Vz(—=P(z))) — (Jz P(z)) e ndo existem hipdteses abertas. "

Resume-se agora o que foi sendo exposto ao longo da secgao apresentando-se
conjuntamente todas as regras de inferéncia do sistema de deducao natural .. Como
foi referido, as regras relativas aos conectivos sao idénticas as apresentadas no caso
do sistema N,
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Dy Do D D
Y1 P2 w1 A\ P2 w1\ P2
- Al —  AEy AR,
P12 1 Y2
[p]™
D Dy Dy
‘2 Y1 — P2 ¥1
—I,m —F
Y — V2
[—]™
D D D
1 01 2
1,m SER—V] VI
P p1V p1V 2
[p1]™ [p2]™"
D, Dy Dy
01V P2 (0 (0
-VE,m' m"
(0
D D
[¢]y [p]{
VI a7
Y ¢ dx
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(] 1™
D D, D,
Yz ¢ Jx ()
—VF JE,m

[p]§ 0

Regras de inferéncia do sistema N,

onde se assume que a notacao [p]¥ pressupoe que t é termo livre para x em ¢, se
assumem as condicoes ja conhecidas sobre as marcas presentes nas regras — I, VE
e | e se assume ainda que nas regras VI e JF sao verificados os seguintes requisitos
ja anteriormente referidos:

— Regra VI

(i) y ndo pode ocorrer livre nas hipdteses abertas de D

(ii) se y é distinto de = entao y nao ocorre livre em ¢;
— Regra JF

(i) y nao pode ocorrer livre em ¥ nem nas hipdteses abertas de Dy distintas
de [y
y

(ii) se y é distinto de = entao y ndo ocorre livre em ¢

iii) a marca m é tal que apenas hipoteses ¥ na arvore Do sao (eventual-
Ply
mente) fechadas.

Pode agora estabelecer-se a seguinte definigao.

Definigao 3.4.10 SISTEMA DEDUTIVO N,
O sistema dedutivo N, é constituido pelas regras de inferéncia AI, — I, Vg, VI,
VE, - E, NEy, NE,, L, VE, VI, 3E e 3I.

Todas as nogoes definidas no ambito do sistema de N, sdo definidas de modo
andlogo para o sistema N.. Sendo ® C Fp e ¢ € Fp a notagao

L VA2
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usa-se agora para afirmar que existe uma deducgao de ¢ a partir de ® em N, e a
notagao
A

para afirmar que existe prova de ¢ em M. [

A descricao do sistema N, apresentada nesta subseccao permite ao leitor com-
preender os aspectos essenciais do sistema dedutivo A, e construir com facilidade
derivagoes no sistema. O leitor interessado pode encontrar na secgao 3.4.2 uma des-
crigao deste sistema na qual se apresentam defini¢coes mais rigorosas das véarias nogoes
envolvidas.

Para terminar esta seccao, faz-se agora referéncia a algumas questoes de nor-
malizagao de dedugdes no ambito do sistema N.. Para nao alongar demasiado o
presente texto, faz-se simplesmente uma muito breve referéncia a alguns aspectos
desta questdao. O leitor interessado podera consultar [11], [13] ou [12] para mais
detalhes sobre normalizagao de dedugoes.

As propriedades de normalizacao apresentadas sao semelhantes as referidas no
caso da logica proposicional. Tal como no caso da légica proposicional, considera-
se um sistema dedutivo que resulta de introduzir pequenas modificacoes ao sistema
N (i) os nomes das regras estao explicitamente presentes nas derivagoes, (i) nao
se incluem as regras relativas ao conectivo V e, neste caso, também nao incluem as
regras relativas ao quantificador 3 e (iii) a regra L é de novo substituida pela regra
1L apresentada no caso proposicional. No que se segue, N:- é o sistema dedutivo
semelhante a N, mas no qual foram efectuadas as alteracoes indicadas.

Verificam-se as propriedades que seguidamente se apresentam, sendo ¢ C Fg e
¢ € F¥ (nio envolvendo o conectivo V nem o quantificador 3). Em rigor, existem
mais alguns pequenos pormenores que devem ser observados. Nomeadamente, em
[11] assume-se que o conjunto das varidveis, X, é a unido de dois conjuntos numeréveis
disjuntos, X,, e X; e as formulas sao construidas de tal modo que as varidveis que
ocorrem livres pertencem sempre a X; e as varidveis que ocorrem mudas pertencem
sempre a X,,.

e Se @ p;, ¢ entdo @y .

e Se ® k- o entao existe uma dedugao de ¢ a partir de © em N na qual as
formulas que se obtém por aplicacao da regra 1l sao féormula atémicas.
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e Se d+ N4 p entao existe uma dedugao normal de ¢ a partir de ¢ em N

e O caminho principal de qualquer ramo de uma deduc¢éao normal tem né mini-
mum (e consequentemente férmula minimum).

e As férmulas que se encontram ao longo da deducéo normal d sdo subférmulas
da conclusao de d ou das hipdteses abertas (com excepgao das hipdteses —)
eliminadas pela aplicacao da regra L e das férmulas 1 correspondentes a nds
predecessores directos de folhas relativas as referidas hip6teses —)).

Exercicios

Propoem-se seguidamente alguns exercicios sobre os assuntos expostos ao longo desta
seccao.

Exercicio 3.4.11 Na sequéncia 11 e ¥y designam férmulas arbitrarias de Fg en-
quanto que P, @) e R designam simbolos de predicado. Mostre que:

L. Fa (Vzopr) — (3z )
Va(Vy P(x,y))) « (Vy(Vo
Jz(3y P(z,y))) < By(Bz P

2.

N P(
Ne y (
Vo Q(z
JzQ(z

c

)
)
) = (=(3z-Q(x))) (e vice-versa)
) = (=(Vz (=Q(2)))) (e vice-versa)
)

7. N (Vo) A (Vzapa)) — (Vo (1 A e

(e vice-versa)

)
8. Fa, (Vzoh1) V (Vo ip2)) — (Vo (Y1 V 4o
9. Fa, ((Fz 1) Vv Bz ep2)) — Gz (Y1 V 4o
10. Fpr, (32 (Y1 Ap2)) — (Bxapr) A (Fzabo

11.

(e vice-versa)

N (
N (
N (
N (

6. Fae (Vo (Y1 — ¥2)) = (Vo) — (Vo))
N ( )
N ( )
N ( )
N ( )
N (

Vx 1) < 11 se x nao ocorre livre em
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12. Sendo ® C FiX , ® diz-se incoerente se ® Fy, L. Mostre que os conjuntos
seguintes sao incoerentes.

(a) {Va (P(z) — Q(x)), 3z (P(z) A (-Q(x)))}
(b) {3y (P(y) v Q)), Yz (=P (x)), Ve (-Q(x))}
=3y R(x,y))), ~32Vy(—R(z,y))}

z (P(x) A (Vy=R(x,v)))}
(P(z) A (=(3y R(z,y))))} n

Exercicio 3.4.12 Apo6s a leitura do capitulo 77, volte a resolver os exercicios ante-
riores usando a ferramenta Isabelle. [

(
V(P(z) — (JyR(z,y))), 3
( =

Fy(P(x) — R(z,y))),

3.4.2 O sistema N, revisitado (x)

Tal como no caso do sistema dedutivo N, apresenta-se agora muito brevemente a
defini¢ao mais rigorosa do sistema dedutivo N.. Como este sistema é uma extensao
do sistema N, assumem-se aqui também todas as definigdes e notacdes relativas
a arvores apresentadas no capitulo sobre légica proposicional, nomeadamente, as
nocoes de arvore, arvore etiquetada, E?{I -arvore (onde F' é um conjunto de férmulas
e M é um conjunto de marcas), folha aberta, folha fechada e conflitos de marcas.
Assumem-se fixados uma assinatura de primeira ordem ¥ = (SF,SP) com SF =
{SFiticv, € SP = {SP;};c v, um conjunto numeravel de varidveis X e um conjunto
numeravel M de marcas.

Definigao 3.4.13 SISTEMA N,

O sistema dedutivo N é constituido pelas regras de inferéncia seguintes. Na sequéncia,

ai e ag sao Eé‘fx—érvores sem conflito de marcas entre si. Recorde-se que a notagao
=

(] ¥ significa que t € T é livre para x € X em ¢ € Fi.
o REGRA VI: se frm(vg,) = [gp]g esendo y € X tal que (i) y é x ouy € VL(p)
e (ii) y € VL(¢') para cada ¢’ € Frm(Abtal) entao por aplicagda da regra Y1

com varidvel x e termo y obtém-se a EM, FX arvore a = a;” (Vx ¢, 0)

o REGRA 3I: se frm(v,,) = [¢|{ entdo, por aplicagio da regra 31 com varidvel
x e termo t, obtém-se uma E%X—érvore a=a;" (3z ¢,0)
b))
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e REGRA VE: Se frm(v,,) = Vz ¢ entdo, por aplicagao da regra VE com varidvel
e termo t, obtém-se a EMy-drvore a = a1” ([¢] ¥, 0)
b))
e REGRA JE: se frm(v,,) = Jx ¢ e frm(v,,) =1 esendo y € X e m € M tais
que
(i) y & VL(¢') para cada ¢’ € Frm(Abt@\Abt([f;]z)
(i) y & VL(y)
(i) y é x ouy € VL(p)
(iv) Mrc(Abt([lej) é disjunto de Mrc(Abt([g]g)
) #0

entao por aplicacdo da regra AE com formula v, marca m, varidvel x e termo
y, obtém-se a E?;[X—érvore a=|l{a1,a2}” (¥, {m})
b

(v) se m € Mrcg, U Mrc,, entao Abtg’;}y’m

e asregras AI, —1, Vi, VI, NEyg, NE., — E, VE, 1 que tém definicao analoga
a definicdo apresentada para as regras com o mesmo nome no contexto do
sistema de deducdo natural N, tendo em conta que na presente situacao se
manipulam Efé( -arvores.

As regras NI, — I, VIg, VI, VI e I dizem-se regras de introdugdo ou I-regras;
as regras AFy, AE., = E, VE; e VE e AE dizem-se regras de eliminagao ou E-regras.
A nogao de aridade de uma regra é idéntica a apresentada anteriormente pelo que as
regras VE, VI, 31 sao unérias, ou de aridade 1, e a regra 3F é binaria, ou de aridade
2. |

As condicOes sobre varidveis e sobre marcas que sao impostas na definicdo das
regras de inferéncia anteriores visam assegurar que sao de facto verificadas em cada
arvore de deducao as condicoes que foram descritas na seccao 3.4.1 relativas as
varidveis e as hip6teses que sao ou nao fechadas/eliminadas por aplicacao das re-
gras.

Definicao 3.4.14 ARVORES DE DEDUCAO DE MN,, CONCLUSAO E HIPOTESES DE
ARVORE DE DEDUCAO
O conjunto das drvores de dedugdo (ou drvores de deriva¢ao) de N, denota-se por
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Dy, e tem definicao indutiva semelhante a apresentada para Dy, usando agora as
regras de inferéncia de N.. Sendo d € Dy, as nogoes de dedugao de conclusao de
d, hipotese de d e conjunto das hipdteses abertas de d sao andlogas as apresentadas
para o sistema N,. n

Seguem-se as habituais nocoes de consequéncia no sistema dedutivo e de teorema
do sistema dedutivo.

Definicao 3.4.15 CONSEQUENCIA EM N, E TEOREMA DE N/,

Sejam ¢ € F)‘? e d C F)‘? As nocgoes de dedugao de ¢ a partir ® em N, e prova de
¢ em N, sdo andlogas as apresentadas para o sistema N,. Também é a andloga a
definicao de ¢ ser consequéncia de ® em N, o que se denota agora por

O VA2
e 0 mesmo acontece com a nocao de teorema de N, sendo agora a notacao
AR "

Tem-se de novo o resultado relativo ao facto de as arvores de deducao em N,
serem arvores sem conflitos de marcas.

Lema 3.4.16
Se d € Dy, entao d é uma arvore sem conflito de marcas.

Prova: O resultado é facilmente obtido tendo em conta as Definigoes 3.4.13 e 3.4.14.
u

Segue-se o resultado usualmente designado como metateorema da dedugao.

Proposicao 3.4.17
Sendo ¢,9) € F¥ e ® C Fx tem-se que se ® U {1} Fur, ¢ entdo ® Fpr, v — .

Prova: Semelhante & apresentada para o caso do sistema N, [
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3.4.3 Correcgao e completude do sistema dedutivo N,

A semelhanca do que foi referido no capitulo anterior, um sistema dedutivo para a
logica de primeira ordem sé é interessante se for correcto, ou seja, se sempre que
uma férmula ¢ é consequéncia no sistema de um conjunto de férmulas ® entao ¢ é
consequéncia semantica de ® (e portanto todos os teoremas sao férmulas vélidas). Ao
estabelecer num sistema correcto que ¢ é consequéncia de um conjunto de hipdteses
®, apenas se usa manipulagao simbdlica de féormulas (nao se recorrendo assim a nogoes
semanticas) e conclui-se, como pretendido, que a férmula é consequéncia semantica
de ®. Como caso particular, pode estabelecer-se a validade de uma férmula por
manipulagao simbdlica, estabelecendo que é um teorema do sistema dedutivo. Na
seccao 3.4.3.1 prova-se a correccao do sistema N.. A prova é muito semelhante &
apresentada no caso da correcgao de N,.

Como também j4 havia sido referido, uma outra propriedade desejavel num sis-
tema dedutivo é a propriedade de completude. Um sistema diz-se completo se sempre
que uma férmula é consequéncia semantica de um conjunto de férmulas entao existe
uma deducdo/derivacao no sistema da referida férmula a partir do conjunto (e por-
tanto toda a férmula valida é teorema). As provas relacionadas com resultados de
completude N, sido bastante trabalhosas e sao apresentadas na seccao 3.4.3.2

3.4.3.1 Correcgao de N,

A prova da correccao do sistema N, (Proposigdo 3.4.20) tem uma estrutura seme-
lhante & prova da correcgao do sistema N,,. Este resultado decorre do facto de todas
as regras de inferéncia do sistema N, serem correctas (Proposigao 3.4.18) e de a
conclusao de cada deducao d do sistema ser consequéncia seméantica do conjunto
das hipéteses abertas de d (Proposicao 3.4.19). A nogao de correcgao de regra de
inferéncia é naturalmente andloga & apresentada no caso do sistema N,

Proposicao 3.4.18
Todas as regras do sistema N, sdo correctas.

Prova: Ha que fazer a prova para cada uma das regras. As provas relativas as
regras comuns ao sistema M, sdo idénticas as apresentadas anteriormente. Para as
outras regras, e tal como anteriormente, hd que (i) identificar qual a relagdo entre
as hipdteses abertas das drvores envolvidas e (ii) provar que a conclusao da &rvore
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obtida por aplicagao da regra é consequéncia semantica das suas hipdteses abertas,
assumindo que a mesma propriedade é verificada por cada arvore a que se aplicou
da regra.

Regra VI: Suponha-se que d foi obtida por aplicacao da regra VI com variavel x
e termo y a partir de di, pelo que, sendo conc(dy) = [¢]y, tem-se que conc(d) = Vz .
Neste caso tem-se que Hy = Hg,. Assumindo que Hy, = [p]; hd que mostrar que
H; = Vz . Considere-se uma estrutura de interpretacao Ml = (U, I) sobre ¥ e
p € ATRpy arbitrarias tal que IMI,p I+ H;. Das condigoes da regra resulta, em
particular, que z =y ou y ¢ VL(p).

Suponha-se, em primeiro lugar, que z = y. Neste caso [(p]”y“" = ¢. Seja p/ =
plx := u] uma atribuicdo z-equivalente a p. Das condi¢oes da regra resulta também
que z ¢ VL(Hy) e portanto, pelo Lema 3.3.22, M, p’ I+ Hy e, consequentemente,
M, p' |- p. Da Definicao 3.3.10, resulta que IMI, p I Vz . Conclui-se assim que
H; =V .

Suponha-se agora que = # y. Seja p/ = ply := u] uma atribui¢do y-equivalente
a p. Das condigoes da regra resulta que y ¢ VL(Hg) e portanto, pelo Lema 3.3.22,
M, p I+ Hy e, consequentemente, M, p' I+ [‘P]i Da Definicao 3.3.10 resulta que
M, p IF Vylply. Das condigées da regra e do facto de z # y resulta ainda que
y ¢ VL(p)\{z} e que y é livre para x em ¢. Deste modo, do Lema 3.3.24 resulta
que M, p I Vz ¢. De novo se conclui que Hy = Vz .

Regra 3I: Suponha-se que d foi obtida por aplicacao da regra I com variavel z
e termo ¢ a partir de dy, pelo que, sendo conc(dy) = [p]7, tem-se que conc(d) = Tz .
Neste caso Hy = Hg,. Assumindo que Hy, = [¢]f hd que mostrar que Hy = 3z .
Considere-se uma estrutura de interpretacao IMI sobre X e p € ATRpy arbitrérias
tal que IMI, p IF Hy. Tem-se entao que M, p I [¢]f e portanto, pelo Corolario 3.3.28,
DM, p IF 3z p. Conclui-se assim que Hy = 3z p.

Regra VE: Prova semelhante ao caso da regra 37 recorrendo também ao Coroléario
3.3.28.

Regra JE: Suponha-se que d foi obtida por aplicagao da regra 3F com férmula v,
marca m, varidvel x e termo y a partir de d; e da, pelo que, sendo conc(dy) = Jz ¢
e conc(dz) = 1, tem-se que conc(d) = 1. Neste caso Hg, C Hy e que Hy, C
HyU{[p]y}. Assumindo que Hy, == Jz ¢ e Hy, = 9 hd que mostrar que Hy [= 9.
Seja IMI = (U, I) uma estrutura de interpretacao sobre ¥ e p € ATRpy arbitrarias
tal que M, p IF Hy. Dado que Hy, € Hy, entao IMI, p |- Hy, e portanto IMI, p |- Jz ¢
o que significa que IMI, p[z:=u] I ¢ para algum u € U. Dado que Hy, € HgU{[p]5}
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entdo IMI, p I= Hg, \{[¢]3}-

Suponha-se, em primeiro lugar, que = = y e portanto [cp]z = . Pelas condigoes
da regra tem-se que x ¢ VL(Hg \{p}) e portanto, pelo Lema 3.3.22, M, p[x :=
u] Ik Hg,\{p}. Tendo em conta que M, p[x:=u] IF ¢, entdao M, p[x:=u] IF Hy, e,
consequentemente, IMI, p[x:=wu] IF 1. Pelas condigoes da regra tem-se que x ¢ V L(v))
e portanto, pelo Lema 3.3.22, IMI, p I ¢). Conclui-se assim que Hy |= .

Suponha-se agora que x # y. Pelas condigdes da regra tem-se que y ¢ V L(Ha, \{[]}})
e portanto, pelo Lema 3.3.22, IMI, ply := u] IF Hg,\{[¢]y}. Tendo em conta que
DM, plx :=u] |- ¢ e que, pelas condicoes da regra, y ¢ V L(p) tem-se, pelo Lema
3.3.26, que M, ply :=u] IF [¢]y. Assim, M, p[y :=u] I+ Hy, e portanto M, ply :=
u] IF . Pelas condigoes da regra tem-se que y ¢ V L(y)) e portanto, pelo Lema
3.3.22, IMI, p IF 1p. De novo se conclui que Hy = 1. n

Proposicao 3.4.19
Para cada deducao d € Dy, tem-se que Hy = conc(d).

Prova: Semelhante & apresentada no caso do sistema N, [
Segue-se agora o enunciado e prova da correccao de N,.

Proposicao 3.4.20
O sistema N, é correcto, ou seja, sendo ® C F¥ e p € Fy tem-se que

se & Far, p entdo ¢ = .

Prova: Pretende-se mostrar que se ® s, ¢ entao para qualquer estrutura de inter-
pretacao IMI sobre ¥ e p € ATRpy, se IMI, p I+ ® entao M, p IF .

Suponha-se que entao que ® Fp;, ¢ e seja Ml uma estrutura de interpretacao
sobre ¥ e p € ATRpy tal que IMI, p I- ®.

Pela Definicao 3.4.15, existe d € Dy, tal que conc(d) = ¢ e Hy C ®. Pela
Proposigao 3.4.19, Hy | conc(d). Dado que IMI, p |- ® tem-se que IMI, p I- . "

3.4.3.2 Completude do sistema dedutivo N, (%)

Tal como no caso proposicional, para simplificar a exposi¢ao, nao se apresenta neste
texto a prova da completude do sistema N, mas sim a prova de completude da
restricao do sistema N, ao caso em que nao estao presentes os conectivos A e V e o
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quantificador 3. Esta restrigdo é designada por N]. A extensao desta prova ao caso
de N, nao ¢é dificil e deixa-se como exercicio ao leitor interessado (Exercicio 3.4.44).

Tal como se referiu anteriormente, a prova de resultados de completude é mais
trabalhosa do que a prova da correccao sendo necessario introduzir algumas nogoes
e provar alguns resultados preliminares. Como apenas se manipulam férmulas que
nao incluam os conectivos A e V nem o quantificador d, s6 sdo relevantes as regras
—1, > F, 1, VI e VE. Como se sabe, isto nao constitui uma restricao importante
dado que os outros conectivos e o quantificador 3 se podem definir como abreviatura
a partir dos aqui considerados (3z ¢ =45, (V2 (—¢)).

Os resultados de completude que aqui se apresentam sao os seguintes:

(i) se ® é um conjunto de férmulas e ¢ é uma férmula tem-se que se ¢ = ¢ entao
D Fpr s

(ii) se ¢ é uma férmula vélida entao é teorema de N.

Obviamente, o segundo caso é um caso particular do primeiro.

A semelhanca do que acontece no caso da prova da completude do sistema Né, a
prova destes resultados (Proposicao 3.4.42 e Corolério 3.4.43) tem por base a nogao
de conjunto de férmulas coerente (Definigao 3.4.23) e o facto de qualquer conjunto
conjunto de férmulas fechadas coerente ser satisfeito por uma certa estrutura de
interpretagao, ou seja, ter um modelo (Proposicao 3.4.40). Assim, dado um conjunto
de féormulas fechadas ® e uma féormula ¢ fechada, se ® I/z ¢ prova-se que ® U {—¢}
é coerente e portanto existe uma certa estrutura de interpretagdo que satisfaz &
mas nao satisfaz ¢ pelo que ® = ¢. O caso em que ¢ e as férmulas em ¢ nao
sao necessariamente fechadas prova-se depois com base neste resultado. Pode entao
concluir-se que se ® = ¢ entdo ® Fxr . No ambito do sistema N!, a prova da
existéncia da estrutura de interpretacao que satisfaz um certo conjunto coerente ®
é bastante mais complexa do que a apresentada no ambito do sistema ./\/Z. Esta
estrutura de interpretacao é construida a custa de uma teoria de Henkin coerente
maximal que contenha .

Para tornar a exposicao mais clara, esta secgao estd subdividida em duas sub-
secgoes. Na subseccao 3.4.3.2 apresentam-se varias nogoes que vao ser necessarias
para provar os resultados de completude pretendidos como, por exemplo, as nogoes de
teoria, teoria coerente maximal e teoria de Henkin. Na subseccao 3.4.3.2 provam-se
entao os resultados de completude.
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Nocgoes auxiliares

Apresentam-se em primeiro lugar varias nogoes auxiliares que sao necessarias para
apresentar os resultados de completude relativos ao sistema N.

Como se referiu acima, assume-se que apenas se manipulam férmulas que nao
incluam os conectivos A e V nem o quantificador 3 e portanto introduz-se a notagao
seguinte e definicao seguintes.

Notacao 3.4.21 Sendo X uma assinatura de primeira ordem e X um conjunto de
varidveis, no que se segue F” g denota o conjunto definido como F‘g (o conjunto
das formulas de primeira ordem obtidas a partir dos simbolos da assinatura X e das
varidveis em X ) mas nao envolvendo os conectivos A e V nem o quantificador 3. Na-
turalmente, todas as defini¢coes e notacoes envolvendo férmulas de Fg anteriormente
apresentadas na subseccao 3.4.2 sao também aplicdveis a F’ )E( . Em geral, no que se
refere a notagoes, acrescentar-se-4 uma plica (') as notagoes utilizadas anteriormente.
Assume-se fixado um certo conjunto (numeravel) M de marcas.

Definicao 3.4.22 SISTEMA N/
O sistema dedutivo N é constituido pelas regras — I, — E, VI, VE e L como na
Definicao 3.4.13 mas considerando apenas El{\f, x-arvores.

)

Sempre que for necessario referir simultaneamente sistemas dedutivos que tém

subjacente assinaturas diferentes e/ou conjuntos de varidveis diferentes e/ou conjun-
tos de varidveis diferentes, utiliza-se a notagao N/ (X, X, M). (]

Todas as definicoes e notacoes relativas ao sistema de deducao natural N, apre-
sentadas anteriormente podem como é natural ser adaptadas para o caso do sistema
N

-

Seguem-se as defini¢oes das varias nogdes que vao ser necessarias.

Definigao 3.4.23 CONJUNTO COERENTE

O conjunto ® C F'¥ diz-se N-coerente se ® a7 L. Sempre que nao exista am-
biguidade sobre o sistema dedutivo em causa diz-se simplesmente que ® é coerente.
u

Segue-se a nocao de extensao de assinatura.
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Definigao 3.4.24 EXTENSAO DE ASSINATURA

Sejam ¥ = ({SF%}Z.GNO,{SP}}iENO) e X = ({SF?}z‘eINO?{SP?}ieﬂVO) duas assi-

naturas de primeira ordem e sejam SF = {SF;},c v, e SP = {SP;},py, familias

indexadas de conjuntos de simbolos de funcao e de predicado, respectivamente.
Diz-se que X9 € a extensdo de 1 com SF e SP se para cada i € Ny,

e SF'NSF; =0 e SP! N SP; = 0;

e SF? = SF} U SF; e SP? = SP! U SP;. .

Observacgao 3.4.25 Seja Y5 uma assinatura de primeira ordem extensao de uma
outra assinatura de primeira ordem »; com SF e SP.

Para simplificar a notagao se, por exemplo, todos os conjuntos da familia SP sao
vazios, dir-se-a que g € a extensdo de 31 com SF. Se, em particular, se tem ainda
que para cada i € IN, SF; = 0 e SFy = {c1,ca,...} dir-se-4 que Xy é a extensio de

¥1 com as constantes c1,co, . ... Do mesmo modo, se existe apenas um simbolo f na
uniao de todos os conjuntos em SF' dir-se-a que Y9 € a extensdo de X1 com o simbolo
de fungao f ou com f. n

Seguidamente apresentam-se as nogoes de teoria e modelo de teoria.

Definig¢ao 3.4.26 N/-TEORIA
Sendo I' C F'{, diz-se que I' é uma N!-teoria (ou teoria) se todas as férmulas em I'
sao férmulas fechadas e

se I’ F/\/Z(E,X,M) o) entao Y2 el

para cada ¢ € F'¥. Sendo I' C F' uma teoria e Az C F'3 diz-se que Az é um
conjunto de aziomas de T se T = {p € F' & : Az bpry ¢} "

Definigao 3.4.27 MODELO DE TEORIA

Sendo I" C F' g uma teoria diz-se que uma estrutura de interpretacao IMI sobre X é
um modelo de I' se IMI IF ¢ para cada ¢ € I'. A classe de todos os modelos de I' é
denotada por Mod(T). "

Finalmente, apresentam-se agora as nogoes de teoria coerente, teoria coerente
maximal, extensao de teoria e teoria de Henkin.
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Definicao 3.4.28 TEORIA COERENTE E COERENTE MAXIMAL

Sendo I" C F’ g uma teoria, I' diz-se coerente se o conjunto de féormulas I' é coerente
e diz-se coerente mazximal se é coerente e para cada teoria coerente I, se I' C I”
entao I' =T". n

Definicao 3.4.29 EXTENSAO DE TEORIA, EXTENSAO CONSERVATIVA E TEORIA
CONSERVATIVA SOBRE OUTRA TEORIA

Sejam Y1 e Yo duas assinaturas de primeira ordem tais que X5 é uma extensao de
Y9 e X1 e Xy dois conjuntos (numeraveis) de varidveis tais que X; C Xo e sejam
| ‘gll ey C F' gj duas teorias.

o 'y é extensdo de I'y se I'y C TI's.
o 'y é extensdo conservativa de I'y se T'o N EF’ )2(22 =T4.
o I's é conservativa sobre I'; se
se L'y Far (s, x,,00) ¢ entao I't Eas) xy vy @
para cadagoeF’gll. "

Observacao 3.4.30 No que se segue vai ser necessario considerar frequentemente

férmulas do tipo
(Vy(y — 1)) — L

que podem ser representadas por —(Vy(—1)) usando a abreviatura relativa a — ou

ainda
Jy

usando a abreviatura relativa a 3. Como esta tltima representacao é mais agradavel,
ela serd usada preferencialmente. Assim, sempre que se faca referéncia a uma férmula
Jy 1) no ambito de F’ fvf , tal deverd ser entendido como uma abreviatura de (Vy(y —
1)) — L (oude =(Vy(—))).

Do mesmo modo, usar-se-ao livremente as regras 31 e 3F que devem ser natu-
ralmente entendidas como abreviaturas das derivagoes correspondentes (isto é, das
derivagoes que seriam feitas se se trabalhasse com —(Vy(—))). "

Definigao 3.4.31 TEORIA DE HENKIN

Sejal' C F’ é uma, teoria. Diz-se que I' é uma teoria de Henkin se para cada féormula
fechada 3z ¢ existe uma constante ¢ tal que (3x ¢) — [¢|¥ € I'. A constante ¢ diz-se
testemunha para 3x @. [
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Definigao 3.4.32 TEORIA*

Seja I' C F' g uma teoria. Para cada férmula fechada do tipo Jx ¢ considere-se
uma constante ¢, (que se supde distinta das constantes presentes em X) e seja 3*
a extensao de X com as constantes assim obtidas. Designa-se por I'* a teoria com
conjunto de axiomas

Pu{Fze) —[ple,: Fzp € F'¥ ¢ formula fechada}.

Note-se que I'* C F'¥,. n

Completude de N/

Provam-se agora os resultados de completude referidos. Recorde-se que estes resul-
tados sao os seguintes:

(i) se ® é um conjunto de férmulas fechadas e ¢ é uma férmula tem-se que se
® |= ¢ entdo @ Fpr @

(ii) se ¢ é uma férmula vélida entdo é teorema de N/
sendo que (ii) é um caso particular (i).

Como se referiu anteriormente, a prova destes resultados (Proposicao 3.4.42 e
Coroldrio 3.4.43) tem por base a noc¢ao de conjunto de férmulas coerente e o facto de
qualquer conjunto conjunto de férmulas fechadas coerente ter um modelo (Proposigao
3.4.40): dado um conjunto de férmulas fechadas ® e uma férmula ¢ fechada (o caso
em que ¢ nao é fechada prova-se depois com base neste resultado), se ® Fpr ¢
prova-se que ® U {—¢} é coerente, existindo assim uma estrutura de interpretagao
que satisfaz ® mas nao satisfaz ¢ pelo que ® £~ ¢ e portanto tem-se que se ¢ = ¢
entao @ Fpr .

Com também se referiu, a prova da existéncia da estrutura de interpretagao que
satisfaz um dado conjunto coerente ® é bastante mais complexa do que a apresentada
no ambito do sistema ./\/;, sendo construida a custa de uma teoria de Henkin coerente
maximal que contenha a teoria I'g, i.e, a teoria que tem ® como conjunto de axiomas
(Proposicao 3.4.40). A existéncia desta teoria de Henkin é assegurada estabelecendo
que dada uma teoria I': (i) I'* é conservativa sobre I' (Proposigao 3.4.35), (ii) existe
uma teoria de Henkin, T'y,, que é conservativa sobre I" (Proposicao 3.4.36) e (iii)
existe uma teoria coerente maximal que contém I', e é também teoria de Henkin
(consequéncia das Proposigoes 3.4.36, 3.4.38 e 3.4.39).
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Tendo em conta o paragrafo anterior, o primeiro objectivo vai ser provar que
dada uma teoria I', a teoria I'* é conservativa sobre I'. Para tal é no entanto ne-
cessario apresentar primeiro uma definicdo e provar um lema auxiliar. Este lema
relaciona o papel desempenhado numa derivacao pelas constantes e pelas varidveis
livres: variaveis livres podem tomar o lugar das constantes numa derivagao.

Definigao 3.4.33 SUBSTITUIGAO DE CONSTANTE POR VARIAVEL LIVRE
Sejam p € F', x € X tal que = ¢ V() e c uma constante. A nogao de substituicdo
de ¢ por x em  é analoga a nogao de substituicao de uma varidvel por um termo
(Definigao 3.2.19) sendo ¢S a notagao usada.

SeT' CF'§ ex¢ V() entdo 'S = {p: ¢ € T'}.

Do mesmo modo, e & semelhanca da Definicao 3.2.18, pode definir-se a nocao de
substituicao de c por x em t € T%(. [

Substituir uma constante por uma varidvel (livre) pode ser visto, sintacticamente,
como substituir uma variavel livre por outra variavel livre. Se c ocorrer em  é sempre
efectuada a substituicao (pois ¢ nunca esta quantificada). A substituigdo é sempre
possivel porque x é “livre para ¢’uma vez que nao existem quantificagbes sobre x
pois  nao ocorre em (.

Lema 3.4.34
Sejam I' C F'¥, o € F'¥, v € X tal que x ¢ V(') U {¢} e c uma constante.

1. Se ' Fpr g entao I'g Far 5.
2. Se ¢ ndo ocorre em I' tem-se que se I' 7 ¢ entdo I' Fpr Vi ().

Prova (esbogo):

1. A prova faz-se por indugao no conjunto indutivo Dz provando-se que para
cada d € Dy, existe uma dedugao d’ € Dy tal que conc(d’) = conc(d)§ e Hy = Hg§
assumindo que x nao ocorre em nenhuma férmula de Frmgy. Note-se que assim sendo,
se x ¢ V(I') U{p}, I' FAr ¢ e sendo d uma dedugao tal que conc(d) = ¢ e Hg C T
(tendo em conta a hipétese sobre z é sempre possivel encontrar uma dedugao d tal
que z ndo ocorra nas férmulas em Frmy), a dedugéo d’ obtida como descrito permite
concluir que I'y Faz .

Base: Se d é a &rvore singular com etiqueta (¢{m}) entdo d’ é uma &rvore com
etiqueta (¢S, {m}).
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Passo: Seja d € Dyz. Existem dois casos a considerar: (i) d foi obtida a partir
de outra(s) drvore(s) em Dy através da aplicagio de uma regra em R, ou (ii) d foi
obtida a partir de outra drvore Dy através da aplicacao da regra VE ou da regra
VI.

(i) Suponha-se que d foi obtida a partir de d; e d através da aplicagao da regra
— FE. Neste caso, sendo conc(dy) = ¢ — ¢ e conc(da) = ¢, conc(d) = e Hy =
Hg, U Hg,. Por hipétese de indugao existem dy e djy em Dy tal que conc(dy) =
conc(dr)S = (¢ = )5 = ¢S — YS e Hy = Hy, S (i = 1,2). Pode-se assumir, sem
perda de generalidade, que estas 4rvores nao tém conflito de marcas ente si e sio
compativeis para a uniao (caso contrario bastard introduzir as alteragoes necessarias
tendo o cuidado de assegurar que as condigoes sobre as hipdteses abertas se mantém).
Aplicando a regra — FE a estas arvores, obtém-se uma drvore d’ tal que conc(d') =
Yz = conc(d)g e Hy = Hy UHg = Hg, g UHg, 5 = (Hg, U Hag,); = Hgj como se
pretendia.

Os outros casos sao semelhantes.

(ii) Regra VE: suponha-se que d foi obtida a partir de d; através da aplicagao
da regra VE com varidvel z e termo ¢. Neste caso, conc(dy) = Vz ¢, conc(d) = [p]f e
Hy = Hyg,. Por hipétese de indugao existe dy em Dy tal que conc(d)) = conc(dy)§ =
(V2p)g =Vz(p)g e Hy = Hg, 5. Aplicando a d} a regra VE com varidvel z e termo
tS (note-se que dadas as hipGteses sobre x, t é livre para x em ¢S) obtém-se uma
drvore d' tal que conc(d’) = (pg)i. = [¢fl; = conc(d); e Hy = Hy = Ha, § = Ha§
como se pretendia.

Regra VI: suponha-se que d foi obtida a partir de d; através da aplicagao da regra
VI com varidvel z e termo y. Neste caso, conc(d1) = [p];, cone(d) =Vzpe Hy = Hy, .
Por hipétese de indugao existe d; em Dpy tal que conc(d}) = conc(dy); = ([¢]5)5 =
(3]s (pois z # x) e Hy = Hg, 3. Aplicando a d} a regra VI com varidvel z e termo
y (note-se que dadas as hipdteses sobre x, as hip6teses de aplicacao desta regra sao
satisfeitas) obtém-se uma drvore d’' tal que conc(d’) = Vz (¢5) = (Vz )5 = cone(d)S
e Hy = del = H,, & = Hy¢ como se pretendia.

2. Se ' Fpr o, por 1., TS Far 5 e dado que ¢ nao ocorre em I', T' = ¢f . Tendo
em conta que z nao ocorre em I'U{¢}, a dedugao que permite concluir que I' a7 ¢f
pode aplicar-se a regra VI e consequentemente I' -y Vi (5). ]

E possivel agora mostrar que, sendo I' uma teoria, I'* é conservativa sobre I'.

Proposicao 3.4.35
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Seja I’ C F’ % uma teoria. Tem-se que I'* é conservativa sobre I'.

Prova: A prova divide-se em duas partes.

1. Mostra-se que sendo (Jz¢) — [¢]¥ um dos novos axiomas da teoria I'*, se

dU{(Fzyp) — [¢]?} Faz ¥, onde @ C F'§ s6 contém férmulas fechadas e ¢ néo
ocorre nas férmulas em ® U {9}, entdao ® -z 1.

(i) Se @ U {(3r¢) — [p]é} Far ¢ entdo, aplicando a regra — I & dedugdo
correspondente, tem-se que ® Fpr ((Jz @) — [¢]F) — 1.

(ii) De (i) e sendo y uma varidvel que nao ocorre em Frmy, onde d é a derivagao
correspondente a ® Fyr (3w @) — [p]f) — 1, pelo Lema 3.4.34, ® Frr ((Fz ) —

c
([@]g)g) — 1. Note-se que ([go]ff); = [cp]i
(iii) De (ii), aplicando a regra VI a dedugao correspondente a ® -y ((3z¢) —
[ply) — ¥, tem-se que ® Far Vy(((3z ) — [@]y) — ) (note-se que y verifica as
hipéteses relativas a esta regra pois y nao ocorre em I).
(iv) A partir de (iii), é possivel construir a dedugao (usando marcas mj, mg € mg

convenientes).

Dy
Vy((Bz ) = [¢ly) — ¥)
VE
((Fz ) = [ely) = ¥ (Fz o) = [ely ™
—F
e v
—F
1
—>I, mi
~((Fz ) = [¢ely)
i
~(Vy(=(Fz ) = [¢]y)) ™ Vy(=(Fz ) — [¢]y))
—F
L
J_,m2
(4
— 1, m3

(=(Vy(~(CFz ) — [¢])))) — ¥
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onde as hipodteses abertas de D; estao contidas em ® e y ndo ocorre em 1 nem em
®, a qual permite concluir que ® Fpr (=(Vy(=((3z @) — [©]})))) — ¥, ou, usando

y
as abreviaturas, ® b (3y((3r @) — [¢]y)) — .

(v) E possivel construir a dedugao

51 _\52
—F
el Vy(— (6 — [¢]2))?
— —1,1 VE
5 — [lf =(6 = [ly)
— B
1 Vy(=(6 — [¢l)® [l *
1,2 - _VE -—1,4
50— (Blel))® (0 — [#)2) 0= [ely
—F —F
o)y L
JE, 4
1
— 1,3
~(Vy(=(0 — [¢]})))
-—1,5

(0 = Bylely)) — (=(Vy(=(6 — [#5))))

onde J representa Jr ¢, a qual, usando as abreviaturas, permite concluir que Fpz
(6 — (Fylely)) — (By(d — [¢]y)). Para simplificar a exposicao usou-se a regra IE
(note-se que as hipéteses garantem que todos os requisitos para a sua aplicacao se
verificam), a qual se pode construir, como ¢é evidente, a custa apenas das regras de
N/ (deixa-se como exercicio essa construgao).

Usando também (iv) é possivel construir a dedu¢ao (usando uma marca m con-
veniente)

Ds
6 — (Fylely)™ (6 — Fylely)) — Qwd — [¢ly))
—F Do
(6 — [¢ly) (6 — [ely) — ¥

—F
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(G

-—=1I,m

(6 — Gylely)) — ¥

onde § representa 3z ¢, D3 nao tem hipdteses abertas e as hipdteses abertas de Dy
estdo em @, a qual permite concluir que ® -z (6 — (Jy[ely)) — -
(vi) Considere-se a dedugao (note-se que, nas condigoes da Proposicao, [=[¢]Z]% =

~p) ’
Vy(=lely)
VE
p? [FlelglE
. >E
1L
- —1,1
~(Vy(=[ely)) Vy(-lel)®
- E
L
—1,2
P
— VI
~(Va(=p))? V(=)
N
il
—1,3
~(Yy(=lely))
—1,4

(= (Va(=¢)) = (=(vy(=lely)))

a qual permite concluir que Fpz (=(Vz(—p)) — (=(Vy(=[pl;))) ou seja, que Far
(Fz ) — (Fy[ely)-

(vii) De (v) e (vii), usando a regra — E facilmente se conclui que ® - N Y.

2. O objectivo é provar agora que se I Fp» 1) com ¢ € F’g entao I' Far 9.
Suponha-se entao que I'* 7 9. Pelas Definigoes 3.4.26 e 3.4.32, ['U{0o1,...,0,} Faz
¥, com n € INg, onde os elementos de {oy,...,0,} s@o novos axiomas do tipo
(Fz ) — [p]t € I'. Prova-se, por indugao em n que I' Fpr 9.
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Base: trivial pois nesse caso {01, ...,0,} é vazio.

Passo: I'U {o1,...,0n41} Faz ¢, Fazendo ® = I' U {o1,...,0,}, tem-se que
® U {ont1} Far ¥ e se estd nas condigdes de 1. Logo tem-se que ® Fp7 9 e, por
hipétese de indugao, I' Fpz 1. [

O objectivo que se pretende agora atingir é o seguinte: dada uma teoria I,
encontrar uma teoria de Henkin que seja conservativa sobre I'. Note-se que nao é
garantido que a teoria I'* seja uma teoria de Henkin, pois ao enriquecer a linguagem
adicionaram-se mais férmulas para as quais pode nao haver testemunhas. O objectivo
vai assim ser, usando a noc¢ao de teoria-*, encontrar uma teoria de Henkin que seja
conservativa sobre .

Proposicao 3.4.36
Seja I' C F"g uma teoria. Seja I'g =T e, para cada i € INg, I'i41 = (I;)*. Tem-se
que I', = Uz‘e N, I'; é uma teoria de Henkin e é conservativa sobre I'.

Prova (esbogo): Para cada i € INg, seja ¥; a assinatura correspondente & lingua-
gem F’ )Ei subjacente a I'; e seja X, a assinatura correspondente & linguagem F’ )E(w
subjacente a I',.

1. Prova-se em primeiro lugar que para cada ¢ € INg, I'; é conservativa sobre I'.
A prova decorre por inducao.

Base: T'g é conservativa sobre I' pois I'g =T

Passo: Suponha-se, por hipétese de inducao, que I'; é conservativa sobre ', i >
0. Se I'iy1 Faz ¥, com ¢ € F'§ C F’gi, entdo pela Proposigao 3.4.35, T';1q1 é
conservativa sobre I'; e portanto I'; -7 1. Usando a hipétese de indugao I' Fprr 9.

2. Prova-se agora que I',, é uma teoria. Seja ¢ € F’ %(u tal que I'y, Faz ¥, Entao
existe ® = {p1,...,0n} C T'w, n € N, tal que ® Fp7 9. Tem-se que, para cada
1 <i<n, p; €Ty, para algum k; € INg. Seja m = max{ki,...,ky}. Dado que, por
construgao, 'y C Ty, ® C T’y e portanto I'y, a1 Como I'y, € uma teoria tem-se
que v € I';, CT,.

3. Prova-se agora que I',, é uma teoria de Henkin. Seja dxp € F’ gw uma férmula
fechada. Entao Jzep € F’ gﬁ para algum ¢ € INy. Por construcao, (Jzp) — [p]* €
I';11 para alguma constante c. Como I';11 C Ty, (Jzp) — [¢]F € Ty

3. Prova-se agora o resultado pretendido: I',, é conservativa sobre I'. Suponha-se
que I'y, Far ¢, com ¢ € F g . Raciocinando como em 2. conclui-se que I'; Far ¢
para algum ¢ € INg. Por 1., I Fpr 1. ]
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Como corolario tem-se que se uma teoria I' é um conjunto coerente entao I',, é
também coerente.

Corolario 3.4.37

Seja I' C Fg uma teoria. Se I' é coerente entao I',, é coerente.

Prova: Suponha-se, por absurdo, que I i/x7 L e I'y, bz L. Pela Proposigao 3.4.36,
I' Fnr L o que contradiz a hipdtese. [

Seguidamente, o objectivo é estender a teoria I',, de forma a obter uma teoria
coerente maximal. Para tal mostra-se que qualquer teoria coerente esta contida numa
teoria coerente maximal.

Proposicao 3.4.38
Sejal' C F ! g uma teoria coerente. Existe uma teoria coerente maximal que contém

I.

Prova: Seja I' uma teoria coerente e seja Gt o conjunto de todas as teorias (contidas
em F’¥) que sdo extensdes coerentes de Gr. O conjunto Gr # () pois I' € Gr.
Considere-se a ordem parcial (ou conjunto parcialmente ordenado) (Gr, C).

(i) Seja (G', C), com G’ C G, um conjunto totalmente ordenado. Mostra-se que
(G',C) tem um majorante em Gr, isto é, existe ¥ € Gr tal que todos os elementos
de G’ sao subconjuntos de V. Seja ® = [Jp e IV, Por construgao, T C ®.

Se ® 7 1), entao existe um subconjunto finito ' ={p1,...,pn} de ® tal que
" Fpr ap. Para cada 1 < i < n, ¢; € T} € G'. Dado que (G',C) ¢é totalmente
ordenado existe 1 < k < n tal que I'; C I'y, para cada 1 < i < n. Logo I'y "Ng P
e, portanto, como I'y é teoria, ¢ € I'y. Consequentemente ¢y € ®. Conclui-se assim
que ® é uma teoria.

Se ® Far L, ou seja, ® nao for coerente, entao raciocinando como no paragrafo
anterior, conclui-se que existiria I'" € G’ tal que I Fp7 L. Isto é uma contradicao
porque os elementos de G’ sao teorias coerentes. Conclui-se assim que ® é coerente.

Dos parédgrafos anteriores resulta que a teoria ® é uma extensao coerente de I
(isto é, é um elemento de Gr) contendo todos os elementos de G'. Deste modo @ é
um majorante de G’ em Gr.

(i) Por (i) e pelo Lema de Zorn® tem-se que G tem elemento maximal Ty,.

3Lema de Zorn: seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado tal que (i) A # @ e (ii) todo o
conjunto totalmente ordenado (B, <) com B C A tem majorante em A. Entdo A tem um elemento
maximal a (ou seja, se existe z € A tal que a < x entdo a = x).
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(iii) Por (ii), tem-se que se I é extensao coerente de I' (ou seja, se IV € G e
I, € IV entao Ty, € TIY), o que significa que T',,, é uma extensao de T coerente
maximal. [

Proposicao 3.4.39
SejaI' C F’ )E( uma teoria de Henkin. Se IV C F’ g ¢ uma teoria que contém I" entdo
I também é uma teoria de Henkin.

Prova: Trivial dado que a linguagem se mantém e por isso, para cada formula em
F’% fechada do tipo Jx ¢, existe uma constante ¢ tal que (x¢) — [p]* € T e

portanto (3x ) — [p]F € TV, "

Pode provar-se agora o resultado mais importante que permitird provar a com-
pletude desejada: qualquer conjunto de férmulas fechadas que seja coerente tem um
modelo.

Proposicao 3.4.40
Seja @ C I’ )E( constituido apenas por férmulas fechadas. Se ® é coerente entdo ®
tem um modelo.

Prova: Seja I's = {¢: ® k7 ¢} a teoria que tem ® como conjunto de axiomas.
O objectivo vai ser encontrar um modelo para I'g (0 qual serd também um modelo
de ®). Este modelo vai ser construido a custa de uma teoria de Henkin que seja
coerente maximal e contenha I'.

(i) Pelas Proposigoes 3.4.36, 3.4.38 e 3.4.39, existe uma teoria I'), C F’ )Z(m que é
extensao coerente maximal de I'g e é teoria de Henkin.

(ii) Seja IMI = (U,I) uma estrutura de interpretacio sobre ¥:X verificando os
seguintes requisitos: (a) U = {t € Tgm : t é termo fechado}, (b) I(c) = ¢ para cada
constante ¢, (¢) I(f)(t1,...,tn) = f(t1,...,ty) para cada simbolo de fungao n-ario e
(tr,...,ty) € U™, (d) I(P) =1seesbse 'y, Far Pe(e) I(P)(tr,...,tn) = 1 seesé
se I'm Far P(t1, ..., t,) para cada simbolo de predicado n-drio e (t1,...,t,) € U".

(iii) Sendo IMI = (U, I) a estrutura de interpretacao definida em (ii) mostra-se,
por indugéao no conjunto de termos fechados TFgm - Tgm, que [[t]]gw =t para cada
te TF%m epe ATRpy.

Base: [[c]]gw = I(c) = ¢ para cada constante c.

Passo: Lf(t1,. -, ta)lfr = I [ilags - s [ndag) = IO Tgs - alfpr)
usando a hipétese de indugao, f([t1]0y,-- -, [tnlhg) = F(t1, - tn).
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(iv) Prova-se que para cada férmula fechada ¢ € F’ %m se tem que ¢ € I},
ou - € I';;,. Suponha-se que ¢ ¢ T',, e admita-se, por absurdo, que I';,, U {¢} é
coerente. Considere-se a teoria cujo conjunto de axiomas é I';,, U {p}, isto é, a teoria
I" = {y: T U{e} Faz v e v é férmula fechada}. Esta teoria é necessariamente
coerente pois se IV Fx L entao existiria d’ € Dy tal que conc(d') = L e Hy CT'.
Dado que cada férmula de IV é por sua vez derivavel a partir de ', U {p} seria
possivel construir d € Dy tal que conc(d) = L e Hy C T'y, U {p. Assim 'y, U {p}
nao seria coerente o que contradiz a assumpcao inicial. Logo a teoria I'" é coerente.
O facto de I',, C IV contradiz o facto de I, ser teoria maximal coerente e portanto
conclui-se que se ¢ ¢ '), entao I'y, U{p} é necessariamente incoerente. Assim sendo,
L U{p} Far L e, portanto, usando a regra — I, conclui-se que I'y, Fa7 —. Por
definicao de teoria, - € I'y,.

(v) Prova-se, por indu¢ao no conjunto das férmulas fechadas F'F’ %(m C F Xm
o seguinte resultado: para cada ¢ € FF’ §m7 p € Iy, se e s6 se Ml I+ ¢ onde
M = (U,I) é a estrutura de interpretacao definida em (ii). No contexto desta
prova, e tendo em conta o Corolario 3.3.23, sempre que se trabalhe com férmulas
fechadas, utilizar-se-4 por vezes IMI IF ¢ em vez de IMI, p IF ¢.

Base: H4 dois casos a considerar: (a) ¢ = L e (b) ¢ = P(t1,...,t,) com P € SP,,
n€Ngety,...,t, € Tgm termos fechados.

(a) Trivial porque, por um lado, L ¢ T',, pois I';, é coerente e, por outro, nenhuma
estrutura de interpretagao é modelo de L.

(b) Suponha-se que P(t1,...,t,) € [';,. Entao, trivialmente, 'y, Fp P(t1, ..., t).
Por (ii) tem-se I(P)(t1,...,t,) = 1. Por (iii) e definicdo de satisfacao, M I
P(ty, ... ty).

Inversamente, se IMI I+ P(ty,...,t,) entdo, por (iii) e definicao de satisfagao,
I(P)(t1,...,t,) = 1. Por (ii) tem-se I';, Fa7 P(t1,...,1n) e, por definicdo de teoria,
P(tl,...,tn) el

Passo: Existem dois casos a considerar: (a) ¢ = p1 — @2 e (b) ¢ = Vz .

(a) Suponha-se que @1 — @2 € I';y. Entdo Iy, Far o1 — 2. Se IM |- o entao
obviamente IMI I+ 1 — 2. Se IMI I @5 entéo, por hipdtese de inducao, w2 & T'y,.
Por (iv), =2 € Ty, logo Ty Far =02. E possivel entdo mostrar (o que se deixa como
exercicio) que I'y, Far —¢p1. Assim, por definicao de teoria, —¢1 € I'y,. Se IMI IF ¢,
por hipétese de inducao, ¢; € Iy, e portanto I, seria incoerente o que contraria (i).
Logo IMI I ¢1 e portanto IMI I+ 1 — o.

Inversamente, suponha-se que IMI IF ¢ — ws. Se IMI IF 1 entdo IMI IF o
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e, por hipétese de inducao, I'y, Fa7 ¢2. Usando a regra — I, pode concluir-se que
[y Bar o1 — 2. Por definicao de teoria, p1 — @2 € I'y,. Suponha-se agora que
IMI# 1. Usando a hipétese de inducao tem-se que I'y, a7 01 € portanto o1 ¢ I'y,.
Por (iv), ~¢1 € I'y, e portanto Iy, Far =1 E entdo possivel mostrar (o que se
deixa como exercicio) que I'y, Far 01 — 2. Por definicao de teoria, o1 — @2 € I'yy.

(b) Suponha-se que Vz ¢ € I'y,. Entao I'y, Fpr Va1p. Usando a regra VE, tem-se
que I'y, Far []f para cada termo fechado ¢. Tendo em conta que V1) é férmula
fechada, [¢]f é férmula fechada. Por hipétese de indugao, IMI IF [¢]f para cada termo
fechado t. Pelo Lema 3.3.29, (ii) e (iii), M IF Vz 4.

Inversamente, suponha-se que IMI |- Yz 1. Pelo Corolario 3.3.28, IMI I+ [¢]f para
cada termo fechado t € Tgm. Deste modo, considerando em particular a testemunha c
relativa a 3w (—1)), tem-se que IMI I+ [1]¢. Por hipétese de inducao, I'y, Farr [¢]7. Pelo
facto de I';, ser uma teoria de Henkin, (3z(—¢)) — (=[¢]¢) € I, e portanto 'y, Far
(Fz(—1p)) — (=[¢]%). E entdo possivel mostrar (o que se deixa como exercicio) que
Lon Faz [W]8 — (=(32(—%))) e que T'y, Fp Vaop. Por definigao de teoria, Vo) € I'y,.

(vi) De (v) tem-se que IMI I I';, e portanto, em particular M I+ & obtendo-se
assim o resultado pretendido. [

E possivel provar agora um resultado de completude no caso em que estao envol-
vidas apenas férmulas fechadas.

Proposicao 3.4.41
Seja @ C F'E um conjunto de férmulas fechadas e p € F'§ uma férmula fechada.
Se ® = ¢ entao ® 7 .

Prova: Suponha-se que ® I/x7 . Entdo ® U {—~p} é coerente (caso nao fosse, seria
possivel mostrar que ® Fx7 ). Pela Proposigao 3.4.38, existe uma estrutura de
interpretagao tal que M IF ® U {—p} e portanto M, p I- ®U{—¢} com p € ATRpy.
Assim, IMI, p IF ® e IMI, p I —p, ou seja, ML, p I ¢. Consequentemente, ® = p. =

Como consequéncia da Proposi¢ao 3.4.41, podem agora provar-se um dos resul-
tados de completude para o sistema de dedugao natural A/ mencionados no inicio
da seccao.

Proposigao 3.4.42 Seja ® C F'S\ e p € F'. Se @ |= ¢ entdo @ Fpr .
Prova: Se ® = ¢, pela Proposicao 3.3.31, existe um subconjunto finito de P,
Oy = {¢1,.-.-,¢n}, n € INg, tal que Py = ¢. Assim, sendo ¢ = p; — (g2 —
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(... (pn — ®)...)) tem-se que = ¥. Pelo Lema 3.3.25, = F'ch(v¢) onde Fch(y) é o
fecho universal de ¢. Pela Proposicao 3.4.41, =z F'ch(v). Por aplicagoes sucessivas
da regra VE (no caso de 1 nao ser fechada), é possivel concluir que 57 1. Entao
tem-se também {¢1,...,on} Fa7 @ e portanto ® Fx7 ¢ como se pretendia. [

Corolario 3.4.43 Seja ¢ € F"g. Se = ¢ entao Fpr .

Prova: Caso particular da Proposigao 3.4.42 com @ = (). [

Exercicio 3.4.44 Estenda a prova de completude de N apresentada nesta sub-
seccao de modo a obter uma prova de completude do sistema N. [

3.5 Sistema dedutivo S,

Nesta secgao apresenta-se um outro sistema dedutivo para a légica de primeira or-
dem: o sistema de sequentes (por vezes também designado sistema de sequentes de
Gentzen) ou célculo de sequentes. Este sistema é, naturalmente, uma extensao do
sistema de sequentes apresentado para o caso da logica proposicional.

Os livros [8] e [12] sdo exemplos de textos onde se podem encontrar descrigdes do
calculo de sequentes para a logica de primeira ordem. Existem na literatura diferentes
sistemas de sequentes para a légica de primeira ordem. O sistema apresentado na
sequéncia ¢ semelhante ao apresentado em [8].

3.5.1 Sequentes

Consideram-se fixados uma assinatura de primeira ordem ¥ = (SF, SP) com SF =
{SFiticv, € SP={SPi};,c v, e um conjunto numeravel de varidveis X.

Defini¢ao 3.5.1 SEQUENTE
Um sequente sobre Fg é um par (Ant,Cns) onde Ant,Cns C Fg sdo conjuntos
finitos. O conjunto Ant é o antecedente do sequente e o conjunto C'ns é o consequente
do sequente.

O conjunto de todos sequentes sobre Fg designa-se por Sqtg . [

Assumem-se todas as notacoes relativas a sequentes consideradas no ambito do
sistema dedutivo Sp,.
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Definicao 3.5.2 SEQUENTE VALIDO E SEQUENTE FALSIFICAVEL

Seja Ant = Cns em Sqty tal que Ant = {p1,...,0n} € Cns = {¢1,..., Y},
n,m € INg. Sejam ainda uma estrutura de interpretagao IMI sobre ¥ e uma atri-
buicao p € ATRpy.

o IMI e p satisfazem Ant = Cns, o que se denota por
M, p - Ant = Cns
se Ml,pl-p1 Ao o AN = P11 VooV .
e Ant = Cns é wvalido, o que se denota por
= Ant = Cns

se, quaisquer que sejam a estrutura de interpretacao IMI sobre ¥ e p € ATRpy
se tem que M, p IF Ant = Chns.

e Ant = Cns é falsificdvel, se nao é vélido, isto é, se existe uma estrutura de
interpretagado IMI sobre Y. e p € ATRpy tal que

M,plf o1 N... Ny — U1 V...V iy
ou seja,
M, plFor Ao o Ao A1) Ao A (5n)
(nestas condigoes diz-se que IMI e p falsificam o sequente).

Ant = Cns é falsificdvel na estrutura de interpretagdo IMI se existe p €
ATRpg tal que IMI e p falsificam o sequente. [

Como é natural, as observagoes apresentadas anteriormente no contexto do sis-
tema S, sobre a forma como se podem interpretar os sequentes podem também ser
aplicadas ao caso dos sequentes que acima se definiram.

3.5.2 Sistema dedutivo

Nesta secgao apresenta-se o sistema dedutivo S.. Este sistema pode ser visto como
uma extensao do sistema S, apresentado para o caso da légica proposicional no qual,
para além das regra relativas aos conectivos, ter-se-ao também regras relativas aos
quantificadores.
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Definicao 3.5.3 SISTEMA S,
O sistema dedutivo S. é constituido por

Axiomas:
® Y, = @, v Az
e .= VU 1F

onde ® e ¥ representam subconjuntos de Fg e @ representa uma férmula em Fg .

Regras de inferéncia:
o Regra VE

[e]f Ve o, = T

Ve p,® = ¥

onde t é um termo livre para x em ¢
e Regra VD

d =, g}

b= U Vxop
ondeye X,y¢ VL(RUY) ey ¢ VL(p)\{z}
e Regra JF

(o], @ = W

Jrp, & =T

ondey € X, y¢ VL(PUWY) ey ¢ VL(p)\{x}
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e Regra 3D

¢ — \117 [go]tmv El],‘(p

P = U, dxp

e regras AE, AD, VE, VD, — E e — D (com defini¢do andloga a apresentada
para as regras com o mesmo nome no contexto do sistema S,)

onde @, ¥ representam subconjuntos de Fg e ¢ representa uma férmula em Fg .

Assumem-se as nogoes introduzidas no ambito do sistema &, nomeadamente as
nogoes de conclusao, premissas, férmula principal, férmula secundéria (no caso das
regras relativas ao conectivos), regra undria e regra bindria (as novas regras intro-
duzidas sdo todas undrias). A férmula secundéria no caso das regras relativas aos
quantificadores é a férmula que estd representada explicitamente na premissa mas
nao esta explicitamente representada na conclusao.

A variavel y explicitamente referida nas regras VD e dF é a varidvel propria da
regra. O termo t explicitamente referido nas regras VE e 3D é o termo prdprio da
regra. Recorde-se que a notacao [p]y ([¢]f) representa que y (t) é livre para x em ¢.
u

Relativamente a regra VE, pode nao ser claro o motivo pelo qual a férmula Vz ¢
ocorre na premissa e na conclusao. Nos Exemplos 3.5.6 e 3.5.7 sao descritas situacgoes
que ilustram o facto de tal ser necessario, nesta formulacao do sistema S.. Idénticos
comentarios poderiam ser feitos relativamente a regra 3D e a férmula 3z .

No contexto do sistema S. as dedugoes ou arvores de deducao sao novamente
arvores cujas etiquetas sao sequentes e que sao construidas utilizando os axiomas e
as regras de inferéncia relativa aos conectivos e quantificadores. As drvores de prova
sao arvores de deducgao cujas folhas correspondem sempre a axiomas.

Definicao 3.5.4 ARVORES DE DEDUCAO E ARVORES DE PROVA DE S,

O conjunto das dedugoes ou drvores de dedugao de S. denota-se por Dg, e define-se
indutivamente a semelhanca do conjunto Ds, usando agora as regras de inferéncia
do sistema S.. De novo, o sequente que constitui a etiqueta da raiz de uma arvore
de deducao d € Dg, é a conclusao da arvore de dedugao e denota-se por conc(d).
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O conjunto Dgr das drvores de prova de S. tem defini¢ao analoga a do conjunto
DS; . |

Seguem-se alguns exemplos de arvores de deducao de S.. Todas as observagoes
referidas no ambito de S, relativas a derivagoes e provas sao também véalidas no caso
do sistema S..

Exemplo 3.5.5 Apresenta-se seguidamente uma deduc¢ao em Dgs, onde P é um
simbolo de predicado de aridade 0 e () é um simbolo de predicado unario. As regras
de inferéncia utilizadas sao indicadas a direita dos tragos horizontais que separam
cada né dos seus sucessores.

= (Fz (P = Q(z))) — (P — (32 Q(2)))

- D
Jz (P — Q(z)) = P — (32 Q(2))
dF
P = Qy) = P — (32 Q(2))
— D
P— Q(y), P = 32 Q(2)
— F
P = P 32 Q(2) Qy1), P = 3z Q(z)

D

Q(y1), P = Q(y1),32 Q(2)

A conclusao da arvore de deducao é = (3z (P — Q(z))) — (P — (32 Q(2))).
Todas as folhas da arvore correspondem a axiomas. [

Os exemplos seguintes ilustram situagoes que justificam a necessidade de na re-
gra VE a premissa conter a férmula principal da regra (a férmula universalmente
quantificada). Exemplos similares podem ser apresentados para justificar a situagao
semelhante que ocorre na regra 3D.

Exemplo 3.5.6 Na deducao seguinte P e () sao simbolos de predicado unarios e
p =V (P(x) = Q(x)).
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= ((Vz (P(z) — Q(z))) A (P(a) A P(D))) — (Q(a) A Q(D)) 5

(Vo (P(z) — Q(x))) A (P(a) A P(b)) = Q(a) A Q(b)
NE

Ve (P(z) — Q(x)), P(a) A P(b) = Q(a) A Q(b)
NE

Ve (P(z) — Q(x)), P(a), P(b) = Q(a) A Q(D)
VE

Pla) — Qa), ¢, P(a), P(b) = Q(a) N Q(b)

- E
¢, P(a), P(b) = Q(a) A Q(b), P(a) Q(a), ¢, P(a), P(b) = Q(a) A Q(b)
AD
Q(a), ¢, P(a), P(b) = Q(b) . Q(a), ¢, P(a), P(b) = Q(a)
Q(a), P(b) — Q(b), ¢, P(a), P(b) = Q(b)

- > E
Q(a),Q(b), ¢, P(a), P(b) = Q(b) Q(a), ¢, P(a), P(b) = Q(b), P(b)

A conclusao é = ((Vz (P(z) — Q(z))) A(P(a) AP(b))) — (Q(a) AQ(b)) e todas as
folhas da arvore correspondem a axiomas. Note-se que nesta deducao foi necessario
aplicar duas vezes a regra VE & férmula Vo (P(x) — Q(z)), sem o que nao se
conseguiria construir uma arvore de prova. Numa das vezes, foi necessario substituir
a variavel x pela constante a e, na outra, pela constante b. Se, na primeira aplicagao
da regra, a férmula Vo (P(z) — @Q(z)) ndo estivesse presente na premissa, ja nao
seria possivel a segunda aplicagao da regra. [

Exemplo 3.5.7 Na deducgao seguinte P é um simbolo de predicado undrio, f é um
simbolo de fungao undrio e ¢ = Vz (P(z) — P(f(x))).

= (V& (P(z) = P(f(2)))) — (P(a) — P(f(f(a))))

— D

Vo (P(z) — P(f(z))) = P(a) — P(f(f(a))) 5
Vv (P(x) — P(f(x))), P(a) = P(f(f(a)))

VE

P(a) — P(f(a)), ¢, P(a) = P(f(f(a)))
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- E
¢, P(a) = P(f(f(a))), P(a) P(f(a)), ¢, P(a) = P(f(f(a)))

VE
P(f(a)), P(f(a)) = P(f(f(a))), ¢, P(a) = P(f(f(a)))

—F
P(f(a)), P(f(f(a))), ¥, P(a) P(f(a)), ¢, P(a)
= P(f(f(a))) = P(f(f(a))), P(f(a))

A conclusao é = (Vz (P(xz) — P(f(x)))) — (P(a) — P(f(f(a)))). Todas as folhas
da arvore correspondem a axiomas. De novo foi necessario aplicar duas vezes a regra
VE a férmula Vz (P(z) — P(f(x))). Neste caso, houve que substituir z por dois
termos diferentes: a e f(a). "

Defini¢ao 3.5.8 TEOREMA DE S,
O sequente ® =—> ¥ é teorema de S., o que se denota por

Fs, @ = U
se & — ¥ tem uma prova em S.. [

Exemplo 3.5.9 As conclusoes das arvores de deducdo apresentadas nos exemplos
3.5.5, 3.5.6 € 3.5.7 sdo teoremas de S,. [

A construgao de derivagoes em S, pode ser naturalmente efectuada computaci-
onalmente usando o ambiente de desenvolvimento de provas Isabelle. O leitor inte-
ressado poderd consultar desde ja o capitulo 7?7 no qual se apresentam os conceitos
relevantes para a representagao de sistemas que envolvam linguagens de primeira
ordem.

3.5.3 Correccao e completude de S,

Nesta seccao apresentam-se os resultados de correccao e completude do sistema S,.
As provas das proposigdes enunciadas podem ser encontradas, por exemplo, em [8].
De acordo com o que tem vindo a ser exposto, os resultados de correccao e comple-
tude correspondem, em rigor, a correcgao e completude fracas. No entanto, por mo-
tivos andlogos aos ja explicados no caso de Sy, usam-se simplesmente as designacoes
correcgao e completude.

70



P. Gouveia e F.M. Dionisio 3.5 Sistema dedutivo S,

Comeca-se por apresentar o resultado de correccao do sistema dedutivo Se¢, ou
seja, o resultado que estabelece que todo o teorema de S. é um sequente valido
(Proposicao 3.5.12). Como se espera, este resultado decorre do facto de todos axi-
omas serem validos (Proposigao 3.5.10) e das regras de inferéncia serem correctas
(Proposicao 3.5.11).

Proposicao 3.5.10

Os axiomas de S, sao sequentes validos.

Prova: A prova é semelhante a apresentada no caso do sistema S),. [
Proposicao 3.5.11

As regras de inferéncia de S, sdo correctas, ou seja, se todas as premissas de uma
regra sao sequentes validos entao a conclusao dessa regra é sequente valido. [

Proposicao 3.5.12
O sistema dedutivo S, é correcto:

se s, ® = Ventdo =& =¥

isto é, se um sequente é teorema de S, entdo o sequente é vélido.

Prova: A prova é semelhante a apresentada no caso da correccao do sistema Sp,
recorrendo agora as Proposigoes 3.5.10 e 3.5.11. [

Corolario 3.5.13
Seja ¢ € FX. Se o sequente = ¢ é teorema de S, entdo ¢ é uma férmula vélida. m

Apresenta-se agora o resultado de completude para o sistema S.. A prova deste
resultado é consideravelmente mais elaborada que a apresentada no caso da comple-
tude do sistema S.. O leitor interessado poderd consultar, por exemplo, [8].

Proposigao 3.5.14
Seja ® = W em Sqt3 tal que sdo disjuntos os conjuntos VM (® U W) e VL(® U V).
Se F® = ¥ entao k5, = V. "

A condigéo referida na Proposigao 3.5.14 visa assegurar que, no decorrer do pro-
cedimento de construgao de derivagoes considerado na prova do resultado, os termos
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proprios das regras VE e 4D utilizados sao sempre livres para a substituicao. Note-se
que a referida condicao nao constitui uma restricao significativa, no sentido em que,
dado que para cada férmula é sempre possivel arranjar uma férmula logicamente
equivalente a primeira em que o nome das varidveis mudas é diferente (ver Lema
3.3.24).

Termina-se esta seccao com algumas observacoes relativas a nao decidibilidade
da légica de primeira ordem. Ao contrario do que acontecia no caso da légica propo-
sicional, as propriedades do sistema S, que se estudaram ao longo desta sec¢@ao nao
permitem construir, com base neste sistema, um algoritmo de decisao para a légica
de primeira ordem, mais precisamente, para o problema de saber se uma féormula de
primeira ordem é ou nao vélida. Com efeito, a prova de completude envolve um pro-
cedimento para construir drvores de deducao (ver, por exemplo, [8]) que, ao contrario
do que acontecia no caso da légica proposicional, pode nao terminar, e portanto, nao
constitui um algoritmo (de decis@o).

Como ¢é evidente, apenas pelo facto de o procedimento referido nao permitir
concluir que a logica de primeira ordem é decidivel, nao significa por si s6 que a
l6gica de primeira ordem nao o seja. A procura de um procedimento de decisao
para a légica de primeira ordem ocupou muitos matematicos por mais de vinte anos
a partir de 1917, ano em que D. Hilbert propos este problema (um dos célebres
23 problemas por ele propostos?). Em 1936, A. Church demonstrou que a ldgica
de primeira ordem ndo € decidivel, isto é, que nao existe nenhum algoritmo que,
dada uma qualquer férmula de primeira ordem, termine sempre com uma resposta
afirmativa ou uma resposta negativa a questao de saber se a férmula é valida ou nao.

Curiosamente, também em 1936, A. Turing apresentou um resultado, que embora
por uma via diferente, também permite concluir que a légica de primeira ordem nao é
decidivel. O resultado em causa, conhecido por problema da terminacao, estabelece
que nao é possivel determinar se uma computacao arbitraria numa maquina de Turing
arbitraria termina ou nao.

Voltando ao sistema dedutivo S., pode mostrar-se que o procedimento de cons-
trugao de arvores de deducao termina sempre que o sequente dado é valido. Deste

“Em 1917, D. Hilbert expds & comunidade matemadtica 23 problemas/questoes que & data ainda
ndo tinham solugdo/resposta conhecida. Eram questoes por ele consideradas fundamentais para o
desenvolvimento da matematica e desafiou os matemaéticos a devotarem as suas energias a resolugao
dessas questoes.

72



P. Gouveia e F.M. Dionisio 3.6 Sistema dedutivo S,

modo, dada uma férmula de primeira ordem, se esta for valida é possivel determinar
em tempo finito que ela o é. Designa-se esta propriedade por semidecibilidade da
l6gica de primeira ordem.

Exercicios

Propoem-se seguidamente alguns exercicios sobre os assuntos expostos.

Exercicio 3.5.15 Na sequéncia 11 e 9 designam férmulas arbitrarias de Fg en-
quanto que P, QQ e R designam simbolos de predicado. Mostre que:

1.

2.

3.

9.

10.

Fs.= (Va 1) — (3web1)
Fs.= (Vz(Vy P(z,y))) — (Vy(Vx P(z,y)))
Fs.= (Jz(3y P(x,y))) — Fy(Er P(z,y)))

Fs.= (Ve Q(z)) — (-(Bz =Q(x)))

- Fs.= (B2 Q(2)) — (=(Ve (-Q(x))))

Fs.= (Va (Y1 — ¥2)) — (Ve ¢1) — (Vo))
Fs.= (Vo) A (Ve ibp)) — (Va (Y1 Ay2))
Fs.= (Vo) V (Y iba)) — (Vo (1 V 42))
Fs.= ((Fz ) V Bz b)) — (Fz (Y1 V ¥2))

Fs.= (Jz (1 A2)) — ((Fz 1) A Bz o)) u

Exercicio 3.5.16 Apoés a leitura do capitulo 77, volte a resolver os exercicios ante-
riores usando a ferramenta Isabelle. [

Exercicio 3.5.17 Apresente uma prova para a Proposi¢ao 3.5.11. [
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3.6 Sistema dedutivo 7.

Nesta seccao apresenta-se mais um sistema dedutivo para a légica de primeira ordem:
um sistema de tableauzr (aqui designado 7;). Este sistema é, naturalmente, uma
extensao do sistema 7, apresentado para a légica proposicional.

Os livros [2, 6, 7, 3, 1] sdo exemplos de textos onde se podem encontrar descrigoes
de sistemas de tableaux para a légica de primeira ordem (entre outras). Existes algu-
mas diferengas entre os sistemas apresentados nestes textos. O sistema apresentado
na sequéncia é semelhante ao apresentado em [2], por exemplo.

3.6.1 Sistema dedutivo

Consideram-se fixados uma assinatura de primeira ordem ¥ = (SF, SP) com SF =
{SFiticv, € SP = {SPi},c v, e um conjunto numeravel de varidveis X. Tal como
no caso da légica proposicional, opta-se aqui também por considerar a negagao como
conectivo primitivo neste texto. Deste modo, a linguagem de primeira ordem consi-
derada nesta seccao é definida como anteriormente mas, como se disse, considerando
— como conectivo primitivo.

Definicao 3.6.1

Fy v é o conjunto de férmulas de primeira ordem sobre ¥ e X definido como ante-
K

riormente mas com — como conectivo primitivo. |

Consideram-se todas as notacoes relativas a tableaur anteriormente introduzidas
na seccao 77.

A semelhanca do caso proposicional, um tableau é uma &arvore etiquetada em
P(Fi ), isto é, uma arvore cujas etiquetas dos nds sao conjuntos de férmulas em

v x- Estas drvores sao de novo construidas partindo de uma drvore singular e
aplicando sucessivamente certas regras de inferéncia. As regras sao agora, para além
de A, -A, V, 7V, —», 7 — e =, as regras V, oV, d e 03.

Os tableaux de 7. constroem-se tal como os de 7.. As novas regras sao unarias,
no sentido em que a aplicagao de cada uma delas a um tableau t acrescenta um né
sucessor a folha de um certo ramo de t, e a aplicacao de cada regra depende da
existéncia de uma dada férmula na etiqueta de um né de t¢.

O sistema 7. é, de novo, um sistema de refutacao. Cada ramo de um tableau t
corresponde a uma tentativa de mostrar que o conjunto de férmulas ® correspondente
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a raiz de t é possivel. Quando todas as tentativas falham, pode concluir-se ¢ nao é
possivel.

REGRAS DE INFERENCIA DE 7.

A representacao usual das regras acima referidas é semelhante & apresentada no caso
de 7,. As regras A, =A, V, =V, —, 7 — e = sao andlogas as de 7,,. Seguem-se as
regras relativas aos quantificadores:

REGRA VY REGRA —V
YV =(Vz )
—V _ Y
[plf =([¢l3)
REGRA REGRA —
dx —(3z )
— 3 _ -3
[ply =([¢]F)

sendo que nas regras —V e 3 se exige que y nao pertenca as varidveis livres das
férmulas presentes no ramo que vai ser modificado por aplicagao das regras.

As regras de inferéncia acima referidas podem ser definidas de modo mais rigoroso
como se segue. Sao utilizadas todas as notagOes ja anteriormente introduzidas.

Definicao 3.6.2 SISTEMA 7.
O sistema 7. é constituido pelas regras de inferéncia seguintes. No que se segue, r,
denota um ramo de uma P(Fy y)-drvore a, t € TX ey € X.
e REGRA V: seVx ¢ € F(r,) entdo, por aplica¢do da regra V, obtém-se a P(Fy; y )-
arvore afra; {[¢l7 }];
o REGRA —V: se ~(Vz ) € F(r,) ey ¢ VL(F(rq)) entdo, por aplica¢io da regra
—V, obtém-se a P(Fy x)-drvore a[rq; {=([¢]5)};

e REGRA J: se Jxp € F(r,) e y ¢ VL(F(ry)) entdo, por aplicagio da regra 3,
obtém-se a P(Fy] y)-drvore a[rq; {[¢]y}];
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e REGRA —3: se =(Jz ) € F(r,) entao, por aplica¢ao da regra —3, obtém-se a
P(Fy x)-drvore alra; {=([¢]f)}];

e as regras A, oA, V, 7V, —, - — e —— tém defini¢do analoga a apresentada
para as regras com o mesmo nome no contexto do sistema 7,,.

As regras A, 7V, 0 —, 0, YV, 2V, d e 03, sdo regras undrias e as outras sao regras
bindrias. A variavel y explicitamente referida nas regras =V e 3 é a varidvel critica
da regra. [

Seguem-se agora a defini¢do do sistema dedutivo 7.

Definicao 3.6.3 SISTEMA 7. E TABLEAUX DE 7,
O sistema dedutivo 7, é constituido pelas regras de inferéncia A, A, V, =V, —, 7 —,
-, V, =V, 3 e =3 apresentadas na Defini¢ao 3.6.2.

O conjunto dos tableauzr de 7. define-se a semelhanca do conjunto 7,. De novo
se t é um tableau de 7. e ® é a etiqueta da raiz de t, diz-se que t € uma tableau para
®. Se ® é um conjunto singular {¢} diz-se também que t € uma tableau para ¢. =

Segue-se um exemplo de um tableau em 7.

Exemplo 3.6.4 Apresenta-se seguidamente um exemplo de um tableau de 7. onde
P é um simbolo de predicado de aridade 0 e Q é um simbolo de predicado unério.
As regras de inferéncia utilizadas sao indicadas, como é usual, & direita dos tracos
horizontais que separam cada né dos seus sucessores.

~(Bz (P = Q(x))) — (P — (32 Q(2))))

Jz (P — Q(x)), ~(P — (32Q(2))) _
P — Q(y)
P, =(32Q(2))
-P Qy)
S ——
-Q(y)
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Este é um tableau para —((3x (P — Q(x))) — (P — (32 Q(2)))). "

Definicao 3.6.5 TABLEAU FECHADO, ABERTO E CONJUNTO CONFUTADO
As nocoes de ramo fechado, ramo aberto, tableau fechado, tableau aberto e conjunto
confutado s@o andlogas as apresentadas na Definicao 77 e na Definicao 77. [

Exemplo 3.6.6 O tableau apresentado no Exemplo 3.6.4 é fechado e portanto o
conjunto {—((Jz (P — Q(z))) — (P — (32 Q(z))))} é confutado. "

A semelhanca do que acontecia no contexto do sistema 7,, mostra-se que um con-
junto ® confutado é um conjunto impossivel. Cada ramo r de um tableau corresponde
a uma tentativa de encontrar uma estrutura de interpretagao (e uma atribuigao) que
satisfaga ®. Um ramo fechado corresponde de novo a uma tentativa falhada Se todos
os ramos de um tableau t para ® sao fechados isso significa que todas as tentativas
falharam e, portanto, ® nao é possivel. No caso particular de ® = {—p}, a férmula
p € valida.

Tal como no caso do sistema 7,,, construcao de derivacoes em 7. pode ser efectuada
computacionalmente usando o ambiente de desenvolvimento de provas Isabelle. O
leitor interessado podera consultar desde ja o capitulo 7?7 no qual se apresentam os
conceitos relevantes para a representacao de sistemas que envolvam linguagens de
primeira ordem.

3.6.2 Correcgao e completude de 7.

Neste seccao apresentam-se os resultados de correccao e completude do sistema 7.

Tal como no caso do sistema 7, o resultado de correccao do sistema 7. estabe-
lece que todo o conjunto confutado é um conjunto impossivel (Coroldrio 3.6.10). A
estrutura da prova é semelhante & apresentada no caso de 7.

Proposigcao 3.6.7
Se t é um tableau de 7, e r é um ramo de ¢ fechado entdo F(r) é impossivel.

Prova: Trivial tendo em conta a definicao de ramo fechado. [

Proposigcao 3.6.8
As regras de inferéncia de 7. sdo correctas, o que, neste contexto, significa que se
t é um tableau de 7. e existe um ramo r de t tal que F(r) é possivel entao, se t' é
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um tableau obtido a partir de t por aplicagdo de uma das regras de inferéncia de 7.,
existe também um ramo " de ¢’ tal que F(r') é possivel. "

A prova pode ser encontrada em [2].

Proposigao 3.6.9
Seja t um tableau de 7. para ®.

1. Se ® é possivel entao existe uma ramo r de t tal que F(r) é possivel.
2. Se t é fechado entao ® é impossivel.

Prova: 1. A prova decorre por indugao no conjunto (indutivamente definido) dos
tableaux de 7.

Base: Imediato dado que ¢ é um tableau singular para ® e portanto o seu tnico
ramo r é tal que F(r) = ®.

Passo: A prova faz-se considerando as diferentes regras de inferéncia e usando a
Proposigao 3.6.8.

2. Imediato a partir de 1. [

Corolario 3.6.10
O sistema dedutivo 7. é correcto, isto é, se @ C Fy | é confutado entao ¢ é im-
possivel.

Prova: Se @ é confutado existe um tableau fechado para ®. Pela Proposicao 77, ®
é um conjunto impossivel. [

Proposigcao 3.6.11
Sejam ® Ce€ Fy y e finito e p € Fy 5.

1. Se {—¢} é confutado entao = .

2. Se ® U {—¢} é confutado entao ¢ = . "
Faz-se agora referéncia ao resultado de completude do sistema 7.. A prova pode

ser feita adaptando a apresentada em [2], ou mesmo adaptando a apresentada [8]
para o sistema com sequentes.
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Proposicao 3.6.12
Seja @ C Fy y finito e tal que VM (®) NV L(®) = 0. Se ® é impossivel entdo ¢ é
confutado. -

Proposicao 3.6.13
Sejam ¢ Ce€ Fy y finito e p € Fy y tais que VM () NV L(p) =0 e VM(®U{p})N
VL(U{¢}) = 0.

1. Se |= ¢ entao {—¢} é confutado.

2. Se @ = p entao ® U {—¢} é confutado. "

Naturalmente, observagoes semelhantes as apresentadas apds a Proposicao 3.5.14
sao também adequadas neste ponto.

Exercicios

Propoem-se seguidamente alguns exercicios sobre os assuntos expostos nesta secgao.

Exercicio 3.6.14 Na sequéncia 11, ¥ designam férmulas de Fg e P, @) designam
simbolos de predicado. Mostre que os seguintes conjuntos sao conjuntos confutados.
Para cada caso diga o que pode ser concluido sobre a validade da férmula envol-
vida, no caso de conjuntos singulares e o que pode ser concluido sobre consequéncia
semantica entre as férmulas envolvidas, nos outros casos.

L {=(Vzipr) — ()}

2. {Va(Vy P(z,y)), ~(Vy(Vz P(z,y)))}

3. {3x(3y P(z,y)), ~(Fy(Fz P(x,y)))}

4 {=((VzQ(x)) — (-(Fz ~Q(x))))}

5. {(Va (Y1 — 2)), ~((Vo h1) — (Vo ¢2))}
6. {=(((Vo 1) A (Vaihe)) — (Vo (1 Aee)))}
7. {=(((Vz 1) Vv (Vo)) — (Vo (1 V ¢2)))}
8. {~(((Bz ) vV (Fzep2)) — (Fz (Y1 V 42)))}

~—

~—~ o~
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9. {~((Fz (Y1 Atp2)) — ((Fwp1) A Bz e2)))} n
Exercicio 3.6.15 Apods a leitura do capitulo 77, volte a resolver os exercicios ante-
riores usando a ferramenta Isabelle. [
Exercicio 3.6.16 Apresente uma prova para a Proposigao 3.6.8. [

3.7 Sistema dedutivo H,

O sistema dedutivo H, é um sistema dedutivo para a logica de primeira ordem
(classica). E um sistema de tipo Hilbert semelhante ao apresentado para a logica
proposicional. E constituido por um conjunto de axiomas (esquema) e por duas
regras de inferéncia (o modus ponens tal como no caso proposicional e uma regra
relacionada com os quantificadores universais). Tal como no caso proposicional,
existem na literatura diversos sistemas deste tipo. Nas proximas secgoes seguem-se
as opgoes tomadas, por exemplo, em [9] e [10].

3.7.1 Sistema dedutivo

Consideram-se fixados uma assinatura de primeira ordem ¥ = (SF, SP) com SF =
{SEi}icpv,  SP = {SPi};cpv, € um conjunto numerdvel de varidveis X. Assume-
se ainda que se trabalha com o conjunto de férmulas F’ g definido anteriormente e
com o conjunto de termos 7'y . Recorde-se que neste caso apenas se assumem como
primitivos 1, o conectivo — e o quantificador V. Recorde-se também a notagao
3.2.24.

Definigao 3.7.1 SISTEMA DEDUTIVO H,
O sistema dedutivo H. é constituido por

Axiomas:
* 1 — (2 = ¢1) Al
o (p1 = (p2 = ¢3)) = ((p1 = ¥2) = (p1 — ¥3)) A2
o« Lo A3
e ((=¢1)) — ¥1 Ad
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o (Vz ) — [plf A5
o (Vz(p2 — #1)) = (w2 — (Vo 1)) A6
x ¢ VL(p2)

onde ¢, p1, P2, 3 representam férmulas arbitrdrias em F” *g ,x,y € X et representa
um termo arbitrério em 7'Y.

Regras de inferéncia:

e MP (modus ponens)

Y1 — P2 ©1

2

onde @1, @2 representam férmulas arbitrérias em F'sy.

e G (generalizacao)

YV

onde ¢ representa uma férmula arbitrdria em F'§ e 2 € X; ¢ é a premissa da
regra e Vx ¢ é a conclusao da regra. [

Definigao 3.7.2 DERIVAGAO EM H,
Semelhante & definicao apresentada no caso de H, tendo em conta que agora existe
também a regra de inferéncia G. [

Exemplo 3.7.3 Sendo ¢ € F'¥, um exemplo de derivacio de Vzo(Va1 ) a partir
de {Vx1(Vz2 @)} é

1. Va1 (V2 ) hipétese
2. (Vz1(Vx2 ) — Vo ¢ A5
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3. Vo ¢ MP 1,2
4. Voo @) — ¢ A5
5. ¢ MP 3,4
6. Va1 ¢ G5
7. Yaa (V1 @) G 6

"

Definigao 3.7.4 CONSEQUENCIA EM H. E TEOREMA DE H,
Nogdes semelhantes as apresentadas para H,. Sendo ® C F'S e ¢ € F'S | a notagao
agora utilizada é, naturalmente, ® k4, ¢ e 3, . [

Exemplo 3.7.5 Tendo em conta o Exemplo 3.7.3 tem-se que Vzo(Vz; ¢) é con-
sequéncia de {Vz1(Vx2 ¢)} em H,. n

Numa derivagao diz-se que uma féormula depende de ¢ se a férmula aparece na
derivagao através da aplicagao de uma regra de inferéncia em cujas premissas se
encontra ¢ ou outra formula que por sua vez também dependa de .

Proposigao 3.7.6 METATEOREMA DA DEDUCAO

Sejam 1, ...,¢n, @ € F'E, n € Ny, tais que @1, ..., ¢, Fr. @. Se na derivagio
todas as aplicagoes da regra G a ¢, ou a uma férmula que dependa de ¢, sao tais
que a varidvel que fica quantificada pela aplicacao de G nao pertence V L(ip,) entao

Ol P11 FH, on — ©. .

3.7.2 Correccao e completude de H.

O resultado de correcgao (fraca) do sistema H,. estabelece que todo o teorema de
H. é uma férmula valida (Proposicao 3.7.8). A correcgao de H, resulta do facto de
(i) os axiomas de H, serem férmulas validas e de (ii) as regras de inferéncia de H,
preservarem a validade das formulas, ou seja, se as premissas sao formulas validas
entdo a conclusao é também férmula vélida (Proposicao 3.7.7).

Proposigao 3.7.7 CORRECCAO DOS AXIOMAS E REG. DE INFERENCIA DE H,.
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1. Os axiomas de H,. sao formulas validas.

2. Se = 1 e |= g1 — 2 entdo |= o, para quaisquer 1,2 € F'y.

3. Se = ¢ entdo = Va ¢, para quaisquer p € F'S ez € X. n

Proposigao 3.7.8 CORRECGAO FRACA DO SISTEMA DEDUTIVO H,
O sistema dedutivo H,. é fracamente correcto, ou seja, para cada ¢ € F’ ‘g ,

se Fy. o entdo = . ]

Observagao 3.7.9 O sistema H,. ndo verifica a propriedade de correccao (isto é, se
P b9y, ¢ entdo @ = p, com ® C F'E e p € F'S) quando se considera a nogao de
consequéncia semantica que se tem vindo a utilizar até aqui (ver Definicao 3.3.18).
Basta considerar, por exemplo, a seguinte situagao: tem-se que P(x) Fy, VzP(x)
mas facilmente se conclui que P(x) £ VaP(x) (considere-se uma estrutura de in-
terpretagao cujo dominio é IN e interprete-se P como o predicado “ser par”). O
problema advém exclusivamente da regra de inferéncia G, pois, em geral, IMI, p IF ¢
nao implica M, p |- Vxp.

No entanto, se se utilizar a defini¢do de consequéncia semantica (global) referida
na Observacao 3.3.19 o sistema H, ja seria correcto. Com efeito, neste caso, a regra
de inferéncia G deixa de constituir um problema, pois se IMI IF ¢ entao M IF Vo,
para cada ¢ € F’ g e estrutura de interpretagdo IMI. Naturalmente, a regra MP
verifica também esta propriedade.

Refira-se ainda que podem ser também encontrados na literatura sistema dedu-
tivos de tipo Hilbert que sao correctos face a nocao de consequéncia seméantica da
Definigao 3.3.18. O leitor interessado poderd consultar [4] ou [2]. Nestes casos, a regra
G nao estd presente, mas os axiomas sao os acima referidos e Va; (Vaa(. .. (Vzpe)...))
onde ¢ é um qualquer dos axiomas anteriores e x1,x3,...x, € X, n > 1. O conjunto
dos teoremas destes sistemas é igual ao conjunto dos teoremas de H.. [

A prova da propriedade de completude do sistema dedutivo H, é bastante mais
elaborada do que a prova da correccdo e nao ird ser aqui detalhada. A prova pode
ser adaptada da apresentada, por exemplo, em [4] ou [2].

Proposicao 3.7.10 COMPLETUDE DO SISTEMA H,
O sistema dedutivo H, é completo: dados ® C F'E e p € F'¥,
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se ® = ¢ entao @ 3, . n
Observacgao 3.7.11 Como facilmente se pode concluir, a completude é também
verificada quando se considera a consequéncia seméntica global. [
Exercicios

Propoem-se seguidamente alguns exercicios sobre os assuntos expostos.

Exercicio 3.7.12 Na sequéncia 11, 99 designam férmulas arbitrarias de F” g e P,
(@ sao predicados unarios. Mostre que:

L A{va(P(z) = (=Q(x))), P(a)} Fr, —Q(a)
2. Fa, (Ya(r — ¢2)) = (Y ihr) — (Ve g))

3. by, b1 — (Y h)
se x ¢ VL(v)

4. {1 — (Yoipa)} by, Vo (1 — t2)
se x & VL(¢n)

5. {(Vz 1) — 2} o, ~(Va(=(v1 — ¢2)))
se x & VL(1s) "

Exercicio 3.7.13 Apresente uma prova para a Proposicao 3.7.6. Sugestao: A prova
¢ semelhante a sugerida no caso H,. O axioma A2 é relevante na prova do passo de

inducao relativo a regra G. ]
Exercicio 3.7.14 Apresente uma prova para a Proposigao 3.7.7. [
Exercicio 3.7.15 Apresente uma prova para a Proposicao 3.7.8. [
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