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Capitulo 1

Loégica proposicional

1.1 Introducao

A légica proposicional, a qual este capitulo é dedicado, pode ser vista como a parte da
logica que se ocupa do estudo do comportamento dos conectivos légicos e das regras
que os manipulam. As férmulas sao construidas apenas a partir de simbolos proposi-
cionais e de conectivos légicos. Os simbolos proposicionais representam proposigoes
(atémicas) cuja estrutura interna é, neste contexto, irrelevante.

E importante estudar em primeiro lugar a légica proposicional porque muitos
dos conceitos e técnicas envolvidos estao também presentes em légicas mais sofisti-
cadas e, numa primeira abordagem, a sua compreensao torna-se mais facil quando é
apresentada neste contexto mais simples.

Neste capitulo sao apresentados, em primeiro lugar, os aspectos sintacticos e
semanticos da légica proposicional. De seguida, apresenta-se um primeiro sistema
dedutivo para a légica proposicional: o sistema de deducao natural A,,. Como exem-
plo de outros sistemas dedutivos para a légica proposicional que podem também ser
encontrados na literatura, apresentam-se depois, de um modo mais sucinto, os se-
guintes sistemas dedutivos: o sistema de sequentes S, (e a sua variante S]’D), o sistema
de tableauz 7, e o sistema de tipo Hilbert H,,.

O capitulo esté organizado como se segue. Na seccao 1.2 introduzem-se os aspec-
tos sintacticos e na seccao 1.3 os aspectos semanticos. Na seccao 1.4 apresenta-se o
sistema de deducao natural \V,,. Na secgao 1.5 apresenta-se o sistema de sequentes S,
(e a sua variante 82’7), sendo o sistema de 7, apresentado na seccao 1.6 e o sistema H,,
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na secgao 1.7. No final de algumas secgoes sao propostos exercicios sobre os assuntos
nelas apresentados. Os assuntos expostos nas secgoes com a indicacao (x) tém um
caracter mais técnico e podem ser omitidos numa primeira leitura.

1.2 Sintaxe

Nesta seccao apresentam-se os aspectos sintacticos da légica proposicional. O objec-
tivo é definir uma linguagem formal que estabeleca a sintaxe das férmulas proposi-
cionais.

Para definir uma linguagem formal ha que escolher o alfabeto da linguagem e ha
que estabelecer quais sao as palavras que constituem essa linguagem. Estas palavras
sao usualmente designadas férmulas quando a linguagem formal estd, como é o caso,
associada a uma légica. O alfabeto da linguagem é um conjunto de simbolos e cada
férmula é uma sequéncia finita de simbolos do alfabeto.

Comega-se entao por apresentar a nocao de alfabeto proposicional.

Defini¢ao 1.2.1 ALFABETO PROPOSICIONAL SOBRE P
Dado um conjunto numeravel P, o alfabeto proposicional sobre P designa-se por Alfp
e é constituido por

e cada um dos elementos de P;

e o simbolo L (absurdo, contradicao, falso ou falsidade);

e o0s conectivos légicos — (implicagdo), A (conjungao) e V (disjuncao);
e os parénteses esquerdo e direito: (e ).

Cada elemento de P diz-se simbolo proposicional. [

Assume-se fixado um conjunto numeravel P. Os simbolos proposicionais em P
e o simbolo L s@o utilizados para representar proposigoes (asser¢oes ou afirmagoes).
Como se verd adiante, o simbolo | é usado para representar uma contradicdo. A
partir dos simbolos proposicionais e de 1. podem construir-se férmulas proposicionais
utilizando os conectivos 16gicos acima referidos. Estas formulas permitem representar
proposigoes (assergoes ou afirmagoes) mais complexas.
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Cada férmula é uma sequéncia finita de simbolos em Alfp, mas nem toda a
sequéncia deste tipo é uma féormula. Para completar a definicao da linguagem for-
mal pretendida, hé agora que estabelecer quais sao as formulas que constituem a
linguagem proposicional, isto é, qual é a sintaxe das formulas proposicionais.

Definicao 1.2.2 LINGUAGEM PROPOSICIONAL INDUZIDA POR Alfp
A linguagem proposicional induzida por Alfp designa-se por Fp e é o conjunto defi-
nido indutivamente da seguinte forma:

e pc Fp qualquer que seja p € P;
e | € Fp;
e (p = ¢)EFP, (pANY')EFP, (pV¢')EFp quaisquer que sejam ¢, @' € Fp.

Os elementos de Fp sao as formulas da linguagem proposicional induzida por Alfp.
u

Para simplificar a exposicao é usual omitirem-se os parénteses mais exteriores das
férmulas.

Exemplo 1.2.3 Sendo p, ¢, r, s e t simbolos proposicionais em P tem-se que
Y
* pAgq
e r—s
e (qVs)—t
sao exemplos de férmulas em Fp. Por seu lado, nao sao formulas em Fp as sequéncias
e pA
* —gq

e pVqr
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As férmulas p A q, r—s e (pV s) —t permitem representar novas proposigoes ou
assercoes construidas a partir das representadas por p, q, r, s e t.

Pode considerar-se, por exemplo, que p representa a assercao “eu estou atrasada”,
q representa a assercao “o meu automovel estd avariado”, r representa a assercao “eu
tenho febre”, s representa a assercao “eu estou doente”’e t representa a assergao “eu
fico em casa”. Neste caso, como se verd adiante com mais detalhe, a férmula p A ¢
permite representar a assercao “eu estou atrasada e o meu automével esta avariado”,
a formula r — s permite representar a assercdo “se eu tenho febre entdo eu estou
doente”e a férmula (q V s) — t permite representar a assergao “se o meu automaével
estd avariado ou eu estou doente entao eu fico em casa”. Note-se que em alternativa
ao uso de letras como simbolos proposicionais, também se poderiam ter escolhido
directamente “eu estou atrasada”, “o meu automodvel estd avariado”, etc. como
simbolos proposicionais. [

Os conectivos légicos introduzidos no alfabeto, neste caso A, V e —, sao designa-
dos conectivos primitivos. A partir destes, outros conectivos podem ser definidos por
abreviatura. Para ilustrar a nocao de conectivo definido por abreviatura, optou-se
por introduzir neste texto os conectivos — (negacao) e < (equivaléncia) por abrevi-
atura. Considera-se também a abreviatura T. Como se verd adiante, T representa
uma assercao que é sempre verdadeira.

Definigao 1.2.4 ABREVIATURAS
Sendo ¢, ¢’ € Fp:

& Y =apw p — L

° o =aw (= @) A (P — @)

o [ =4 L. [
A introducéo de abreviaturas facilita a escrita das férmulas. Por exemplo, usando

a abreviatura — a férmula ((¢ — L)A¢') — L pode ser escrita de modo mais simples
como —((—p) A ¢'). Usando as abreviaturas — e <, pode-se abreviar a férmula

(o= L) = (@ V) A V") = (p = L)) escrevendo (—p) < (¢’ V ¢").
Como se vera adiante (ver Exercicio 1.3.14), os conectivos A e V poderiam também
ter sido introduzidos apenas como abreviatura e nao como conectivos primitivos.

Na sequéncia serao por vezes necessarias as seguintes nocoes relativas a formulas.
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Definigao 1.2.5 COMPLEXIDADE DE FORMULAS
A funcao complexidade ¢ : Fp — IN( define-se indutivamente do seguinte modo:

e ¢(p) =0 paracada o € PU{L};

o (¢ = ¢")=cl¢ NP") =c(¢' V") =c(¢) +e(¢”) +1
¢ " € Fp.

Sendo ¢ € Fp, a complexidade de ¢ é c(p). n

Exemplo 1.2.6 Considere-se a férmula (¢ Vs) — ¢t € Fp em que p,q,t € P. A
complexidade desta férmula é 2: ¢((qVs) —t) =c((qVs))+c(t)+1=c(q)+c(s)+
1+e(t)+1=2. "

Definicao 1.2.7 FORMULA ATOMICA
Uma férmula ¢ € Fp diz-se atomica se c¢(p) = 0. "

Definigao 1.2.8 SUBFORMULAS
Para cada ¢ € Fp, o conjunto das subférmulas de ¢ denota-se por Sbf(y) e define-se
indutivamente como se segue.

o Sbf(p) = {p} para cada p € PU{L};
e sep b — " @ A" ou ¢ V" entdo Sbf(p) = Sbf(¢") U Sbf(¢") U {p}.
Cada elemento de Sbf(y) é uma subformula de . Uma subformula estrita de ¢ é uma

subférmula de ¢ distinta de ¢. Smb(p) denota o conjunto dos simbolos proposicionais
que ocorrem em ¢, isto é, o conjunto Sbf(¢) N P. n

Exemplo 1.2.9 Considere-se de novo a férmula (qVs) — t € Fp em que p,q,t € P.
o Sbf((qVvs)—t)={(qVs)—tqVs,q,s,t};
e Vs, q,s,tsao as subférmulas estritas de (q V s) — t;

e Smb((qVs)—t)=1{q,s,t}. ]
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1.3 Semantica

Nesta seccao apresentam-se os aspectos semanticos da légica proposicional. Introduz-
se primeiro a nocgao de estrutura de interpretacao e depois a nocao de satisfagao de
formula por estrutura de interpretacao. Seguem-se as nogoes de férmula possivel,
valida e contraditdria e por fim a nocao de consequéncia semantica.

Uma estrutura de interpretagao atribui uma interpretacao, ou denotagao, a cada
simbolo proposicional. Essa denotacao corresponde a um valor de verdade. Neste
texto escolhe-se para conjunto de valores de verdade, ou dominio das interpretacoes
ou denotagoes, o conjunto {0,1}. O valor 1 é usado quando se pretende que o simbolo
represente uma assercao verdadeira e 0 quando se pretende que o simbolo represente
uma assercao falsa.

Definigao 1.3.1 ESTRUTURA DE INTERPRETAGAO SOBRE P
Uma estrutura de interpreta¢ao (ou valorag¢ao) sobre o conjunto de simbolos propo-
sicinais P é uma funcao V : P — {0, 1}. "

Define-se de seguida a nocao de satisfagao de féormula por estrutura de inter-
pretagdo. Uma férmula pode ser ou néo satisfeita por uma estrutura de interpretacao
e pode ser satisfeita por uma dada estrutura mas nao o ser por uma outra.

A satisfacdo de uma férmula por uma estrutura de interpretacao depende da
interpretagao que essa estrutura atribui aos simbolos proposicionais presentes nessa
férmula, ou seja, depende dos valores de verdade que a estrutura atribui a cada um
desses simbolos. Depende também dos conectivos 16gicos presentes na férmula e do
significado, da interpretacgao, que se associa a cada conectivo. Embora a interpretacao
dos simbolos proposicionais possa variar de estrutura para estrutura, o significado
dos conectivos é fixo e tem um caracter funcional, no sentido em que a satisfacao de
uma férmula por uma estrutura depende apenas da satisfacdo das suas subférmulas
estritas por essa estrutura. A interpretacéao de L é também fixa.

Definigao 1.3.2 SATISFAGAO DE FORMULA
Seja V uma estrutura de interpretacao sobre P. A nogao de satisfagcdo de p € Fp
por V denota-se por

ViFe

e define-se indutivamente como se segue:
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para cada p € P, VIF pse V(p) = 1;

e 1nao se verifica V' IF L;

V IF ¢ — ¢ se sempre que V |- ¢ entao V IF ¢';

ViFeNng' se VIFpeVIE¢,
e ViFpVvy' se VIFpouVIky.

Sendo ¢ € Fp e V uma estrutura de interpretacao sobre P, V If ¢ é uma
abreviatura de “nao se verifica V' I ¢”, o que significa que ¢ nao é satisfeita por V.

Se V IF ¢, diz-se também que ¢ é interpretada como verdadeira por V e se V I ¢
diz-se que é interpretada como falsa.

Dado ® C Fp, V satisfaz ®, o que se denota por

VIiF®
se V I ¢ para toda a férmula ¢ € ®. ]

Exemplo 1.3.3 Sejam {p,q,7,s} C P eV : P — {0,1} uma estrutura de inter-
pretacao sobre P tal que V(p) =1, V(q) =0, V(r) =0e V(s) = 1. Tem-se que

e V IFp pois V(p) = 1;
e VI ¢ pois V(q) = 0;
e V If L pois nenhuma valoragao satisfaz 1 ;

o VIfpAgqpois VIFg;

o ViFr —spoisVIks;
e VIFg— L pois VIfg;
e VIfrv(pAng) poisVIFreVIFpAg. n

Observacao 1.3.4 Relativamente ao conectivo = (negagao), e como seria de esperar,
sendo ¢ € Fp e V uma qualquer estrutura de interpretacao, tem-se que V' IF —p se
e sose V IF .

Uma definicao alternativa & apresentada para a nocao V' I- ¢ — ¢’ é a seguinte:
ViFe — ¢ seesése VIF pouV IF¢. Obviamente, ambas as nogoes sao
equivalentes. n
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As féormulas em que ocorrem conectivos 16gicos permitem representar assergoes
mais complexas, e sao construidas a custa das assercoes mais simples representadas
pelos simbolos proposicionais e L. Atribuir um valor de verdade aos simbolos pro-
posicionais por intermédio de uma estrutura de interpretacao corresponde a atribuir
um valor de verdade as asser¢oes que esses simbolos representam. A veracidade ou
falsidade das assercoes representadas pelas férmulas mais complexas depende desses
valores de verdade e dos conectivos que nelas ocorrem. Uma asser¢ao é verdadeira
no contexto de uma certa estrutura de interpretagao se a férmula que a representa é
satisfeita por essa estrutura e é falsa se a formula nao é satisfeita.

Exemplo 1.3.5 Recorde-se o Exemplo 1.2.3 no qual é assumido que o simbolo p
representa a assercao “eu estou atrasada”, o simbolo ¢ representa a assercao “o meu
automovel estd avariado”, o simbolo s representa a assercao “eu estou doente’e o
simbolo ¢ representa a assercao “eu fico em casa’”.

A férmula p A g permite representar a asser¢ao “eu estou atrasada e o meu au-
tomdével estd avariado”. Suponha-se que a estrutura V é tal que V(p) = V(q) = 1.
Isto corresponde a assumir que as assergoes “eu estou atrasada’e “o meu automédvel
estd avariado”sao verdadeiras. O facto de V' |= p A ¢ significa que a assercao “eu
estou atrasada e o meu automével esta avariado”é verdadeira neste contexto em que
sao verdadeiras as assergoes “eu estou atrasada’e “o meu automével estd avariado”.
Considerando a estrutura V' tal que V'(p) =1 e V'(q) = 0, tal corresponde agora a
assumir que a asser¢ao “o meu automavel estd avariado”é falsa. Tem-se que V' (= pAg
e portanto a assercao “eu estou atrasada e o meu automodvel estd avariado”é falsa
neste novo contexto.

A férmula (¢ V s) — t permite representar a asser¢ao “se o meu automével esta
avariado ou eu estou doente entao eu fico em casa”. Suponha-se que a estrutura V
é tal que V(t) = 1. Isto corresponde a assumir que a asser¢ao “eu fico em casa’é
verdadeira. V = (¢ V s) — t o que significa que a assergao “se o meu automével
estd avariado ou eu estou doente entao eu fico em casa”’é verdadeira neste contexto
em que ¢ verdadeiras a asser¢ao ‘eu fico em casa”. Considerando a estrutura V'
tal que V'(q) = 1 e V'(t) = 0, tal corresponde agora a assumir que a asser¢ao “o
meu automoével estd avariado”é verdadeira e que a assercao “eu fico em casa”é falsa.
Tem-se que V' £ (¢Vs) — t e portanto a assergdo “se o meu automaével estd avariado
ou eu estou doente entao eu fico em casa’é falsa neste outro contexto. [

Seguem-se a nogoes de férmula possivel, formula contraditoria e de féormula vélida.
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Uma férmula possivel é uma férmula que pode ser interpretada como verdadeira, isto
é, é possivel encontrar uma forma de atribuir valores de verdade aos simbolos propo-
sicionais que faz com que a férmula seja interpretada como verdadeira. Uma férmula
contraditéria é uma férmula que nunca pode ser interpretada como verdadeira, ou
seja, nao € possivel encontrar uma interpretagao para os simbolos proposicionais que
permita interpretar como verdadeira esta formula. Uma férmula valida (ou tauto-
logia) é uma férmula que é sempre interpretada como verdadeira, ou seja, qualquer
que seja a interpretagdo para os simbolos proposicionais que se considere, a formula
¢é sempre interpretada como verdadeira. Pode dizer-se, informalmente, que uma
tautologia representa uma verdade universal pois é interpretada como verdadeira
independentemente do contexto ou situagao em que ¢é interpretada.

Definigao 1.3.6 FORMULA POSSIVEL, CONTRADITORIA E VALIDA
Seja ¢ € Fp.

e o diz-se possivel se existe uma estrutura de interpretagao V sobre P que satisfaz
¥;

e ¢ diz-se contraditoria (ou impossivel) se nenhuma estrutura de interpretagao
sobre P satisfaz ;

e ¢ diz-se vdlida, o que se denota por

F o

se todas as estruturas de interpretagao V sobre P satisfazem ¢. As férmulas
proposicionais validas sao também designadas tautologias.

Algumas destas nocoes podem ser estendidas também a conjuntos de férmulas:
sendo ® C Fp, ® diz-se possivel se existe uma estrutura de interpretagao V sobre
P que satisfaz todas as formulas em ® e ® diz-se contraditorio (ou impossivel) caso
contrario.

Usa-se a notagao [~ ¢ para indicar que ¢ nao é féormula vélida. [

Segue-se a nocao de consequéncia semantica entre um conjunto de férmulas ® e
uma férmula ¢. A nocdo de consequéncia semantica é importante porque representa
(ao nivel das férmulas) a nocao de raciocinio vélido entre assergoes: o facto de ¢
ser consequéncia semantica de ® assegura que uma assercao representada por ¢ sera
verdadeira sempre que o sejam as assercoes representadas pelas férmulas em ©.
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Definigao 1.3.7 CONSEQUENCIA SEMANTICA
Sendo ® C Fp, a férmula ¢ € Fp diz-se consequéncia semantica de P, o que se
denota por

CEw

se para cada estrutura de interpretacao V sobre P, se V' IF ® entao V IF .
Usa-se a notagdo ® [~ ¢ para indicar que a férmula ¢ ndo é consequéncia
semantica do conjunto ®. [

Exemplo 1.3.8 Seja {p,q,r,s} C P. Tem-se que

e sao férmulas possiveis
- D
—PpAg
—rVi(pAg)
—p—(¢—p)

sao férmulas contraditérias
- 1L

- pA(-p)
— (r—s)A(rA(-s))

e se uma férmula é contraditéria entao nao é uma férmula possivel
e se uma formula é possivel entdao nao é uma féormula contraditéria

sao férmulas validas
-7

- pV(-p)
— 1L —p
- (pNqg) —q
- p—(qg—p)

e 130 sao férmulas validas

10
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—rV(pAg)
- (pVvaqg) —p

{prha} Ep

ou seja, p é consequéncia semantica de {p A ¢}

e {p—4q} F(=q) — (-p)

ou seja, (—q) — (—p) é consequéncia semantica de {p — ¢}

e {p—=qag—rtEp—r
ou seja, p — r é consequéncia semantica de {p — ¢,q — r}

e {pvallEp
ou seja, p nao é consequéncia semantica de {p V ¢}

e {p—atlFa—vp
ou seja, ¢ — p nao é consequéncia semantica de {p — ¢}. [

Exemplo 1.3.9 Recorde-se de novo o Exemplo 1.2.3 no qual é assumido que o
simbolo r representa a assercao “eu estou com febre "e o simbolo s representa a
assercao “eu estou doente”.

A férmula r — s permite representar a assercao “se eu estou com febre entdao eu
estou doente”. Tem-se que {r,r — s} = s. Isto significa é um raciocinio vélido o
seguinte raciocinio: "sabendo que tenho febre e que sempre que tenho febre entao
estou doente posso concluir que estou doente”. [

A proposicao seguinte mostra que para determinar se uma férmula ¢ é ou nao
satisfeita por uma dada estrutura de interpretacao V', basta saber qual o valor que
V' atribui aos simbolos proposicionais presentes em . Isto significa que dadas duas
estruturas de interpretacao V e V' (sobre P), tem-se que se ambas atribuem os
mesmos valores aos simbolos proposicionais presentes em ¢ entao V' IF ¢ se e sé se
V! IF .

Proposicao 1.3.10
Sejam V e V' duas estruturas de interpretacao sobre P. Para cada ¢ € Fp, se
V(p) = V'(p) para cada p € Smb(p) entao V IF ¢ se e s6 se V' IF .

Prova: A prova utiliza o principio de inducéo aplicado ao conjunto Fp definido
indutivamente.

11
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Base: Existem dois casos a considerar: (i) ¢ é L e (ii) ¢ € P. O caso (i) é
trivial porque, pela Definicao 1.3.2, V I L e V' I L. O caso (ii) é também trivial
porque, uma vez V(p) = V/(p) para cada p € Smb(p), V(p) = V/(p) e portanto,
pela Definicao 1.3.2, V IF ¢ se e s6 se V' I .

Passo: Existem trés casos a considerar: (i) ¢ é @1 A @2, (i) ¢ é p1 V @g e (iii) ¢
é o1 — 2.

Suponha-se entdao que V(p) = V'(p) para cada p € Smb(p). Entdo, tendo em
conta a Defini¢ao 1.2.8, tem-se em cada um dos casos que V(p) = V'/(p) para cada
p € Smb(p1) U Smb(p2). Tem agora que se provar que, em cada caso, V' |- ¢ se e 86
se V'IF .

A hipétese de indugdo permite concluir, em cada caso, que V I @1 se e s6 se
V'IF @1 e VIF @y seesdse V' IF .

(i) Se V IF v1 A @2 entao, V IF @1 e V IF ¢y e portanto, pelo pardgrafo anterior,
VI @1 e V' IF g pelo que V' IF @1 A po. O reciproco é idéntico.

(ii) e (iii) Raciocinio semelhante ao apresentado em (i). "

Tendo em conta a Proposi¢ao 1.3.10, uma forma 6bvia de determinar se uma dada
formula ¢ é valida consiste em considerar todas as possiveis combinagoes de valores
que podem ser atribuidos aos simbolos proposicionais presentes em ¢ (assumindo,
para simplificar, que se L € Sbf(y) entdo L é também um simbolo proposicional a
que se tem de atribuir sempre o valor 0) e determinar, se em cada caso, a férmula é
satisfeita. Tal pode ser conseguido fazendo uma tabela, usualmente designada tabela
de verdade como se ilustra seguidamente.

Exemplo 1.3.11 Seja {p,q} C P. Considerando a férmula ¢ = (p A q) — ¢ tem-se
que Smb(y) = {p, q}. Tendo em conta a Proposigao 1.3.10, para determinar se todas
as estruturas de interpretacao sobre P satisfazem ¢ basta analisar o que acontece no
caso de a p e ¢ ser atribuido o valor 1, no caso de a p e ¢ ser atribuido o valor 0 e nos
casos em que lhes sdo atribuidos valores diferentes. H& assim que analisar 4 casos
diferentes. Pode para tal fazer-se uma tabela como a apresentada na Figura 1.1.

A tabela tem tantas colunas quantas as subférmulas de ; tem tantas linhas quan-
tas as possiveis combinagdes de valores que os simbolos proposicionais em Smb(yp)
podem tomar e mais uma linha (a primeira) onde se indicam as subférmulas de ¢
comegando pelos simbolos proposicionais e L (se existisse). Em cada uma das linhas
(a partir da segunda) indicam-se, nas colunas correspondentes, as diferentes com-

12
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pla|pha|(PAhg) —q
T[1] 1 1
0[0] 0 1
1{o0] o 1
0[1] 0 1

Figura 1.1: Tabela de verdade para (p A q) — ¢

binagoes de valores que podem ser atribuidos aos simbolos proposicionais (se existir
1, o seu valor sera sempre 0).

Na segunda linha, por exemplo, indica-se que se atribui a p e ¢ o valor 1. Nas
outras colunas desta segunda linha (as colunas correspondentes a cada uma das
outras subférmulas de @) coloca-se 1 se estas valoragoes satisfazem a férmula que se
encontra na primeira linha dessa coluna e 0 caso contrario. E facil de determinar se a
férmula em causa é satisfeita ou nao, usando a Definicao 1.3.2, uma vez que na tabela
val estar também a informacado acerca da satisfacdo de todas as suas subférmulas.
Note-se que esta linha é representativa de todas as valoracoes que atribuem o valor
1 aos simbolos proposicionais p e g. Como se disse, da Proposigao 1.3.10 resulta que
todas estas valoragbes se comportam da mesma forma face a satisfagdo de ¢ (e das
suas subférmulas).

As outras linhas preenchem-se de modo semelhante. Obviamente, para deter-
minar se @ é valida basta consultar as diferentes linhas da coluna correspondente a
esta férmulas e verificar se todas elas sao 1. Este é o caso da tabela apresentada e
portanto ¢ é valida.

Segue-se um outro exemplo correspondente a féormula ¢ = (pAg) — L. A tabela
é agora a apresentada na Figura 1.2 e portanto, dado que nas linhas correspondentes
a coluna de 1) existe um 0, ¥ nao é valida. [

Tendo em conta os pardgrafos anteriores, pode agora abordar-se a questdo da
decidibilidade da légica proposicional: a légica proposicional é decidivel, ou mais
precisamente, o problema de saber se uma férmula é ou nao valida é decidivel.

Informalmente!, um problema é decidivel se existe um algoritmo de decisdo para

!Para uma definicdo mais rigorosa do conceito de problema/predicado decidivel consultar, por
exemplo, [6].
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pla|Lliprg|(phg — 1L
1[1lo0] 1 0
ojlofo] o 1
1fojol o 1
o[1[o] o 1

Figura 1.2: Tabela de verdade para (p A q) — L

o problema, isto é, um conjunto finito de instrugdes/passos executdveis em tempo
finito, que permite obter em tempo finito uma resposta afirmativa ou negativa sobre
o problema em causa. Em particular, o problema de saber se uma férmula propo-
sicional é ou nao valida é decidivel se existir um algoritmo que, dada uma férmula
arbitraria, permita obter um resposta afirmativa ou negativa sobre a sua validade.
Com efeito, dada uma férmula ¢ é sempre possivel (embora nem sempre muito
eficiente) construir uma tabela de verdade para a férmula pois (i) o conjunto Sbf(p)
é finito e (ii) é sempre possivel determinar em tempo finito se uma valoragao satisfaz
um férmula. Apds a construcao da tabela basta consultar as linhas correspondentes &
coluna de : a férmula é vélida se todas as linhas sao 1 e nao é vélida caso contrario.

Exercicios

Propoem-se seguidamente alguns exercicios sobre os assuntos expostos nesta secgao.

Exercicio 1.3.12 Sejam {p,q,r} C P e 11, 15 férmulas arbitrarias de Fp. De entre
as férmulas seguintes indique as que sao possiveis, as que sao contraditérias e as que
sao validas

—(qVr)
2. (pAp—a) —q
3. (ghn(p—q) —p

4. ((=p) = @) A ((=p) A (=q))

5.p—(pNq)
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10.
1L (pV (=) Alg — p) A (1) = @) A (—p)
Y1 Abg) = (Y1 V ib2)

13. 2 — (Y1 V ¢2)

14, (=¢1) = (Y1 — ¥2)

15. by — (1 — ¢2)

16. (Y1 — ¢1) = ((=¢2) — (—¢1))

17. (1) = (Y1 — ¢2)

18. ((1 — 92) — 1) — 1

12.

Exercicio 1.3.13 Na sequéncia 1, 12, ¥3 e 14 designam férmulas arbitrarias de
Fp. Verifique se sao ou nao correctas as afirmacoes seguintes. No caso de nao serem
correctas contrua contra-exemplos apropriados, supondo, nesse caso, que 11, Yo, YP3
e Y4 designam simbolos proposicionais

—_

- (= (2 = s)) = (Y1 — ¥2) — (Y1 — ¥3))
2. = (Y1 = 2) — ((mh2) — (—¢h1))

3. {1 — o, b — 3,4 — b3} E b1 — Yy

4. =2 vV (3)) < (—a), ¥a} | 3 — (Y2 V1)
5. {(3 Atha) — b1, b2 — 3} | s — (b2 — 1)
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6. {1 — 2, ¥3 — Va4, P2 Vst =1 V3
7. {1 — (V3 AYy), (Y2 VP3) — Yst =Yy — Uy
8. {¢17¢2 - ¢3;ﬁ(¢1 A\ 1/}3)} ': _‘¢2 [ ]

Exercicio 1.3.14 Mostre que para cada estrutura de interpretacao V' se tem que

e VEp— LseesdéseVE o
o ViE @1 VypaseesdseV |E (mp1) — po
e VEpiANpaseesése V= —(p1 — (mp2)). "

1.4 Sistema dedutivo N,

Nesta seccao apresenta-se um sistema dedutivo para a légica proposicional: o sistema
de deducao natural NV,. Ao longo das seccoes seguintes poderd ser 1til o leitor ter
presente alguns dos conceitos que se encontram reunidos no apéndice 77, nomeada-
mente, 0s conceitos relativos as nocoes de arvore e arvore etiquetada.

1.4.1 Sistemas dedutivos

Dada uma qualquer férmula proposicional, é importante conseguir determinar se esta
é ou nao valida, pois tal significa determinar se qualquer assercao por ela representada
¢ ou nao sempre verdadeira. Determinar se uma férmula é ou nao valida pode ser
conseguido por via seméantica, analisando o que acontece para cada estrutura de
interpretagao. Uma outra forma consiste em seguir uma via sintactica, recorrendo a
um sistema dedutivo. Neste caso apenas se manipulam os simbolos que ocorrem nas
férmulas, nao estando envolvidas quaisquer interpretacoes.

Naturalmente é também relevante saber se uma férmula ¢ é consequéncia seméantica
de um conjunto de férmulas ®. Como foi referido, a nogao de consequéncia semantica
estd associada ao conceito de raciocinio vélido: o facto de ¢ ser consequéncia seméantica
® assegura que qualquer assercao representada por ¢ é verdadeira sempre que o forem
as assercoes representadas pelas formulas em ®. Tal como no caso da validade, saber
se uma formula ¢ é consequéncia semantica de um conjunto de formulas ® pode ser
conseguido por via semantica, mas pode também ser conseguido por manipulacao
simbodlica das férmulas utilizando um sistema dedutivo.
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Existem varios sistemas dedutivos para a logica proposicional, tendo cada um as
suas caracteristicas proprias, as suas vantagens e as suas desvantagens.

Um sistema dedutivo é tipicamente constituido por azxiomas e por regras de in-
feréncia, mas existem também sistemas dedutivos que s6 tém regras de inferéncia
(o sistema de deducao natural NV, é um deles). O que sdo os axiomas e as regras
de inferéncia depende do sistema dedutivo em causa mas envolvem sempre uma ou
varias formulas da linguagem.

A partir dos axiomas (se existirem) e das regras de inferéncia constroem-se de-
rivagoes ou deducgoes do sistema. Novamente, o que é uma derivacao ou dedugao
depende do sistema dedutivo em consideragao. Por exemplo, em certos sistemas
uma deducao é apenas uma sequéncia de férmulas mas, noutros sistemas, uma de-
rivagao pode ser apresentada como uma arvore (etiquetada).

Em certas situagoes pode dizer-se que uma dada derivagao é, em particular, uma
derivagdo de uma determinada féormula ¢ no sistema em causa. Numa derivagao
de uma férmula podem ainda estar presentes hipéteses (féormulas verificando certas
condigoes que dependem do sistema considerado). Se numa derivacao de ¢ estao
presentes hipdteses, diz-se que ¢ é, nesse sistema, consequéncia do conjunto das
hipoteses. Uma formula ¢ para a qual exista uma derivagdo sem hipdteses é um
teorema desse sistema dedutivo.

Para que possa ser util para estabelecer validade ou consequéncia semantica, um
sistema dedutivo deve ter propriedades que relacionem de modo adequado certas
derivacoes do sistema com certas nogoes seméanticas. Uma propriedade importante
¢ a que ¢ usualmente designada por correc¢go. Um sistema com esta propriedade
é designado sistema correcto. Em geral, um sistema diz-se correcto se sempre que
uma férmula ¢ é consequéncia de um conjunto de hipdteses ® nesse sistema, entao
p é também consequéncia semantica de ®. Ao estabelecer num sistema correcto
que @ é consequéncia de um conjunto de hipéteses ® pode também concluir-se, pela
correcao do sistema, que ¢ é consequéncia semantica de ®. Assim, é possivel estabe-
lecer consequéncia semantica através apenas da manipulacao simbdlica de férmulas
proporcionada pelos axiomas e regras de inferéncia, sem se recorrer portanto expli-
citamente a quaisquer nogoes semanticas. Consideragoes semelhantes se aplicam ao
caso particular de o conjunto de hipdteses ser vazio, caso em que o facto de uma
férmula ser teorema do sistema permite concluir que é férmula valida. A correcgao
de um sistema dedutivo é, em geral, uma propriedade cuja prova é relativamente
facil.
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Refira-se que certos autores definem a nogao de sistema correcto exigindo apenas
que todos os teoremas do sistema sejam férmulas validas. Outros autores consideram
a versao referida no paragrafo anterior, designando os sistemas que verificam apenas
esta outra versao como sistemas fracamente correctos (ou como tendo a propriedade
correc¢ao fraca). E também esta a opcao tomada neste texto, isto é, a nocao de
correcgao utilizada corresponde a versao atrds apresentada.

Uma outra propriedade desejavel num sistema dedutivo é a completude. Em geral,
um sistema diz-se completo se sempre que uma férmula ¢ é consequéncia semantica
de um conjunto de formulas ® entdao ¢ é consequéncia nesse sistema do conjunto
de hipdteses ®. A prova de completude de um sistema dedutivo é, em geral, mais
elaborada que a prova de correcgao.

Tal como no caso da correcgao, certos autores definem a nocao de completude
exigindo apenas que todas as férmulas validas sejam teoremas. Outros autores consi-
deram a versao referida atras, designando esta nova versao como sistema fracamente
completo (ou como tendo a propriedade completude fraca). Uma vez mais, é também
esta a opcao tomada neste texto, ou seja, a nocao de completude utilizada corres-
ponde a versao que primeiro de apresentou.

Para terminar, refira-se ainda que, relativamente a nogao de sistema completo,
existem outros textos que usam essa designagao para sistemas tais que, para cada
formula ¢, se tem que ou ¢ é teorema do sistema ou —p é teorema do sistema. Neste
texto, e seguindo varios outros autores, esta propriedade nao é assim designada, es-
tando sim relacionada com a nogao de conjunto coerente maximal (Definigao 1.4.32).
Existe ainda na literatura uma outra variante no que diz respeito a nocao de com-
pletude fraca: para certos autores um sistema é fracamente completo quando, para
cada conjunto finito @, se ¢ é consequéncia semantica ® entao ¢ é consequéncia de
® no sistema.

Nesta seccao apresenta-se um sistema dedutivo para a légica proposicional: o
sistema de deducao natural NV,,.

Sistemas de deducao natural para a légica cléssica (proposicional e primeira or-
dem) foram introduzidos pela primeira vez nos anos 30 por S. Jaskowski [11] e por
G. Gentzen [10] (neste dltimo caso também para a 1égica intuicionista).

Existem na literatura diferentes modos de apresentar sistemas de dedugao natu-
ral. Em certos textos como, por exemplo, [10], [12], [15] e [14], as dedugbes cons-
truidas sao arvores. Foi esta a versao adoptada neste texto tendo-se em particular
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optado por uma apresentacao semelhante & que se encontra em [14]. Noutros casos
como, por exemplo, [11] e [7], as dedugoes sao essencialmente sequéncias de férmulas
com alguns detalhes adicionais.

Na subseccao 1.4.2 faz-se uma apresentacao do sistema dedutivo NV, de uma forma
mais ou menos informal, analoga & que é comum encontrar na literatura, e decidiu-se
fazer uma apresentacao gradual através de diversos exemplos cujo objectivo é ir ilus-
trando de uma forma progressiva os aspectos mais importantes do sistema dedutivo.
Esta apresentacao proporciona ao leitor a descricao dos aspectos essenciais do sis-
tema dedutivo NV, e permite que o leitor possa construir com facilidade derivagoes no
sistema. Pretendeu-se também neste texto apresentar este assunto de um modo mais
preciso, estabelecendo definigoes rigorosas das varias nogoes envolvidas. O leitor in-
teressado pode encontrar essa descricao na subsecgao 1.4.4. As provas de correccao e
completude do sistema encontram-se na sec¢ao 1.4.5. Na secgao 1.4.6 sao propostos
diversos exercicios.

A construgao de derivagoes em N, pode ser efectuada computacionalmente usando
o ambiente de desenvolvimento de provas Isabelle. Este assunto é abordado no
capitulo 77.

1.4.2 O sistema de dedugao natural N,

No ambito do sistema N, sdo construidas drvores, as quais sao usualmente designadas
drvores de dedugdo ou drvores de derivacdo ou ainda, mais simplesmente, deducoes
ou deriwagoes. Cada arvore de dedugao é uma arvore etiquetada que verifica deter-
minadas propriedades. As arvores de deducdo sao construidas partindo de arvores
singulares e utilizando sucessivamente regras de inferéncia. A aplicagdo das regras
de inferéncia permite obter novas dedugoes a partir de outras dedugtes. As etique-
tas dos nés das drvores sao constituidas, como seria de esperar, por férmulas de Fp
mas também incluem determinado tipo de informacao complementar. As férmulas
associadas as folhas das arvores de deducao desempenham neste contexto o papel
de hipoteses. A estas formulas estdao associadas marcas. As férmulas dos outros
nos pode também estar associada informacao sobre marcas de hipéteses. A férmula
relativa ao né raiz é a conclusao da arvore.

Apresentam-se seguidamente alguns exemplos ilustrativos.

Exemplo 1.4.1 A &rvore d

19



P. Gouveia e F.M. Dionisio 1.4 Sistema dedutivo N,

P! Y1 — o ?
— F
(0 Yy — (3 Ay)?
—F
3 AN by
NEy
3

é uma &rvore de dedugao do sistema dedutivo N, (neste contexto, as arvores sao
usualmente representadas com as folhas acima da raiz). Estas arvores de dedugao
podem também ser designadas arvores de derivagao e constituem as dedugoes (ou
derivagoes) deste sistema.

A conclusao da arvore de dedugao é a férmula 13 (a férmula associada ao né
raiz) pelo que se diz que a arvore constitui uma dedugao (ou derivagao) de 13 em
Np. As férmulas 11, 1 — ¢ € o — (3 A1by) (as formulas relativas as folhas da
arvore) sao as hipdteses da arvore de dedugao. A cada hipdtese estd associado um
natural, o qual constitui a marca da respectiva hipétese. Nos exemplos que irao sendo
apresentados as marcas das hipdteses sao naturais mas poder-se-iam utilizar outros
tipos de marcas. Uma deducao pode ter varias hipéteses iguais pois pode acontecer
que a folhas distintas esteja associada a mesma férmula. Neste caso, as respectivas
marcas poderao ser iguais ou diferentes. No entanto, a hipdteses distintas devem
corresponder marcas distintas. Caso esta condicao nao seja verificada diz-se que
existe conflito de marcas. Deste modo, as dedugoes de N, tém de ser sempre dedugoes
sem conflitos de marcas. A necessidade de considerar estas marcas associadas as
hipoteses serd detalhada mais adiante.

Os tragos horizontais correspondem a aplicagoes de regras de inferéncia. Neste
caso foram aplicadas as regras — FE (duas vezes) e a regra AE;. A designagao
— F significa “eliminagao da implicacao”e a designacao AEy significa “eliminagao da
conjuncao a direita”. A indicacao das regras aplicadas nao é estritamente obrigatoria,
mas facilita a analise das derivagoes.

A construcao desta drvore pode decorrer da seguinte forma:

(i) consideram-se as arvores singulares

Y1t e Y1 — o ?
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cujos nos sao etiquetados com as hipdteses 11 e 1)1 — 1o e respectivas mar-
cas. A notacdo 11 ! constitui um modo simples de representar que ao né estd
associada a férmula 91 e a marca 1, o mesmo acontecendo no caso de 1), — 1) 2.

(ii) partindo das &rvores singulares consideradas em (i) e por aplicacao da regra
— F, obtém-se a arvore

Pt Y1 — 1o 2
— F

(e

cuja raiz tem associada a férmula 15 (a indicagdo de que foi aplicada a regra
— E é usualmente representada do lado direito do trago horizontal);

(iii) partindo da arvore obtida em (ii) e da arvore singular a cujo né esté associada
a outra hipétese e respectiva marca, isto é, 15 — (3 A4) 3, e novamente por
aplicacao da regra — E obtém-se a arvore

P! Y1 — o ?

— F

(25 Yo — (Y3 N hy) 3
—F

Y3 APy
cuja raiz tem associada a férmula 3 A 14

(iv) finalmente, partindo da arvore obtida em (iii) e por aplicacdo da regra AEy,
obtém-se a arvore final d.

Foi atras referido que a deducao apresentada no inicio deste exemplo constitui
uma dedugao de 3. Detalhando um pouco mais, pode ainda dizer-se que ela constitui
uma deducao, ou derivagao, de 13 a partir de um certo conjunto de hipoteses. Sao as
marcas das hipdteses e o facto de estas marcas ocorrerem ou nao em nés interiores
da arvore que permitem dizer qual é esse conjunto de hipdteses. Como neste caso as
marcas s estao presentes nas folhas, diz-se que todas as hipGteses estao abertas, ou
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que nenhuma hipétese foi eliminada, e o referido conjunto de hipéteses é {11,191 —
o, 109 — (13 A b))}, ou seja, o conjunto constituido por todas as hipdteses abertas.
Adiante se verd como se eliminam (ou fecham) hip6teses. Utiliza-se usualmente a
notagao

{1,901 — b2, 2 — (Y3 Aa)} F, 3

para representar o facto de existir uma deducéo em 3 em N, a partir do conjunto
de hipéteses referido. [

No exemplo anterior foram utilizadas as regras — E e AFy. Segue-se a descricao
destas regras.

Regra — E (eliminagao da implicacao)

A regra — F permite concluir (o a partir de 1 e o1 — 9, ou, mais precisamente,
permite obter uma derivagao de o a partir de derivacoes de ¢ e de ¢ — a.
O raciocinio subjacente a esta regra é conhecido como modus ponens e significa
informalmente o seguinte: sabendo que a partir da assercao a se pode concluir a
assercao [ e sabendo que « se verifica entao pode concluir-se que [ se verifica. A
regra é usualmente representada do seguinte modo

Dy Dy
$1 $1 — P2

—F
©2

onde os elementos acima do traco horizontal correspondem as derivagoes as quais vai
ser aplicada a regra: a derivagdo com conclusao ¢ (& esquerda) e a derivacao com
conclusao p; — @y (a direita). Para que a nova drvore nao tenha conflito de marcas
(dadas quaisquer duas folhas distintas, se as férmulas correspondentes sao distintas
entdo as marcas correspondentes também o sdo) é necessario exigir que estas duas
derivagoes nao tenham conflito de marcas entre si (dada uma qualquer folha de uma
delas e uma qualquer folha da outra, se as férmulas correspondentes sao distintas
entdo as marcas correspondentes também o sao).

Esta regra tem aridade 2, ou é uma regra bindria (pois a nova derivacao é obtida
a partir de duas outras derivagoes). \Y
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Regra AE; (eliminagao da conjuncao a direita)

A regra AE, permite obter uma derivacao de ¢ a partir de uma derivacao de
©1 A 2. Informalmente esta regra representa o raciocinio seguinte: se as assercoes
a e 3 se verificam entao, em particular, verifica-se c.

A regra é usualmente representada do seguinte modo

D

p1 N\ @2
N OF

¥1
onde acima do traco horizontal se encontra representada a arvore com conclusao
©1 A @2 a qual vai ser aplicada a regra. Esta regra tem aridade 1, ou é uma regra

undria (pois, neste caso, é apenas necessaria uma tnica derivagdo para obter a nova
derivagao). \Y

Como seria de esperar existe uma regra semelhante a AF; mas em que a eli-
minacao é realizada a esquerda.

Regra AE, (eliminacao da conjungao a esquerda)

A regra AFE. é usualmente representada do seguinte modo

D

P1 N\ p2
— AE,

P2
sendo em tudo andloga a regra AFEy. \Y%
Nos exemplos seguintes ilustra-se uma outra regra relacionada com a implicagao.
Exemplo 1.4.2 A &rvore dy
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Y1 Ao !
— ANEy

U1

—1I,1
(11 Napa) — an

é uma outra drvore de deducdo do sistema dedutivo N, e, portanto, uma outra
deducao ou derivagao neste sistema. E, em particular, uma derivagao da férmula
(11 Apg) — 1. Na construgao desta arvore foi utilizada a regra AFEy e a regra — I.
A designagao — I significa “introducgao da implicagao”. Note-se que a marca 1 esta
associada a hipdtese ¥; A 12 e também se encontra associada a aplicagao da regra
—I. Esta situagao esta relacionada com o facto de a regra — I permitir eliminar ou
fechar hipoteses.

A ideia subjacente a regra — I esta associada ao procedimento mais comum para
estabelecer assercoes do tipo “se o entao 3”: assumir a assercao « como hipdtese e
tentar concluir a assercao 3. Naturalmente que se para concluir 5 apenas é necessaria
a hipotese o entao a prova da assercao “se a entao ”nao depende de quaisquer
assumpcoes prévias. No caso em que forem também necessarias hipdteses distintas
de « entdo a prova da asser¢ao “se a entao 7 depende dessas assumpgoes adicionais.
Em ambos os casos a hipétese o pode ser vista como uma hipdtese auzxiliar, isto é,
uma hipdtese que é utilizada temporariamente para se conseguir concluir 5 (com o
propdsito de estabelecer “se « entao 37).

Voltando & deducao apresentada no inicio, tem-se que a arvore do

Y1 Apo!
—  A\Ey

U1

é precisamente uma deducao de v¢; assumindo a hipdtese ¥ A ¢3. Conclui-se entao
(11 Ahg) — 11 construindo a arvore di, por aplicagao da regra — I. A aplicagao da
regra — I corresponde assim a introducao da implicacao entre ¥ A ¥ e ¥, dada
uma derivagao de 11 a partir da hipétese 11 A 1o.

Quando se obtém a derivagdo de 11 a partir de 11 A ¥9, pode dizer-se que a
hip6tese ¥1 A 1 j4 “cumpriu o seu papel”. A férmula 1 A 12 (o antecedente da
implicagao em causa) pode ser vista como uma hipétese auziliar que é utilizada para
derivar 1; (com o propésito de estabelecer (Y1 A 2) — 11). Assim, a aplicacao da
regra deve conduzir & eliminagdo (ou ao fecho) desta hipétese auxiliar. Tal eliminagao
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é efectuada associando ao né raiz da drvore d; informacao que indica a hipétese que se
elimina. Tal informagao é precisamente a marca da hipdtese e é por este motivo que
se torna necessario associar marcas as hipdteses. A marca associada a hipétese 11 Ag
é 1 e é por isso que este natural se encontra junto a — I (embora, em rigor, a marca
faca parte da etiqueta do no, ela é usualmente representada junto da designacao da
regra). Note-se que, neste caso, apenas existe uma hipdtese correspondente a formula
11 A 1, mas pode haver mais (ou nenhuma) como se verd adiante.

No caso geral, dada uma arvore de deducgao, consideram-se eliminadas ou fechadas
todas hipoteses da arvore cujas marcas se encontrem associadas a nods interiores da
arvore. Esses nés serao sempre resultantes da aplicacao da regra — I ou da aplicagao
de uma de duas outras regras que também conduzem a eliminacao de hipdteses e que
serao descritas mais adiante.

Como foi referido, as hipéteses de uma arvore de dedugao que nao sao fechadas
dizem-se abertas. Dada uma drvore de deducao do sistema N, diz-se que ela constitui
uma dedugao (ou derivagao) em N, da férmula associada ao né raiz (a conclusao da
arvore) a partir do conjunto das hipé6teses abertas. No caso particular do conjunto
das hipdteses abertas ser vazio, isto é, no caso de nao existirem hipdteses abertas,
diz-se que a conclusao da arvore é um teorema do sistema N,.

No caso deste exemplo, a arvore d; é derivagao de (¢ A ¥2) — 11 a partir do
conjunto vazio de hipdteses abertas e portanto a férmula (i1 A 12) — 11 é um
teorema de N,. A notagao

Fa, (U1 Apa) — 4y

¢é usada para representar este facto. [
No préximo exemplo apresenta-se mais uma derivagao envolvendo a regra — I.

Exemplo 1.4.3 A &rvore

Y1l Y1 — ho?
—F
W by — (Y3 A thg)
—F
3 Ny
NE,
3
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B ——

Y1 — 3

é uma derivagao do sistema dedutivo NV,. Esta drvore é obtida a partir da drvore d
do Exemplo 1.4.1, por aplicacao da regra — I e eliminando a hipétese 1. A arvore
d tem trés hipoteses abertas e constitui uma derivacao de 3 a partir do conjunto
de hipéteses {¢1,191 — 2,12 — (3 A1hyg)}. A drvore aqui apresentada tem duas
hipéteses abertas e constitui uma derivacao de ¥ — 3 a partir do conjunto de
hipéteses {11 — 12,92 — (Y3 A thg)}.

A derivacao d do Exemplo 1.4.1 pode ser interpretada como uma derivacao de
13 a partir da hipotese 1, usando como hipéteses adicionais as férmulas 11 — 1o €
1o — (3 A1)4) ou, dito de outro modo, d revela que a partir de ¢ é possivel derivar
13 se se considerarem também as referidas hipéteses adicionais. Daqui resulta entao
a conclusao de que, sob as hip6teses ¥ — 12 € 3 — (13 A 1)4), se deriva 1)1 — 3.

Naturalmente que também a partir da referida arvore d se pode obter, por exem-
plo, uma derivacao de (¢1 — 2) — 13 a partir ¢; e 2 — (3 A 104). Basta para
isso aplicar a regra — I mas eliminando agora a hipdtese 11 — s.

A partir da arvore d, e por sucessivas aplicacoes da regra — I, pode obter-se
ainda a seguinte derivagao

Yt Y1 — o
- F
o VYo — (Y3 Ahs)3
—F
3 Ny
—  A\Ey
Y3
—1I,1
P — 13
—1,3
(Y2 — (Y3 Aha)) — (Y1 — ¢3)
— 1,2

(1 — 2) — (Y2 — (Y3 Aa)) — (Y1 — 3))

a qual constitui uma derivagao de (Y1 — ¥2) — (Y2 — (Y3 A ) — (Y1 — 3))
a partir de um conjunto vazio de hipdteses, o que significa que esta férmula é um
teorema do sistema dedutivo. [
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Descreve-se agora a regra — 1.

Regra — I (introdugao da implicacao)

A regra — [ permite obter uma derivagdo para p; — @92 dada uma derivacio de
2 a partir de um conjunto de hipéteses contendo, eventualmente, ¢1. E usualmente
representada do seguinte modo

m

[¢1]
D

©2
— —=>1I,m

onde acima do traco horizontal se encontra representada a derivacao cuja conclusao é
2 e tem (eventualmente) hipéteses abertas correspondentes a férmula ¢ e & marca
m. Esta marca m envolvida na aplicacao da regra deverd verificar uma de duas
situagoes:

(i) é a marca de uma ou mais hipdteses abertas correspondentes a férmula ¢; (o
antecedente da implicacdo obtida) ou

(ii) é uma marca que nao ocorre na derivagdo a que se aplica a regra (ou seja, é
uma marca nova,).

Quando se pretende fazer referéncia directa ao antecedente da implicacao e/ou a
marca envolvida diz-se, por vezes, que a nova derivacao é obtida por aplicacao da
regra — I com férmula ¢; e marca m. Esta regra tem aridade 1.

A regra — I constitui o primeiro exemplo de regras que permitem eliminacao de
hipéteses. A notagao [p1]™ significa que na arvore a que se aplica a regra poderao
(ou ndo, como se ilustra adiante) existir hipéteses abertas correspondentes a 1 e
com marca m. E importante notar, portanto, que na aplicacdo desta regra nem
sempre tém de ser eliminadas hipdteses. O exemplo seguinte ilustra estas situacoes.

Exemplo 1.4.4 A &rvore
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o
— 2

o — Uy

——

Y1 — (Y2 — 1)

¢ uma arvore de dedugao do sistema dedutivo N,. A conclusao é ¢ — (¢ — 11).
Tem uma hipétese fechada que corresponde a férmula 11 e ndo tem hipéteses abertas.
Constitui uma dedugao de 11 — (12 — 1) a partir do conjunto vazio de hipéteses
e, portanto, 1 — (92 — 1P1) é um teorema do sistema N),.

O que se pretende ilustrar com este exemplo é o facto de a regra — I poder
ser aplicada eliminando um conjunto vazio de hipéteses. Com efeito, a primeira
aplicacao da regra — I nao elimina hipdteses pois nao existem hipéteses com marca
2. Este caso de aplicagao da regra corresponde informalmente ao seguinte raciocinio:
se se assume que se verifica a assercao (3, entao ¢ trivial concluir § a partir de uma
qualquer assercao « e, portanto, é trivial concluir “se a entao 3”independentemente
de qual a assercao a que se considere.

Uma outra forma de proceder em situacoes deste tipo seria nao introduzir marca
alguma. Por uma questao de uniformidade no tratamento de regras que eliminam
hipéteses, nao foi neste texto tomada esta opcao.

Um outro aspecto que merece atencao ¢ o facto de nada impedir que ao aplicar
a regra — I se utilize uma marca nova (isto é, uma marca que nao ocorre na arvore)
em situacoes em que se poderiam eliminar hipéteses. A arvore

P!
S
o — Py

- 13

Y1 — (Y2 — 1)

¢ também uma drvore de dedugao do sistema N,. A conclusao é ¥ — (Y2 — 1)
e tem uma hipdtese aberta que corresponde a férmula 1. Constitui uma dedugao
de Y1 — (Y2 — 1) a partir de {¢1}. Como é ébvio, a hipdtese 1)1 é irrelevante
para a derivagao de ¥ — (12 — 1), no sentido em que é possivel fazer uma
derivacao na qual esta hipdtese é eliminada. Mas, como se sabe, ao estabelecer um
dado resultado nao é incorrecto considerar mais hipdteses do que as estritamente
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necessarias para esse fim. Apesar deste tipo de derivagoes ser permitido, em geral
nao sao extensivamente utilizadas. [

O proximo exemplo ilustra mais duas regras relacionadas com a conjuncao bem
assim como mais alguns aspectos relativos a marcas de hipdteses.

Exemplo 1.4.5 A &arvore d;

Y1l P — (Yo Arpz) 2 Y1l Y — (P2 Arps)?

—F —F
o A3 o NP3
ANEg — NE,
o 3
~I71 — 11
1 — o 1 — Y3
Vi

(Y1 — Y2) A (Y1 — 3)

é uma deducao de (11 — 2) A (Y1 — 1b3) a partir de {11 — (2 A1P3)} em N,.

Na construcao da arvore foram usadas, para além das regras ja conhecidas, mais
uma regra relacionada com a conjuncgao: a regra Al, “introducdo da conjuncgao”.
Esta regra permitiu construir uma derivacao de (11 — ¥2) A (1 — 13) a partir de
derivagoes de 1 — g € P — 3.

Pretende-se também ilustrar com este exemplo, o caso em que existem hipdteses
iguais em folhas distintas. Com efeito, a arvore tem duas hipoteses abertas, corres-
pondendo ambas & férmula ¢ — (12 A 13). Tem também duas hipé6teses fechadas,
correspondendo ambas a formula ;. Esta situacao é por vezes descrita dizendo que
1 — (2 A 3) (ou 91) foi usada como hipdtese duas vezes, ou que a hipétese foi
usada duas vezes. Por vezes, quando existem varias folhas com a mesma férmula ¢,
fala-se simplesmente na hipdtese .

Um outro pormenor relacionado com a existéncia de hipdteses iguais é o facto
de, como ja havia sido referido, hipdteses iguais poderem ter marcas diferentes. A
primeira vista podera parecer que esta situagao nao é de grande utilidade, mas como
se verd adiante, existem situacoes em que tal se revela importante. Assim, a arvore

do
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Y1t P — (Yo Aipz) 2 P13 1 — (Yo Ag)?

—F
2 NP3 o A3
— NEy — ANE,
o 3
1 1.3
1 — o 1 — Y3

i

(1 = P2) A (Y1 — 3)

na qual uma das hipéteses 11 tem agora marca 3 e uma das hipéteses 11 — (12 A13)
tem agora a marca 4, é também uma &rvore de dedugao de N, e tem a mesma
conclusao, as mesmas hipéteses fechadas e as mesmas hipéteses abertas que di. A
arvore dp constitui também uma dedugao de (1 — 12) A (1 — 3) a partir do

conjunto de hipdteses {11 — (2 A )3)}.

Regra AI (introducao da conjungao)

A regra Al permite obter uma derivacao de @1 A o a partir de uma derivacao
de ¢1 e de uma derivagao de po. Informalmente representa o raciocinio seguinte: se

as assercoes « e (3 se verificam entao verifica-se a sua conjungao.
A regra é usualmente representada do seguinte modo

Dy Dy
®1 ()
Vi
P1 N\ P2

onde os elementos acima do trago horizontal representam, a semelhanca das regras
ja apresentadas, as derivacoes de ¢ e de po. Tal como no caso da regra — I, ha que
exigir que estas duas derivacoes nao tenham conflito de marcas entre si para que a

nova derivacao nao tenha conflito de marcas.
A regra tem aridade 2.

O proximo exemplo ilustra uma das regras relativas a disjuncgao.
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Exemplo 1.4.6 A arvore

P! Y1 — o ?
— F
)2
SR
P V13
—1I,1

Y1 — (P2 V 13)

é uma drvore de deducdo do sistema dedutivo N,. Constitui uma derivacao de
1 — (12 V 1b3) a partir de {11 — o}.

Este exemplo ilustra a utilizacdo da regra VI;, “introducao da disjuncao a di-
reita”. Esta regra permitiu obter uma derivacao de 12 V13 a partir de uma derivagao
de 9. Como seria de esperar existe uma regra semelhante que permite a introdugao
a esquerda. [
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Regra VI, (introdugao da disjungao a direita)

A regra VI, permite obter uma derivacao de 1 V @9 a partir de uma derivacao
de ¢1. Informalmente representa o raciocinio seguinte: se a assercdo « se verifica
entdo também se verifica a disjuncdo de o com outra qualquer assercao.

Esta regra é usualmente representado do seguinte modo

D

©1
—F VI

p1V 2

onde os diferentes elementos tém o significado esperado. A férmula @9 pode ser
qualquer, nao necessitando de ter qualquer relagdo directa com as férmulas que
ocorrem na derivagao de ;. Quando se pretende fazer referéncia directa a esta
nova férmula diz-se, por vezes, que a nova derivagao é obtida por aplicacao da regra
VI com férmula ¢9. Esta regra tem aridade 1. \%

Regra VI, (introdugao da disjuncao & esquerda)

A regra VI, é usualmente representada do seguinte modo

D

©2
— VI,
p1V 2

sendo em tudo andloga a regra V. \Y%

Os exemplos que se apresentam de seguida ilustram a tnica regra do sistema N,
relativa a L.

Exemplo 1.4.7 A &rvore dy
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Y — L1 (p— 1) — 12
—F

L

1,1
(0

constitui uma derivacao de ¢ a partir de {(¢» — L) — L} (note-se que a hipétese
1 — L se encontra fechada), ou, utilizando a abreviatura relativa a negagao, uma
derivacao de v a partir de {—(—)}. Ilustra a utilizagdo da regra L, ou regra do
absurdo, uma outra regra que também permite a eliminacao de hipéteses. A arvore

do

b () 2
—F

L
1,1

)

(0

corresponde a mesma derivacao mas usa agora a abreviatura relativa a negacao.

A ideia subjacente a regra 1 estd associada a um raciocinio por absurdo. Uma
forma de estabelecer uma assercao 3 é raciocinar por absurdo, ou seja, assumir,
por absurdo, que esta assercao nao se verifica, isto é, admitir -0 e, a partir desta
assumpcao, tentar encontrar uma contradicao, uma situacao absurda. Encontrada
essa situacao pode entao dizer-se que nao € possivel a nao verificacao de (§ e, portanto,
como se pretendia, a assercao ( fica estabelecida. Naturalmente, este raciocinio é
também aplicado para estabelecer que a partir de uma dada assercao a se pode
concluir uma certa assercao (3. Neste caso, assume-se a hipdtese a e admite-se, por
absurdo, que 8 nao se verifica, (isto é, =3). Encontrada a situagao absurda pode
entao dizer-se que, assumindo «, nao é possivel a nao verificacao de (8 e, portanto,
como se pretendia, a partir da assercdo « conclui-se necessariamente 5. Em ambos
0s casos a assercao —f pode ser vista como uma hipdtese auxiliar que é utilizada
para chegar a situacao absurda.

Voltando a derivacao em causa neste exemplo, tem-se que a arvore ds

AR CIL
—F
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corresponde precisamente a derivagao de L (simbolo de absurdo) a partir de =(—)))
e de . E possivel entao concluir ¢ construindo a arvore do, por aplicacao da regra
L e eliminando a hipdtese —p.

A aplicacao da regra L corresponde aqui & conclusao de que a partir de =(—)))
se pode concluir ¥ pelo facto de a partir de —(—))) e de =) se poder derivar o
absurdo. A aplicacdo da regra conduz também & eliminacdo da hipétese —p, isto é,
a eliminagao da hipdtese auxiliar correspondente a negacao da conclusao i obtida.
Tal eliminacao é efectuada como ja foi indicado no caso da regra — I, ou seja,
utilizando marca da hipdtese.

Tal como no caso da regra — I, a aplicacao da regra | pode conduzir a eliminagao
de vérias hip6teses (correspondentes & mesma férmula, naturalmente). Pode também
dar-se o caso de nenhuma hipdtese ser eliminada (quando se utiliza uma marca nova).
Um exemplo desta situacao é

J_l
1,2
(0
—1I,1
1L —

que constitui uma derivacao de 1. — @ a partir de um conjunto vazio de hipdteses.
A regra 1 vai ser seguidamente descrita no caso geral. [

Regra L (absurdo)

A regra | permite obter uma derivacao para ¢ dada uma derivacao de | a partir
de um conjunto de hipéteses contendo (eventualmente) =@ (ou ¢ — L, se nao se
usar a abreviatura). ¢ usualmente representada do seguinte modo
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onde acima do trago horizontal se encontra representada a derivagao cuja conclusao é
1 e tem (eventualmente) hipdteses abertas correspondentes a férmula = e & marca
m. Esta marca m envolvida na aplicacao da regra devera verificar uma de duas
situagoes:

(i) é a marca de uma ou mais hipdteses abertas correspondentes a férmula —¢ ou
(ii) é uma marca que nao ocorre na derivagao de L (ou seja, é uma marca nova).

Por vezes, diz-se também que a nova derivagao é obtida por aplicagao da regra — I
com férmula ¢ e marca m. Esta regra tem aridade 1.

Note-se que a derivagao para ¢ obtida por aplicagao da regra L tem como
hipéteses abertas todas as hipdteses abertas de D excepto (eventualmente) —p. V

O préximo exemplo ilustra mais alguns detalhes relacionados com raciocinios por
absurdo.

Exemplo 1.4.8 Suponha-se que se pretende mostrar que {1 — 12, <b2} Fpr, ~1.
Uma forma de o fazer consiste em construir uma derivacao que corresponda a uma
prova por absurdo, considerando como hipétese auxiliar —(—1) (ou seja, a negagao
da conclusao pretendida). Um exemplo de uma tal derivagao é a arvore d; seguinte.

—(—app) ! -y 2

—F
1
1,2
Y1 — P2 ()
— F
—y t (0
—F
1
11
1y

(note-se que em d; a regra — F pode, de facto, ser aplicada as hipdteses —(—11) e
-1 porque —(—p1) é, em particular, uma abreviatura de (—t;) — L).
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Mas quando se pretende informalmente concluir =11 a partir de ¥ — 9 € 9
fazendo um raciocinio por absurdo, a hipotese auxiliar que geralmente se considera
é 11 (e ndo —(—¢1)). No ambito do sistema N, ndo é possivel construir uma de-
rivagao correspondente usando a regra L (pois para concluir —¢); com a regra L, a
hip6tese auxiliar a eliminar tem de ser =(—1)). No entanto, é possivel construir
uma derivagao em N, de =)y a partir de )1 — 12 e =)o usando a hipétese auxiliar
11, como a seguinte arvore do ilustra.

Y1 — P! P12
— F
—1hg 3 o
—F
1
S
—1

Com efeito, em do, obtém-se a conclusao =) e elimina-se a hipotese auxiliar 41, nao
por aplicacao da regra 1, mas por aplicagao da regra — I, pois —); é na verdade
uma abreviatura de ¢; — L. [

Segue-se um ultimo exemplo de utilizagao da regra L.

Exemplo 1.4.9 A &rvore

¢2
— VI
WV (=)t PV ()
— F
1L
— =12
)
—F VI,
YV () (Y V (~y) !
—F
1
1,1
YV (—y)
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é uma derivagao do sistema dedutivo N, e constitui uma derivagao de ¢ V (—%)) a
partir do conjunto vazio de hipdteses, o que significa que 1 V (=) (que representa a
lei do terceiro excluido) é teorema do sistema.

A aplicagdo da regra | corresponde aqui a conclusao de que se pode concluir
¥ V (=) pelo facto de se poder derivar o absurdo a partir de (¢ V (—1))). m

Seguem-se os dois ultimos exemplos que ilustrarao a ultima regra do sistema
dedutivo: a regra da eliminacao da disjuncao.

Exemplo 1.4.10 A &arvore

Y1 Ahe? Y1 Aps3
NEy — NEy

(Y1 Aha) V (1 Aip3) ! (] P

VE,?2,3
(0}

¢ uma drvore de deducao do sistema dedutivo A,. Constitui uma derivagdo de
a partir de (101 A 2) V (Y1 A ¢3). Ilustra a utilizagdo da regra VE, “eliminacao da
disjuncao”. Esta regra possibilita também a eliminacao de hipdteses como se percebe
a partir da indicacao de marcas.

A ideia subjacente a esta regra estd associado a um raciocinio por casos. Com
efeito, para estabelecer uma assercao (8 tomando como hipdtese uma assercao do tipo
“aq ou ag”pode ser feito um raciocinio por casos, isto é, (i) estabelecer [ a partir de
aq e (ii) estabelecer 3 a partir de ae. As hipéteses oy e g sdo hipéteses auxiliares
que se utilizam ao examinar os dois casos possiveis.

Voltando exemplo apresentado tem-se, precisamente, que

Y1 Aho?
—  A\Ey

Y1

corresponde & situagao referida em (i) e a arvore

Y1 Aps?
N

Y1
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corresponde a situagao descrita em (ii). Partindo das derivagoes correspondentes aos
dois casos, conclui-se entao 1; construindo a arvore inicialmente apresentada, por
aplicacao da regra V e eliminando as hipoteses com marcas 2 e 3.

A aplicacao da regra V corresponde assim a conclusao de que se 11 se pode derivar
de 11 A e se Y se pode derivar de 11 Az entao da disjuncao das duas férmulas pode
estabelecer-se ¥1. A aplicagao da regra conduz também a eliminacao das hipdteses
W1 N e 1h1 Aths isto é, a eliminagao das hipoteses auxiliares correspondentes a cada
um dos casos que se tem de analisar. Tal eliminagao é efectuada, como ja foi indicado
nos casos anteriores, utilizando as marcas das hipoteses. Existem alguns pormenores
relacionados com estas marcas que é necessario ter em atengao e que serao discutidos
no exemplo seguinte. [

Exemplo 1.4.11 A arvore

P12 Y —aps? Yot hy — aps”®
—F —F

Y1 Vo ! Y3 )3

VE,?2,4
3

constitui uma derivacao de 3 a partir de {¢1 V 92,1 — 3,192 — 3}

Pode ver-se esta derivagdo como uma derivagao de 3 a partir da disjuncao ¥ Vo
usando as hipoteses adicionais ¥ — 3 e ¥y — 3. A primeira destas hipdteses é
utilizada na andlise do caso correspondente a derivacao de 13 a partir da hipdtese
auxiliar ¢1 e a segunda na analise do caso correspondente a derivagao de 13 a partir
da hipdtese auxiliar .

Como ¢é natural, quando se aplica a regra VFE, s6 se devem eliminar as hipéteses
auxiliares correspondentes a cada um dos casos que se tem de analisar, isto é, as
hipdteses correspondentes as duas férmulas que constituem a disjuncao. As hipdteses
adicionais eventualmente utilizadas nas derivacoes correspondentes & anélise dos dois
casos, nao devem ser eliminadas. Assim, no exemplo apresentado, as hipbteses ¥; —
13 € P9 — 13 nao sao eliminadas.

Neste ponto, existe um detalhe que merece atencao. Note-se que se, por exem-
plo, se tivesse utilizado 11 como hipétese adicional na (sub)derivacao da direita,
esta hipdtese nao poderia ser eliminada por aplicagdo da regra VE (pois nessa
(sub)derivagao o que estd a analisar é caso em que assume 13). Nessa situacao,
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a tal hipdtese 11 teria de estar associada uma marca distinta de 2, para que com
a aplicacao da regra VE apenas fosse fechada a hipdtese 1)1 associada a outra
(sub)derivagao. Como é ébvio, o mesmo se passaria no caso de 1o ser utilizada
nesta outra sub(derivacao) ou no caso de ¥ ou ¥, (ou ambas) serem utilizadas na
derivagao que conduz a ¥ V 1y (neste caso esta férmula é directamente uma folha da
arvore, mas poderia nao o ser). Esta é uma situagao que ilustra o caso em que é 1til
ter a possibilidade de ter marcas diferentes associadas a hipdteses que correspondem
a mesma férmula.
Considere-se como exemplo a drvore seguinte.

P12 B P12 3
N Al
Y1 Vapo! Y1 A 1 A o
VE,2,3
1 N o

Esta drvore ndo constitui uma derivag¢do em N,. Com efeito, na (sub)derivacao da
direita, isto é, na (sub)derivacao destinada a analisar o caso em que 1y se verifica,
utiliza-se a hipétese i1 com marca 2 (a mesma marca que é utilizada para 1 na
(sub)derivagao ao centro, destinada a analisar o caso em que é 11 que se verifica).
Deste modo, ao eliminar a hipétese (auxiliar) 11 na (sub)derivacao ao centro com a
regra \V E, estd-se também a eliminar, indevidamente, a hipdtese 11 na (sub)derivagao
da direita. Comentario analogos se podem fazer relativamente a 2. Note-se que se
esta drvore constituisse uma dedugao no sistema N, ter-se-ia que era possivel derivar
1 Ao a partir de Y1 V 19 0 que, como facilmente se conclui, é algo que nao pode
ser permitido sob pena de se perder a propriedade de correccao do sistema dedutivo.

Tal como nos casos das outras regras que envolvem eliminacdo de hipdteses,
também a aplicagao da regra VE pode conduzir a eliminacao de vérias hipdteses ou
nenhuma (se forem utilizadas marcas novas). "

Regra VE (eliminagao da disjuncao)

A regra VE permite obter uma derivagao para 1 a partir de (a) uma derivagao
de ¢1 V 2, (b) uma derivagao de ¢ a partir de um conjunto de hipdteses contendo
(eventualmente) ¢1 e (¢) uma derivagao de v a partir de um conjunto de hipdteses
contendo (eventualmente) ¢o. Esta situagdo é usualmente representada do seguinte
modo
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/

[1]™ [a]™
D; Do D3
©1V P2 (0 (0
VE,m',m"
(0

onde os diferentes elementos tém o significado ja esperado. Associada a aplicagao
desta regra estao as marcas m’ e m” as quais devem ser tais que garantam que na
deducao que resulta da aplicacao desta regra sé se tornarao fechadas hipoteses de Dy
correspondentes a féormula ¢ e hipéteses de D3 correspondentes & férmula po. Assim,
as hipoteses abertas da nova deducao sao todas as hipdteses abertas da derivacao
de Di, todas as hipdteses abertas da derivacao de Dy excepto, eventualmente, ¢ e
todas as hipdteses abertas da derivacao de D3 excepto, eventualmente, o.

Tal como no caso da regra — I, para que a nova derivacao nao tenha conflito de
marcas, hd que exigir que as trés derivagoes as quais se aplica a regra nao tenham
conflito de marcas entre si.

Por vezes, quando se pretende fazer referéncia directa a conclusao da nova de-
rivagao e/ou as marcas envolvidas, diz-se também que a nova derivagao é obtida por
aplicagao da regra VE com férmula 1) e marcas m’ e m”. Esta regra tem aridade 3.

\%

Fazendo um resumo do que foi sendo exposto ao longo da secgéo, apresentam-se
agora conjuntamente todas as regras de inferéncia do sistema de deducao natural
Np. Na regra L utilizou-se a abreviatura relativa & negacao.

Dy Dy D D
w1 P2 P1 A P2 w1 N\ Y2
— Al — AE, — AFE,
P1 A\ P2 1 P2
[@1]m
D Dy Dy
P2 Y1 — P2 ©®1
—1I,m —F
Y1 — P2 ©2
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[—]™
D D D
1 01 ©2
im SRS L
) p1V p1 V2
[pa]™ [pa]™"
D, D, Dy
01V @2 (0 (0

VE,m',m"

G

Regras de inferéncia do sistema dedutivo N,

As regras de introdugao, ou seja, as regras AI, — I, VIj ou VI, sdo por vezes
designadas [-regras. As regras de eliminagao, ou seja, as regras VE, — E, AEy ou
AFEe sao, por sua vez, designadas E-regras.

Recordam-se agora brevemente os nocoes mais relevantes.

Considerando, por exemplo, a regra AFEy, os elementos acima do traco horizontal
representam uma arvore de deducao cuja raiz tem como férmula 1 A @s. E a 4rvore
a qual vai ser aplicada a regra. O trago horizontal corresponde a aplicagdo da regra,
isto é, a construgao de uma nova arvore de deducao, por extensao da anterior, acres-
centando como novo né raiz um né a que estd associada a férmula ;. Esta regra
tem aridade 1. O caso da regra AFE; é andlogo tal como os casos das regras Vig e
V.

A regra Al é semelhante s que agora a nova deducao é obtida a partir de duas
outras dedugoes tendo assim esta regra aridade 2. Recorde-se que para que a nova
arvore nao tenha conflito de marcas (i.e., dadas quaisquer duas folhas distintas, se as
férmulas correspondentes sao distintas entao as marcas correspondentes também o
s20) é necessério exigir que estas duas dedugoes nao tenham conflito de marcas entre
si, isto é, dada uma qualquer folha de uma delas e uma qualquer folha da outra, se
as formulas correspondentes sao distintas entao as marcas correspondentes também
0 sao.
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Na regra — I, os elementos acima do trago horizontal representam uma arvore
de deducao tal que:

— a raiz estd associada a férmula @9

— poderao ou nao existir hipéteses abertas correspondentes a féormula ¢; e cuja
marca é m (este facto é representado pela notagao [¢1]™).

A nova &arvore construida por aplicagdo da regra é obtida por extensao da anterior
acrescentando como novo né raiz um né a que estd associada a férmula 1 — @,
informacao sobre a regra aplicada (— I) e, através da marca m, informagao sobre
as hipdteses (eventualmente) eliminadas (tal como no caso da designacao da regra
aplicada, a marca é representada do lado direito do trago horizontal). A marca m
tem de verificar necessariamente uma das seguintes condigoes:

(i) m é a marca associada a hipdteses abertas de D correspondentes a férmula
ou

(ii) m nao ocorre na arvore D, isto é, é uma marca nova.
A notagao [p1]™ relembra ainda que na nova arvore todas as hipdteses correspon-
dentes a férmula ¢; e que tém associada a marca m sao hipdteses fechadas (ou
eliminadas). Esta regra tem aridade 1.

O caso da regra 1 é em tudo semelhante.

No caso das outras regras a interpretacao é semelhante. No caso particular da
regra — F, ha que garantir que as duas dedugoes a que é aplicada a regra nao tém
conflito de marcas entre si.

No caso particular da regra VE, had também que garantir o requisito relativo ao
conflito de marcas. Para além disso as marcas m’ e m” devem garantir que na &rvore
que vai construida s se tornarao fechadas hipdteses de Dy correspondentes a férmula
1 € hipéteses de D3 correspondentes a féormula ¢so. Esta regra tem aridade 3.

Pode agora estabelecer-se a seguinte definigao.
Definigao 1.4.12 SISTEMA DEDUTIVO N,
O sistema dedutivo N, é constituido pelas regras de inferéncia AI, — I, V14, VI,

VE, »E, NEg, AE, e L.
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As drvores de dedugao (ou drvores de derivagao) de N, sao construidas partindo
de arvores singulares e usando sucessivamente regras de inferéncia apropriadas.

A férmula associada a raiz de uma arvore de deducgao d é a conclusao da dedugao.
Sendo ¢ a conclusao de d, diz-se que d é uma dedugdo para ¢ em N, (ou no sis-
tema Np). As férmulas associadas & folhas de uma deducdo d sao as hipdteses, ou
assumpgoes, de d. Se em d a marca correspondente a uma dada folha nao esta as-
sociada a aplicagdo de uma regra — I, | ou VE, a formula associada a essa folha é
uma hipdtese aberta. Caso contrario, a referida férmula é uma hipdtese fechada.

Sendo ® C Fp e ¢ € Fp a notagao

<I>|—Np<p

usa-se para afirmar que existe uma dedugdo de ¢ a partir de ® em N, isto é, que
existe uma dedugao de N, cuja conclusdo é ¢ e cujo conjunto das hipdteses abertas
estd contido em ®. Nesta situacao diz-se que ¢ é consequéncia de ® em N,. Por sua
vez,

Fas, @

usa-se para afirmar que existe prova de ¢ em Np, isto é, uma dedugao de ¢ a partir
de 0 em N, (uma deducdo cuja conclusao é ¢ e que ndo tem hipSteses abertas).
Nesta situacao diz-se que ¢ é teorema de Np. [

As arvores de deducao ou derivagao sao frequentemente designadas simplesmente
por deducoes ou derivacoes.

Como foi anteriormente referido, na literatura é comum encontrar os sistemas de
dedugao natural descritos do modo mais ou menos informal que foi seguido nesta
seccao. Esta descricao permite ao leitor compreender os aspectos essenciais do sis-
tema dedutivo N, e construir com facilidade derivacdes no sistema. Como neste
texto se pretendeu também apresentar este assunto de um modo mais preciso, esta-
belecendo defini¢gbes mais rigorosas das vérias nocoes envolvidas, o leitor interessado
pode encontrar na subseccao 1.4.4 a exposicao referida.

Termina-se esta secgao com algumas observagoes sobre determinadas caracteristicas
de certas dedugoes do sistema dedutivo NV,. Da defini¢ao de N, decorre que ¢é possivel
que numa deducao exista uma formula que seja introduzida a certa altura e imedia-
tamente eliminada, como no seguinte fragmento de dedugao:
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Y
12
Py — n o3
—F

Y1

Esta parte da deducao nao é muito interessante, pois nada foi “ganho”com a uti-
lizacao destas duas regras. A férmula o — 11 parece nao ter tido utilidade. Se
um férmula é introduzida e imediatamente eliminada entao podera fazer sentido
pensar que nao deveria sequer ter sido introduzida. As deducbes em que nao ha
férmulas nestas condicoes sao designadas dedugoes normais. Estas dedugoes normais
tém uma caracteristica interessante: uma deducao normal evolui das hipéteses para
a conclusao de uma forma mais ou menos directa sem “desvios”desnecessarios. De
um modo geral, as hipdteses sao primeiro decompostas nas suas subférmulas por
sucessivas aplicagoes de regras de eliminacao e estas subférmulas sao depois com-
binadas para formar a conclusao por sucessivas aplicacoes de regras de introducao.
Respeitando algumas condicoes, prova-se que uma deducgao pode ser transformada
numa dedugao normal. Optou-se por nao abordar este assunto nesta secgao, mas
o leitor interessado pode consultar o Apéndice 77 onde esta questao é apresentada
com detalhe.

Mostra-se ainda no Apéndice 77 que as deducbes normais satisfazem uma pro-
priedade que é usualmente considerada como uma “boa”propriedade dos sistemas
dedutivos: numa dedug¢ao normal de ¢ € Fp a partir de ® C Fp, todas as formulas
que aparecem ao longo da deducdo (excepto hipdteses eliminadas pela regra L e a
premissa L desta regra) sao subférmulas de ¢ ou de ®. Esta propriedade revela que,
na procura de uma dedugao normal de ¢ a partir de ®, nao é necessario recorrer a
formulas “estranhas”a ¢ ou ®. Este tipo de propriedade pertence a uma classe de
propriedades de sistemas dedutivos usualmente designadas por propriedades estru-
turais.

1.4.3 Exemplos de dedugdes em N,

Apresentam-se de seguida alguns exemplos adicionais de derivagoes no sistema N,

44



P. Gouveia e F.M. Dionisio 1.4 Sistema dedutivo N,

1.4.3.1 Prova inversa

Uma forma de construir derivagoes em sistemas de dedugao natural consiste em partir
da conclusao para as hipdteses, ou seja, fazer uma construcao em “sentido inverso”,
que se designa por prova inversa’. Esta forma de construir derivacdes é relevante,
em particular, para a construcao de derivacoes no ambiente Isabelle, como adiante
se vera.

Comega-se por ilustrar a prova inversa por intermédio de um exemplo simples.
Supondo que em N, se pretende derivar (¢ A ¥2) A 13 a partir das hipdteses 11, P2
e 13, hd que construir uma arvore derivagdo com conclusao (¢1 A 1¥2) A 13 e cujas
hip6teses (abertas) sdo 11,12 e ¥3. Esta drvore é obtida usando a prova inversa da
forma que se descreve de seguida.

e Na prova inversa a arvore é construida comecando pela raiz a qual estd as-
sociada a férmula (1)1 A 12) A 13 (conclusao), ou seja, comega-se pela arvore
singular:

(Y1 ANda) N3

e O passo seguinte corresponde a escolher uma regra de inferéncia que tenha
(101 Abe) A b3 por conclusdo. Existirao normalmente varias escolhas possiveis.
Tendo em conta a estrutura desta férmula (e as hipéteses) é razodvel escolher
a regra de introducao da conjungao. Aplicando esta regra (no sentido inverso)
obtém-se a arvore seguinte

(W P33

Vi
(1 Aa) N pg

onde se associou a marca 3 a formula 13 por esta ser uma das hipdteses.

e Falta derivar ¥ A1e. Procedendo do mesmo modo e escolhendo mais uma vez
a regra da introdugao da conjunc¢ao obtém-se a derivacao pretendida:

2Do inglés backward proof.
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Y ! Yo ?
vi
Y1 Ao 3
Wi
(1 Ap2) Aibs

A construcao de derivacoes em N, pode ser efectuada computacionalmente usando
o ambiente de desenvolvimento de provas Isabelle. Este ambiente de desenvolvimento
de provas é apresentado no capitulo 77, que o leitor interessado podera consultar
desde ja.

1.4.4 O sistema N, revisitado (*)

Neste texto, pretendeu-se também apresentar o sistema N, de um modo mais preciso,
estabelecendo defini¢bes rigorosas para as véarias noc¢oes envolvidas. E este o objectivo
desta subseccao.

Antes de apresentar o sistema dedutivo, e para facilitar a exposigdo, quer no
caso deste sistema quer nos casos dos sistemas que serao apresentados nos proximos
capitulos, é necessario introduzir algumas notacoes e definicoes auxiliares. E ttil
ter presente a definicdo de arvore etiquetada e demais conceitos e notacoes a ela
associados (ver apéndice 77).

Notagao 1.4.13 Sendo F' um conjunto de férmulas e M um conjunto (o conjunto
das marcas), E¥ denota o conjunto F' x P(M) e designa-se conjunto das etiquetas
sobre F' e M. L]

Dado um conjunto de simbolos proposicionais P e um conjunto de marcas M (que
usualmente se assume numerdvel), as arvores de dedugao, ou dedugoes, do sistema
N, sdo arvores etiquetadas em EM (ou EM -arvores).

p Fp Fp

Definigao 1.4.14 FORMULA E CONJUNTO DE MARCAS DE UM NO

Sendo a = (arv,etq) uma E¥-drvore e n € Ny, etq(n) |1 diz-se férmula de n e
denota-se por frm(n) e etq(n) |2 diz-se conjunto das marcas de n e denota-se por
mrc(n). Cada m € mre(n) é uma marca de n e se mre(n) = {m} entdo m é a marca
de n.
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Sendo N C N, consideram-se os conjuntos F'rm(N) = |J,cy{frm(n)}, Mrc(N)
Unen mre(n) e ainda Frmg = Frm(N,) e Mrc, = Mre(Ny). "

Definicao 1.4.15 FOLHAS FECHADAS E FOLHAS ABERTAS
Seja a = (arv, etq) uma EM-arvore e n € Flh,. A folha n diz-se fechada se existe
um n6 n’ € Pred(n)\{n} tal que mrc(n) C mre(n') e diz-se aberta se nao é fechada.
Fch, denota o conjunto de todas as folhas de a que sdo fechadas e Abt, denota o
conjunto de todas as folhas de a que sao abertas.

A férmula frm(n) diz-se aberta (fechada) em a se n € Abt, (n € Fchy). n

Notagao 1.4.16 Sendo a uma Efpw—érvore, p € F'em € M usa-se a seguinte notacao

o Abt§ = {n e Abt, : frm(n) = p};
o Abty™ ={n € Abt, : frm(n) = ¢,m € mrc(n)}. "

O conjunto F'rm, € o conjunto das férmulas que estao presentes nas etiquetas dos
nos da arvore. O conjunto Mrc, é o conjunto das marcas que existem nas etiquetas
dos nés da arvore; o conjunto Abtg é o conjunto das folhas abertas a que corresponde
a férmula ¢; o conjunto Abts"™ é o conjunto das folhas abertas a que corresponde a
férmula ¢ e a marca m.

Como foi referido anteriormente, nas arvores de deducgao de N, a hipdteses dis-
tintas tém de estar associadas marcas distintas. A nocao de conflito de marcas é
introduzida para se poder assegurar este requisito. A construcdo de uma arvore de
deducao a partir de outras arvores de deducao apenas serd possivel se nao houver
conflitos de marcas entre estas e a arvore de dedugao resultante serd também uma
arvore sem conflitos de marcas.

Definicao 1.4.17 CONFLITO DE MARCAS

. RM . . ~ , .
1. Seja a uma Ep ™ -arvore. Diz-se que ndo hd conflito de marcas em a ou que
a € uma drvore sem conflito de marcas se se verifica a seguinte condicao: se
mre(n’) = mre(n”) entdo frm(n') = frm(n”), quaisquer que sejam n',;n” €

Flh,.
. RM . o .
2. Sejam k € IN e ay,...,a, B -drvores. Diz-se que nao hd conflito de marcas
entre ay,...,a ou que ai,...,ar sao drvores sem conflito de marcas entre
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st se quaisquer que sejam 1 < 4,7 < k se verifica a seguinte condicao: se
mre(n') = mre(n”) entao frm(n') = frm(n”), quaisquer que sejam n’ € Flh,,
en” € Flhg,. n

A néao existéncia de conflito de marcas numa &arvore implica que nas folhas dessa
arvore a marcas iguais tenham de corresponder férmulas iguais (ou, o que é 0 mesmo,
se a duas folhas correspondem férmulas diferentes entao essas folhas tém conjuntos
de marcas diferentes).

Estas nogoes estendem-se a varias arvores. A nao existéncia de conflito de marcas
entre vérias arvores implica também que nessas arvores se duas folhas (pertencentes
ou nao & mesma arvore) tém férmulas diferentes entao tém necessariamente conjuntos
de marcas diferentes. Note-se que nesta definicao, a condicao diz respeito a uma sé
arvore nos casos 7 = j. Consequentemente, decorre da definicao que se varias arvores
nao tém conflitos de marcas entre si entdo cada uma delas é também uma arvore
sem conflitos de marcas.

Segue-se agora a defini¢do do sistema de deducdo natural N,. Em primeiro
lugar apresentam-se as regras de inferéncia. Neste ponto, convém ter presente as
nocoes e notacoes relativas a extensao e uniao de arvores apresentadas no capitulo
?7?7. Assumem-se fixados um conjunto P contdvel de simbolos proposicionais e um
conjunto numeravel M de marcas.

Defini¢ao 1.4.18 SISTEMA N,

O sistema dedutivo N, é constituido pelas regras de inferéncia seguintes. Cada regra
de inferéncia corresponde a um conjunto de pares (A, a) em que A é um conjunto de
E%j -arvores (sem conflito de marcas entre si) e a é uma E%[) -arvore, a arvore obtida
por aplicacdo da regra as arvores em A.

o REGRA AI: ({a1,a2}, [{a1,a2}” (w1 A 92, 0))
com frm(ve,) = @1 e frm(va,) = p2;

 REGRA AEg: — ({a}, a” (¢1,0))
com frm(ve,) = @1 A @2;

o REGRA ABe:  ({a}, a” (¢2,0))
com frm(v,) = @1 A p2;
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o RucrA =TIt ({a}, a” (o1 — ¢2,{m}))
com frm(v,) = 2, p1 € Fpem € M tais que se m € Mrc, entao Abty"™ # 0;

e REGRA — E: ({al,ag} R |_|{a1,a2}A (902, @))
com frm(va,)=p1 — 2 e frm(ve,) =p1;

e REGRA L: ({a}, [{a1™ (¢, {m}))
com frm(v,) = L em € M tal que se m € Mrc,, entao Abt,”" #

e REGRA VIi:  ({a}, a” (¢1V p2,0))
com frm(v,) = 1 € p2 € Fp; neste caso diz-se que arvore na segunda compo-
nente do par é obtida por aplicacao da regra VI; com férmula @9

e REGRA VI.:  ({a}, a” (p1V p2,0))
com frm(v,) = p2 € p1 € Fp; neste caso diz-se que arvore na segunda compo-
nente do par é obtida por aplicacao da regra VI, com féormula ¢1;

e REGRA VE:  ({a1,a2,a3}, | {a1,a2,a3}" (¢, {m/,m"})
com

frm(va,) = o1V 2, frm(vay) = frm(va) = ¥

— Mrc(Abtg! U Abtg?) N Mrc(Abtay U Abtgz) =0

— Mrc(Abtg}) N Mre(Abtg)) = 0 e Mre(Abtgy) N Mre(Abtz;) = 0

— m/,m" € M sao tais que se m’ € J;;<3 Mrc,, entao Abtfg’m/ # 0 e se
m"” € Uj<jcg Mrcq, entdo Abtez™” 7&_(7);_

neste caso diz-se que arvore na segunda componente do par é obtida por
aplicacao da regra VE com férmula 1) e marcas m’ e m”. n

As condigOes sobre marcas que sdo impostas na defini¢do das regras de inferéncia
— I, 1 e VE visam assegurar que as condigoes que foram descritas na secgao 1.4.2
relativas as marcas e as hip6teses que sa@o ou nao fechadas/eliminadas por aplicagao
das regras sao de facto verificadas em cada arvore de dedugao. Cada regra de in-
feréncia corresponde a um conjunto de pares, designados instancias da regra. Cada
aplicacao de uma regra corresponde a utilizacao de uma instancia dessa regra.

Segue-se agora a nogao de conjunto de drvores de dedugao do sistema N,.
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Definigao 1.4.19 ARVORES DE DEDUGAO DE A,
O conjunto das drvores de dedugdo (ou drvores de derivagio) de N, denota-se por
Dy, e define-se indutivamente como se segue:

e Sedé E%D -arvore singular tal que o conjunto de marcas do seu né é também
singular entao d € Dy, .

e Sed; € Dy, ed é uma E%[D—érvore obtida a partir de d; por aplicacao da regra
— I, Vg, VIe, NEg, NE, ou L entao d € Dy, .

e Sedy,d2 € Dy, e d é uma E%D—érvore obtida a partir de d; e do por aplicagao
da regra AI ou — F entao d € Dy,.

e Se di,dy,d3 € Dy, e d é uma E%}—érvore obtida a partir de dy,ds,ds por
aplicagao da regra VE entao d € Dy,. [

Definigao 1.4.20 CONCLUSAO E HIPOTESES DE ARVORE DE DEDUGAO

Sendo d € Dy, e n € Flhg: frm(n) é uma hipdtese ou assumpgao de d, frm(vy) é a
conclusao de d e designa-se conc(d) e o conjunto das hip6teses abertas de d designa-se
Hj e é o conjunto {frm(n): ne Abty}. n

Definigao 1.4.21 CONSEQUENCIA EM N, E TEOREMA DE N,
Sendo ® C Fp e ¢ € Fp:

e uma deducdo de ¢ a partir ® no sistema N, (ou em Np) é uma dedugao d € N,
tal que conc(d) = {¢} e Hy C ®; uma prova de ¢ no sistema N, (ou em Np)
é uma deducao d € N, tal que conc(d) = {¢} e Hg = 0;

e & consequéncia de ® em N, o que se denota por ® Fa;, ¥, se existe uma
dedugao de ¢ a partir ® em Np;

e ¢ é teorema de Ny, o que se denota por Fy;, ¢, se existe uma prova de ¢ em

N, .

Das definicGes relativas as regras de inferéncia e ao conjunto de deducoes do
sistema decorre que qualquer drvore de dedugao em Dy, é uma drvore sem conflito
de marcas. Tem-se assim o resultado seguinte. Este resultado é utilizado na seccao
1.4.5.
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Lema 1.4.22
Se d € Dy, entao d é uma arvore sem conflito de marcas.

Prova: O resultado é facilmente obtido tendo em conta as Defini¢oes 1.4.18 e 1.4.19.
]

Segue-se o resultado que é usualmente conhecido como metateorema da dedugao.

Proposicao 1.4.23
Sendo p,9 € Fp e ® C Fp, tem-se que se ® U {9} Fr, ¢ entdo @ Fp;, o — .

Prova: Se ®U{¢} -, ¢ entdo existe d € Dy, tal que conc(d) = e Hy € ®U{y}.

Se H; C & entao a partir de d por aplicagao da regra — I com férmula v e marca
m € M\ Mrcq obtém-se uma dedugao d’ € Dy, tal que conc(d') =1 — pe Hy C @,
o que estabelece o resultado pretendido.

Se 1) € Hy e existe m € M tal que mrc(n) = {m} para cada n € Abtg’ (ou seja,
todas as hipoteses abertas de d correspondentes a 1) tém associada a mesma marca
m), entdao, a partir de d, por aplicagdo da regra — I com férmula 1) e marca m,
obtém-se uma deducao d’ € Dy, tal que conc(d) =1 — ¢ e Hy C ®, pois todas
as hipéteses relativas a féormula 1) sao eliminadas. Fica assim estabelecido também
o resultado pretendido.

Se ¢y € Hy e nao é verificada a condigdo do pardgrafo anterior, considere-se
m € M\Mrcg (ou seja, m é uma marca nova, uma marca que nao ¢ utilizada em d) e
d € Dy;, idéntica a d mas tal que mrc(n) = {m} para cada n € Abt%. Tem-se entao

que: (i) todas as hipéteses abertas de d correspondentes a v tém agora associada
a mesma marca m; (ii) d ndo tem conflito de marcas pois, como m é uma marca
nova, nao existe a possibilidade de haver uma outra hipdtese correspondente a uma
férmula distinta de v que tenha também associada a marca m; (iii) conc(d) = ¢
e (iv) H; = Hg pois, de novo porque m é marca nova e porque sé vai substituir
as marcas das folhas abertas de d correspondentes a v, todas as hipoteses fechadas
de d continuam fechadas em d (e as hipéteses abertas de d continuam abertas em
d). Deste modo, d é de facto uma arvore de Dy, e encontra-se nas condigoes do
paragrafo anterior pelo que, usando um raciocinio semelhante, pode estabelecer-se o

resultado pretendido. [
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1.4.5 Correccao e completude do sistema dedutivo N,

Para que um sistema dedutivo para légica proposicional possa ser tutil para esta-
belecer consequéncia semantica ou validade, o sistema tem de ter propriedades que
relacionem de modo adequado certas derivacdes com certas nocoes semanticas.

Como ja foi atras referido, uma propriedade importante é a usualmente designada
por correccao, sendo um sistema dedutivo com esta propriedade designado sistema
correcto. Em geral, um sistema dedutivo diz-se correcto se sempre que uma férmula
© é consequéncia no sistema de um conjunto de férmulas ® entdo ¢ é consequéncia
semantica de ®. Uma outra propriedade desejavel num sistema dedutivo é a propri-
edade usualmente designada por completude. Em geral, um sistema diz-se completo
se sempre que uma férmula ¢ é consequéncia semantica de um conjunto de férmulas
® entao ¢ é consequéncia de ¢ nesse sistema.

O sistema N, é correcto: se ¢ é consequéncia de ® em N, entdo ¢ é consequéncia
semantica de ®. O sistema N, é também completo: se ¢ é consequéncia semantica de
P entdo ¢ é consequéncia de ® em N,. Assim, as nocoes de consequéncia em N, e de
consequéncia semantica coincidem. O conjunto dos teoremas de N, é precisamente
o conjunto de todas as tautologias.

A prova da correcgao de N, é apresentada na subseccdao 1.4.5.1. A prova da
completude é apresentada na secgdo 1.4.5.2. Para simplificar a exposi¢cao, nao se
apresenta neste texto a prova da completude do sistema N, mas apenas a prova
de completude da restrigdo do sistema N, ao caso em que nao estdo presentes os
conectivos A e V. A extensao desta prova a N, nao apresenta dificuldades de maior
e deixa-se como exercicio ao leitor.

1.4.5.1 Correccao de N,

Nesta subsec¢ao prova-se a correcgao do sistema N,. A prova da correc¢ao do sistema
N, (Proposigao 1.4.27) tem por base o facto de todas as regras de inferéncia do
sistema N, serem correctas (Proposigao 1.4.25).

Uma regra de N, diz-se correcta se a conclusdo de uma dedugao é consequéncia
semantica do conjunto das suas hipdteses abertas, sempre que esta dedugao seja
uma dedugao obtida por aplicacao da regra a um conjunto de deducées que também
tenham esta propriedade. A partir deste resultado prova-se entdo que em qualquer
dedugao de N, a conclusio é consequéncia semantica do conjunto das suas hipéteses
abertas. Com efeito, é trivial verificar para cada dedugao singular que a sua conclusao
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é consequéncia semantica do conjunto das suas hipdteses abertas. Como qualquer
outra dedugao de N, é obtida a partir de dedugoes singulares por aplicagao sucessiva
de regras de inferéncia, o facto de toda as regras serem correctas permite concluir
facilmente que a conclusao de qualquer dedugao de N, é consequéncia seméntica do
conjunto das suas hipdteses abertas. Consequentemente, se ® Fx;,  entdao @ = .

Apresentam-se agora defini¢oes mais rigorosas das nogoes referidas no paragrafo
anterior, bem como as provas dos resultados mencionados. Na prova destes resultados
¢é importante ter presente que das defini¢coes anteriores decorre que as arvores de
deducao de N, sao drvores sem conflitos de marcas (Lema 1.4.22). E também ttil
recordar as seguintes notagoes: Dy, denota o conjunto das arvores de dedugao do
sistema N, e, sendo d uma dedugao em Dy, conc(d) denota a conclusao de d (a
féormula associada a raiz de d) e Hy denota o conjunto das hip6teses abertas de d.

Definigao 1.4.24 CORRECGAO DE REGRAS DE INFERENCIA
Uma regra de inferéncia do sistema N, diz-se correcta se, sendo n a aridade da regra,
se tem que

se Hy, |= conc(d;) para cada 1 <1i < n entdo Hy = conc(d)

sempre que d seja uma arvore obtida por aplicacao da regra as arvores dy,...,d,. n

Proposicao 1.4.25
Todas as regras do sistema N, sdo correctas.

Prova: Ha que fazer a prova para cada uma das regras do sistema. Para cada uma
hé que (i) identificar qual a relagao entre as hipéteses abertas das arvores envolvidas
e (ii) provar que a conclusao da drvore obtida por aplicagdo da regra é consequéncia
semantica das suas hipdéteses abertas, assumindo que a mesma propriedade é verifi-
cada por cada arvore a que se aplicou da regra.

Regra — I: Suponha-se que d foi obtida por aplicagao da regra — I com férmula
1 a partir de dp, pelo que, sendo conc(dy) = ¢, tem-se que conc(d) = 1 — ¢. Neste
caso tem-se que Hy, C Hy U {¢}. Assumindo que Hgy, = ¢ hd que mostrar que
H; = v — ¢. Considere-se uma valoracao arbitraria V' tal que V' I Hy. Supondo
que V' IF 4, entao V I- Hg U {9} e portanto V' I Hy,. Consequentemente, V' I ¢
pelo que V' I 1) — . Conclui-se assim que Hy = ¢ — .

Regra VI;: Suponha-se que d foi obtida por aplicacao da regra VI; com féormula v
a partir de dy, pelo que, sendo conc(dy) = ¢, tem-se que conc(d) = V). Neste caso
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H; = Hy,. Assumindo que Hy, = ¢ ha que mostrar que Hy |= ¢ V 9. Considere-se
uma valoracao arbitraria V' tal que V' IF Hy. Assim V' |- Hy, e consequentemente
V IF ¢, pelo que V' IF ¢ V . Conclui-se assim que Hy = ¢ V 9.

Regra VI.: prova idéntica ao caso anterior.

Regra AFEg4: Suponha-se que d foi obtida por aplicagdo da regra AE,; a partir
de di, pelo que, sendo conc(di) = @1 A 2, tem-se que conc(d) = ¢1. Neste caso
H; = Hg,. Assumindo que Hy, = ¢1 A2 ha que mostrar que Hy = ¢1. Considere-se
uma valoracao arbitraria V' tal que V' IF Hy. Assim V' I Hy, e consequentemente
VIF 1 A p2, pelo que V' IF ;1. Conclui-se assim que Hy = ¢1.

Regra AF,: prova idéntica ao caso anterior.

Regra 1: Suponha-se que d foi obtida por aplicacao da regra L com férmula ¢ a
partir de d;. Tem-se que conc(d;) = L e conc(d) = 1. Neste caso Hy, C HyU{—¢}.
Assumindo que Hy, = L ha que mostrar que Hy |= 1. Considere-se uma valoragao
arbitraria V' tal que V I Hy. Se V IF =9 entao V' I Hy,. Deste modo, como
Hy E 1, tem-se V IF L. Chega-se assim a um absurdo, e portanto, necessariamente,
V Ik 9. Conclui-se assim que Hy = 9.

Regra AI: Suponha-se que d foi construida por aplicacao da regra Al a partir de
dy e da, pelo que, sendo conc(dy) = ¢1 e conc(da) = pa, tem-se que conc(d) = 1 Aps.
Neste caso Hy = Hg, U Hg,. Assumindo que Hy, = ¢1 e Hy, = 2 hd que mostrar
que Hy = ¢1 A @a. Considere-se uma valoragao arbitraria V' tal que V' IF Hy. Tem-
se que V IF Hy, e V IF Hy, e consequentemente, V' I- ¢1 e V I @2 pelo que que
V IF 1 A 2. Conclui-se assim que Hy = ¢1 A 2

Regra — E: prova semelhante ao caso anterior.

Regra VE: Suponha-se que d foi construida por aplicagdo da regra VE com
férmula ¢ a partir de dj,dy e d3. Suponha-se ainda que conc(dy) = ¢’ V ¢”,
conc(d) = conc(da) = conc(ds) = 1), do é a drvore na qual se vao, eventualmente, eli-
minar hipéteses ¢’ e d3 é a drvore na qual se vao, eventualmente, eliminar hipdteses
¢". Neste caso, Hy, C Hy, Hg, C HyU{¢'} e Hy, € HyU {¢'}. Assumindo que
Hy E¢' V", Hy, = 1Y e Hyg, = ¢ hd que mostrar que Hy | 1. Considere-se
uma valoragao arbitraria V tal que V' I Hy. Como Hy, € Hy, V IF Hy, e por-
tanto V' IF ¢’ vV ¢”. Suponha-se que V I ¢ (o outro caso é semelhante). Como
Hy, CH U{¢'} e VIF HiU{¢'}, tem-se que V I+ Hy, e consequentemente V It 1.
Conclui-se assim que Hy |= 1. "

Proposicao 1.4.26
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Para cada deducdo d € Dy, tem-se que Hy |= conc(d).

Prova: A prova utiliza o principio de inducao aplicado ao conjunto Dy, (definido
indutivamente na Defini¢ao 1.4.19).

Base: Ha que provar que sendo d uma arvore singular entao Hy |= conc(d). Neste
caso tem-se que Hy é o conjunto singular constituido pela férmula conc(d) e portanto
trivialmente Hy = conc(d).

Passo: Seja d € Dy, arvore nao singular. Existem vérias possibilidades a consi-
derar cada uma correspondendo a uma das regras. Apresenta-se aqui apenas a prova
correspondente a uma delas, sendo os outros casos em tudo semelhantes.

Suponha-se que d foi obtida a partir de duas drvores dy,d2 € D, por aplicacao da
regra AI. H4 que mostrar que Hy |= conc(d) assumindo a hipétese de indugao Hy, =
conc(dy) e Hg, = conc(da). Este resultado é consequéncia directa da Proposigao
1.4.25. L]

Segue-se agora o enunciado e prova da correccao de N,

Proposicao 1.4.27
O sistema N, é correcto, ou seja, sendo ® C Fp e ¢ € Fp tem-se que

se ® -y, @ entdo ® = .

Prova: Pretende-se mostrar que se ® Fy;, ¢ entao para qualquer valoragao V' tal
que V' IF @ se tem que V' I . Suponha-se que entao que ® Fpr, o e seja V uma
valoragao arbitraria tal que V' I ®. Pela Definicao 1.4.21, existe d € Dy;, tal que
conc(d) = ¢ e Hg C ®. Pela Proposicao 1.4.26, Hy = conc(d). Dado que V |- Hy
tem-se que V I . n

1.4.5.2 Completude de N, (x)

Nesta subsecgao prova-se a completude de uma restri¢do do sistema N, (que nao
afecta a expressividade da légica).

Como frequentemente acontece, a prova de completude é usualmente mais tra-
balhosa do que a prova da correccao sendo necessario introduzir algumas nocoes
e provar alguns resultados preliminares. Para simplificar a exposicao, a prova de
completude aqui apresentada é relativa a uma restricao do sistema N,. Esta res-
trigao, que serd designada por ./\/'];, estd relacionada com a linguagem utilizada. A
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linguagem apenas inclui férmulas construidas a partir dos simbolos em P U {1} e
do conectivo — (e portanto sé existirao as regras — I, — E e L). Isto ndo constitui
uma restricao importante na expressividade da légica pois, como é conhecido, os
outros conectivos podem-se definir como abreviatura a partir dos aqui considerados
(1 V 02 =apw (T91) = @2 € 1 A2 =apw —(p1 — (Tp2))). A extensao desta prova
ao caso de N, nao ¢ dificil e deixa-se como exercicio ao leitor interessado (Exercicio
1.4.43).
Devido a restricao da linguagem é necessario considerar as seguintes nogoes.

Defini¢ao 1.4.28 ALFABETO Alf’, E LINGUAGEM INDUZIDA POR Alf’p

O alfabeto proposicional Alf, contém todos os simbolos de Alfp excepto os conec-
tivos V e A. A linguagem proposicional induzida por Alf's designa-se por Fj, e tem
definigao analoga a apresentada para Fp. [

Observagao 1.4.29 Naturalmente, assumem-se também para o caso de Fj todas
as defini¢oes e notagoes envolvendo formulas de Fp anteriormente apresentadas. Em
geral, no que se refere a notagoes, acrescentar-se-4 uma plica (') as notagoes utilizadas
anteriormente.

Pode agora definir-se o sistema dedutivo ./\/Z para o qual vai ser provado o resul-
tado de completude.

Definigao 1.4.30 SISTEMA ./\/];
O sistema dedutivo NI’, é constituido pelas regras de inferéncia — I, — E e L onde
se assumem as regras definidas como no sistema N, L]

Observagao 1.4.31 Todas as defini¢oes e notacoes relativas ao sistema de dedugao
natural )V, apresentadas anteriormente podem como ¢ natural ser adaptadas para o
caso do sistema N. "

Inicia-se agora a prova dos resultados que vao conduzir a prova da completude
do sistema /\/];. A prova da completude do sistema (Proposi¢ao 1.4.39) tem por base

(i) a nocao de conjunto (de férmulas) coerente e de conjunto (de férmulas) coe-
rente maximal (Defini¢do 1.4.32) e o facto de qualquer conjunto coerente estar
contido num conjunto coerente maximal (Proposigao 1.4.34)
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(ii) o facto de, para cada conjunto coerente maximal, existir uma valoragao que
satisfaz todas as férmulas do conjunto (Corolario 1.4.38).

Para concluir que ./\/]; é completo pode entao fazer-se o raciocinio seguinte. Dado um
conjunto de férmulas ¢ e uma férmula ¢, se ® I7x ¢ prova-se que ® U {-p} ¢ um
conjunto coerente. Por (i), este conjunto pode ser estendido a um conjunto coerente
maximal. Por (ii), existe uma valoracao que satisfaz, em particular, ® U {-p} e
portanto ® [~ ¢. Consequentemente, se ¢ = ¢ entao ¢ }—sz, ®.

Definicao 1.4.32 CONJUNTO COERENTE E CONJUNTO COERENTE MAXIMAL
Sendo ® C Fp,

o & diz-se coerente se ® '7[/\@3 1; @ diz-se incoerente se nao é coerente;
o & diz-se coerente mazrimal se se verificam as condi¢Oes seguintes

— ® é coerente;

— para cada ¢ € F}, tem-se que ¢ € ® ou —p € . [

Proposicao 1.4.33

1. O sistema N} ¢é coerente, i.e., /7 L.
2. Se ® C F}, é coerente entao nao existe p € Fp, tal que {¢, ¢} C .

3. Se ® C F, é coerente, entao, para cada ¢ € Fp, tem-se que ® U {¢} é coerente
ou & U {—¢p} é coerente.

Prova:

1. Se nao fosse coerente entao L seria um teorema do sistema e porque o sistema
é correcto, seria uma tautologia. Assim qualquer que fosse a valoragao V', ter-se-ia
V' IF L o que contradiz a definicdo de satisfagdo de féormula.

2. A assercao resulta trivialmente da dedugao

p— L1 o2

- >E
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que permite concluir que se ¢, 7@ € ® entao ¢ N 1 e portanto nao seria coerente.

3. Suponha-se, por absurdo, que nao se verifica nenhuma das duas situagoes.
Entao @U{p} by L e @U{~p} Fpr L. Pelo metateorema da deducao (Proposigao
1.4.23), @bpy o — Le @ hpy (mp) — L (isto é, @y (¢ — L) — L. Pode assim
construir-se uma deducao

Dy Do
¢— L (p—L1)— L
—F

1

onde se assume que as hipéteses abertas de D7 e Dy estao contidas em ®, que permite
concluir que ¢ + N 1 o que contradiz o facto de ® ser coerente. [

Proposicao 1.4.34
Qualquer conjunto ® C F, que seja coerente pode ser estendido a um conjunto
®* C F, que é coerente maximal.

Prova: O conjunto F, é numeravel. Este facto ¢ consequéncia de Alf’,* ser um con-
junto numerével (pois Alf’, é nao vazio e contdvel) e de F'}, ser infinito e subconjunto
de Alf'.*.

Considere-se uma enumeracdo o, @1, 2, ... das férmulas de Fp. A partir
desta enumeracao constroi-se a sucessao ®g, ¢1, P, ... de conjuntos de férmulas do
seguinte modo: ®g = P e, para cada i > 0, ®;11 = D; se ®; U {p;} é incoerente e
D, 11 =P, U{p;} caso contrério.

Facilmente se prova, por indugao, que ®; é coerente para cada ¢ > 0. Basta ter
em conta que Py é coerente e que, por construgao, se ®; é coerente entao ®;;1 €
coerente.

Seja ®* = (J;5( ®i.- Mostra-se seguidamente que este conjunto é coerente maxi-
mal. -

Suponha-se que ®* nao é coerente. Pela Defini¢do 1.4.32, ®* Fay L e portanto
existe d € Dy tal que Hy C ®* e conc(d) = L. Como por defini¢ao d é finita,
H é finito e portanto existe um subconjunto finito de ®* a partir do qual se deriva
1. Tendo em conta a construgao de ®*, tem-se que existird um certo j > 0 tal que
Hy; C ®;. Assim, ®; - A7 Lo que contradiz o facto de ®; ser coerente. Conclui-se
entdao que ®* é coerente.
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Suponha-se que existe uma férmula ¢;, i > 0, tal que ¢; ¢ ®*. Neste caso, tendo
em conta a construcao de ®*, ®; U {p;} nao é coerente e p; ¢ ®;11. Pela Proposigao
1.4.33, ®; U {—p;} é coerente. Tendo em conta a enumeracao de F}, apresentada
tem-se que —y; = ; para algum j > 0, j # ¢. Tendo em conta a construcao da
sucessao de conjuntos de férmulas tem-se que ®;,1 foi construido a partir de ®;
e ¢j. Se j < i, entdo necessariamente ®; U {¢;} é coerente pois, caso contrario,
como ®; C ®; ter-se-ia ®; U {;} incoerente. Assim sendo, ¢; € P, e portanto
—p; € ®*. Finalmente, se j > i, ®; C ®; e portanto ®; U {¢;} é incoerente. Como
®; é coerente, pela Proposigao 1.4.33, ®; U {—p;} é coerente e portanto de novo se
tem que ¢; € ®;11 o que significa que ~¢; € ®*. Conclui-se entao que para cada
o € Fp, ¢ € ®* ou —p € O*. "

Proposicao 1.4.35
Sejam ®* C F, um conjunto coerente maximal e ¢, p1, 92 € Fp. Entao

(i) ®*Fay ¢ seesdse p € PN
(il) 1 — @2 € ®* se e s6 se sempre que @1 € P* entao py € O*.

Prova: (i) Se ®* - Ny pepd ®* entao, dado que ®* é coerente maximal, ter-se-ia
que —p € ®* (isto é ¢ — L € ®*). Poderia entao construir-se uma dedugao (usando
uma marca m conveniente)

D
@ p— L™
—F

L

onde as hipéteses abertas de D estao contidas em ®*, que permitiria concluir que ®*
nao é coerente o que contradiria a hipétese.
Se ¢ € ®* entao, trivialmente, ®* A7, @ Basta considerar a arvore de dedugao
singular cuja férmula do seu unico né é .
(ii) Se p1 — @2 € P* e ¢ € O* entao a dedugado
o1 — @2 ! o1 2
—F

©2
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permite concluir que ®* -y pa. Por (i), g2 € ™.
Suponha-se agora que se 1 € ®* entao pg € P*. Se g € O*, a dedugao

8021

—1,2
$1 — P2
permite concluir que ®* Fx7 1 — @2 0 que, por (i), significa que ¢1 — @2 € ™.

Se o & ®*, entao, necessariamente, p; ¢ ®*. Dado que ®* é coerente maximal,
p1 — L € ®* e a dedugao

o1 — L1 o013
—F
1
A
(p2— 1) — L g — L2
—F
1
1,2
©2
—1,3
©1 — P2

permite concluir que ¢ — L Fay @1 — @2 e portanto ®* Fay @1 — 2. Por (i),
1 — p2 € P*. .

Definigao 1.4.36 VALORAGAO CANONICA

Dado um conjunto ®* C F}, coerente maximal, a valora¢do candnica induzida por
®* designa-se Vg+ e define-se da seguinte forma: para cada p € P, Va«(p) = 1 se
p € ®* e Vg (p) = 0 caso contrario. "

Proposicao 1.4.37
Seja ®* C F}, um conjunto coerente maximal. Entao, para cada ¢ € Fp, ¢ € ®* se
e 56 se Vo~ IF ¢.

Prova: A prova utiliza o principio de inducao aplicado ao conjunto (definido indu-
tivamente) Fp.
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Base: Seja ¢ € P. Se ¢ € ®* entao, pela Defini¢ao 1.4.36, Vg« (@) = 1 e portanto
Vo« IF . Reciprocamente, se Vp+ IF ¢, Vapx (@) = 1 e portanto, pela Defini¢ao 1.4.36,
@ € ®*. O caso ¢ = | é trivial em ambos os sentidos porque, por um lado, | & ®*
pois este conjunto é coerente e, por outro, por definicdo de satisfacao de férmula,
Vo Iff L.

Passo: Existe apenas um caso a considerar que é ¢ ser ;3 — 2. Recorde-se
que, pela Proposicao 1.4.35, ¢ € ®* se e s6 se sempre que @1 € ®* entdo g € P*
(ou, de modo equivalente, 1 & ®* ou ¢y € ®*). Suponha-se entdo que ¢ € ®* e
que Vg« IF 1. Por hipétese de indugao, 1 € ®* e portanto, pelo resultado acima
referido, o € ®*. Pela hipotese de inducao, Va« IF @9 e, consequentemente, Vg« I- .
Reciprocamente, suponha-se que Vg« IF ¢ e portanto Ve« Iff 1 ou Vg« IF 2. No
primeiro caso, pela hipétese de indugao, ¢1 € ®* pelo que, tendo em conta o resultado
acima mencionado, ¢ € ®*. O segundo caso tem prova semelhante. [

Coroléario 1.4.38
Se ®* C F, é coerente maximal entdo Vg~ IF ®*.

Prova: Imediato a partir da Proposicao 1.4.37. [
Pode agora apresentar-se finalmente o resultado de completude desejado.

Proposicao 1.4.39
O sistema N, é completo, ou seja, sendo ® C Fp, e ¢ € Fp,

se ¢ |= ¢ entdo  Fyy .

Prova: Pretende-se mostrar que se para qualquer valoragao V', V Ik ® implica que
V IF ¢ entao se tem que ® l_Nz? . Mostra-se que se ® VNA © entao existe uma
valoragao V tal que V IF ® mas V' I .

Suponha-se que entao que @ /xy ¢. Se @ U{~¢p} for incoerente, ®U{~p} Fpy L
e, pelo metateorema da deducao (Proposicao 1.4.23), @ Fay (¢ — L) — L). Pode
assim construir-se uma dedugao (usando uma marca m conveniente)

D
(p—1l)—1L p—Lm
—F
1
1,m
¥
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onde as hipdteses abertas de D estao contidas em ®, que permite concluir que @ - N
¢. Chega-se assim a uma contradigao pelo que, necessariamente, ®U{—p} é coerente.
Pela Proposicao 1.4.34, ® U {—p} pode ser estendido a um conjunto (® U{-¢})* que
é coerente maximal. Sendo V' a valoragao canénica induzida por (®U{—¢})*, tem-se
VIF (@ U {=p})* pelo Coroldrio 1.4.38. Assim, V IF ® e V IF —p, ou seja, V If ¢. =

1.4.6 Exercicios

Propoem-se seguidamente alguns exercicios sobre os assuntos expostos ao longo desta
seccao.

Exercicio 1.4.40 Na sequéncia 1, ¥, 13, ¥4 € ¥5 designam formulas arbitrarias
de Fp. Mostre que:

L. Fn;, =1 A (—91))
2. a1V (=91)
3. {=1} b, 1 —
4. =1 Atha), 1} b, e
5. {=(¢1 Va)} Fu; 01
6. {2 — Y3} Far, Y1 Aa — 3
7. {1 = Yo} Far, Y1 — (Y2 V 3)
8. Fa;, (b1 — b3) A (b2 — b3)) — (Y1 V ih2) — 13
9. Fn;, (Y1 — 2h2) — Y1) — an
10. Fag, 1 A (2 Vhs) — (Y1 Ada) V (1 A )
1L Bag, 1V (2 Ahs) = (Y1 V ha) A (1 V 4hs)
12. by, (1 = ¥2) — ((m¢h2) — (1))
13. {1 — 2, (m91) — 2} Fa, Y2
14. By, (Y1 = ¥2) = ((791) V i2)
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15. b, (2(d1 Ath)) = ((—¢1) V (m¢2))

16. Fas, (2(1 Vh2)) — ((m91) A (mh2))

17. {(3 Apa) — 1,2 — Y3} Fn, g — (b2 — 1)

18. (v1—=v2) = b3, Ya—(7th1)), s A (), hs—¢2 b i3

19. {(=91) — b2, 1 — (7s5), Y3 — (Ya V ¥5), Y4 — (—¥3)} bag, 3 — 1o

20. {(¥1AP2) =3, Yan(—s), (ms) A (s V h1)) = 6), YaA(T93)} b, e m

Exercicio 1.4.41 Apoés a leitura do capitulo 77, volte a resolver os exercicios pro-
postos no Exercicio 1.4.40 usando agora a ferramenta Isabelle. [

Exercicio 1.4.42 Na sequéncia 1, 9, 93, ¥4 € ¥5 designam férmulas arbitrarias
de Fp. Recorrendo as propriedades do sistema N, mostre que:

L = (W1 —=v3) A (b2 —1b3)) = (1 A he) = ¢3)

2. {Y1, 92 — g, (1 A3)} | 2

3. {(s Nba) = P1,ha — Y3} B s — (Y2 — )

4 A1) = Yo, Y1 — (¢s5), U3 — (Ya V s5), s — (—U3)} = 3 — 92

5. Y1 A (W2 Vs) = (1 Adha) V (Y1 Ads)

6. 11V (Y2 Aths) = (Y1 V h2) A (1 V o3)

7. {1 —v2) =3, a— (=), s A(—Wa), s —v2} = s

8. {(h1) = 2, Y1 — (—s), 3 — (Y4 Vihs), Y4 — (-¥3)} = 3 — 9o

9. {(1AY2) =43, YaN(—ths), (~ths) A (2 (5 V1)) = ), haA(—ibs)} = v m

Exercicio 1.4.43 Estenda a prova de completude de ./\/Z apresentada na secgao
1.4.5.2 de modo a obter uma prova de completude do sistema NIQ. [
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1.5 Sistema dedutivo S,

Nesta seccao apresenta-se um outro sistema dedutivo para a logica proposicional, o
sistema S,. Tal como no caso do sistema de dedugao natural sao também manipu-
ladas arvores etiquetadas mas, neste contexto, as etiquetas sao sequentes e as regras
de inferéncia sdo naturalmente diferentes das regras do sistema N,. Este sistema ¢é
usualmente designado sistema de sequentes (ou sistema de sequentes de Gentzen) ou
ainda calculo de sequentes.

Sistemas de sequentes (para a légica classica e intuicionista) foram propostos pela
primeira vez por G. Gentzen em [10], mas diversas variantes ao trabalho original tém
sido propostas. O sistema S, aqui apresentado é semelhante a formulacao original.
Como exemplo de uma das referidas variantes, apresenta-se também nesta secgao o
sistema S,.

Os livros [9] e [14] sdo exemplos de outros textos onde se podem encontrar des-
cricoes de sistemas de sequentes.

A construcao de derivagoes em S, pode também ser efectuada computacional-
mente usando o ambiente de desenvolvimento de provas Isabelle. Este assunto é
abordado no capitulo ?77.

Na seccao 1.5.1, descrevem-se os sequentes. Na seccao 1.5.2, é apresentado o
sistema S, e o sistema S]’g ¢é apresentado na secgao 1.5.3. Na secgao 1.5.4 sao discutidas
as propriedades de correccao e completude destes dois sistemas dedutivos. Na seccao
1.5.5 sao propostos diversos exercicios.

1.5.1 Sequentes

Assume-se fixado o conjunto de simbolos proposicionais P.
Definicao 1.5.1 SEQUENTE
Um sequente sobre Fp é um par (Ant, Cns) onde Ant, Cns sdo sequéncias de férmulas.

A sequéncia Ant é o antecedente do sequente e a sequéncia C'ns é o consequente do
sequente. O conjunto de todos sequentes sobre Fp designa-se por Sqtp. [

Um sequente é constituido por duas sequéncias de férmulas, uma das quais é
designada antecedente sendo a outra designada consequente.
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Notacgao 1.5.2 Usa-se a notagao
Ant = Cns

para o sequente (Ant,Cns) € Sqtp. Se, em particular, Ant a sequéncia vazia, £, pode
usar-se também
= Cns

e, do mesmo modo,
Ant =

quando Cns é €. Naturalmente, = corresponde ao caso em que o Ant = Cns = €.
Para facilitar a leitura, é usual separar as férmulas por virgulas nas sequéncias Ant
e Cns, pelo que

Ol on = P15 P,

representa um sequente em que Ant é a sequéncia p...p, e Cns a sequéncia
Y1.. .Uy, n,m € INg. O caso em que n = 0 ou m = 0 corresponde ao caso em
que Ant =€ ou Cns = ¢.

Por vezes serd também ttil a notacao

]‘—‘7()01?"'790“7]‘—‘,:A?wl?""w'rnﬁA/

onde I', TV, A, A’ sao sequéncias de férmulas e ¢1,...,0n, ¥1,...,%0m € Fp, n,m €
INy, que denota o sequente cujo antecedente resulta de concatenar as sequéncias I,
oy ...l eI’ por esta ordem, e o consequente é obtido de modo semelhante. Se
algumas das sequéncias I', TV, A ou A’ forem vazias omite-se a referéncia a essas
sequéncias na notacao acima. Por exemplo,

@1?"'790H7F/:>A7w17"'7wm7\1ﬂ

representa o caso em que I' = ¢. Se n = (0 ter-se-4, naturalmente,
F7F, : A’wl?" * 7wm7A/

e de modo analogo para caso de m =0 e de n=m = 0.

Em muitas situagoes serd necessério falar na conjuncao e/ou disjungao dos ele-
mentos do antecedente Ant = @1 ...y, 0 que, no caso de n # 0, é, como se espera,
P1A...Npp e 1 V...V py,, respectivamente. No caso em que n = 0 a disjungao é T
e a conjuncao é 1. Idénticas observagoes se podem naturalmente fazer relativamente
ao consequente. [ ]
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Exemplo 1.5.3 Sendo p1,p2,p3,p4 € P
® p1 Ap2,p3 = P1,P4
® p1Vp2=pi1
® p1,p3 =
® = p1Ap4

sao exemplos de sequentes. [

Definicao 1.5.4 SEQUENTE VALIDO E SEQUENTE FALSIFICAVEL
Seja Ant = Cns em Sqtp tal que Ant = p1...0n e Cns =1 ...%m, n,m € INy.

e Uma valoragao V satisfaz Ant = Cns, o que se denota por

VIF Ant = Cns

se VIFor Aio Ao = 1 Voo V.

e Ant = Cns é wvalido, o que se denota por
= Ant = Cns

se, para cada valoracao V' sobre P se tem que V satisfaz Ant = Cns.

o Ant = Cns é falsificdvel, se nao é valido, isto é, se existe uma valoragao V
tal que VIF o1 Ao App — 01 V... Vb, ouseja, VIE @i Ao App A (—1)1) A
. A (—p); nestas condigoes diz-se que V' falsifica o sequente. [

Observacgao 1.5.5 Note-se que da Definicao 1.5.4 resulta que, sendo Ant = Cns
em Sqtp tal que Ant = @1 ..., € Cns =11 ...y, com n,m € INg,

e se n = 0 o sequente = Cns é vélido se a féormula ¥ V ...V ¢, é vélida e é
falsificavel se a férmula (—i)1) A ... A (—t)y,) é possivel;

e se m = 0 o sequente Ant = é valido se a férmula ©1 A ... A, é contraditéria
e ¢é falsificavel se a féormula ¢ A ... A @, é possivel;

e se n = m = 0 o sequente ¢é falsificivel. n
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Exemplo 1.5.6 Sendo p1,p2,p3,ps € P
e p1 A po2, p3 = p1, p4 € um sequente valido;
® 0s sequentes

s PLVPr=p
« P1,P3 —>
« = P1 A\ P4

sao falsificdveis. n

Do que ficou exposto resulta que, neste contexto, o sequente
Ant = Cns

com Ant = @1...0p € Cns = 1 ...y, n,m € INg, pode ser informalmente inter-
pretado como @1 A ... Ay, — Y1 V...V Y, no caso em que tanto o sequente como
o consequente sao sequéncias nao vazias. No caso do antecedente ser a sequéncia
vazia, tem-se (L — 1) — 1 V...V 1, e no caso do consequente ser a sequéncia
vazia tem-se 1 A ... A, — L.

Um sequente é vélido se, para cada valoracao V', se V satisfaz todas as férmulas do
antecedente entao V satisfaz pelo menos wma féormula do consequente e é falsificavel
se existe uma valoracao V que satisfaz todas as férmulas do antecedente e ndo satisfaz
nenhuma formula do consequente.

Note-se que da Observacao 1.5.5 resulta que se se considerar em particular o
sequente = , com ¢ € Fp, tem-se que = ¢ € sequente valido se e s6 se p é uma
formula vdlida. Como se verd adiante, o sistema dedutivo S, permite determinar,
através de manipulagdo simbdlica de sequentes e formulas neles envolvidas, se um
dado sequente é um sequente valido. Consequentemente, a avaliacao da validade de
uma férmula proposicional pode ser conseguida através do sistema dedutivo Sp,.

Sendo I' = 1 ..., uma sequéncia nao vazia de férmulas de Fp e ¢ € Fp,
I' = ¢ é vélido se e 86 se @1 A ... A p, — ¢ é férmula valida. Consequentemente,
' = ¢ é valido se e s6 se ® = ¢, onde ® é o conjunto das férmulas presentes em
I'. Assim, o sistema S, pode naturalmente ser também utilizado para avaliar se uma
féormula é consequéncia semantica de um conjunto de férmulas.
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1.5.2 Sistema dedutivo S,

Nesta secgao apresenta-se o sistema dedutivo S,. Neste momento, apés o estudo do
sistema dedutivo NV, o leitor ji se encontra mais familiarizado com o conceito de
sistema dedutivo e demais conceitos associados. Por esta razao o sistema S, é aqui
apresentado de um modo mais sucinto do que o escolhido para apresentar o sistema
N, nas seccoes anteriores.

O sistema dedutivo S, é constituido por um conjunto de axiomas e diversas
regras de inferéncia. A semelhanga do sistema N, as dedugdes de S, sao também
arvores etiquetadas (as drvores de dedugao ou derivagao) e sdo construidas a partir
de arvores singulares usando as regras de inferéncia do sistema. As etiquetas das
drvores sao agora sequentes. Tal como no sistema N, existem regras de inferéncia
associadas a cada conectivo. Estas regras sao usualmente designadas por regras
légicas. Mas em S, estao também presentes outro tipo de regras, em particular,
regras que permitem eliminar férmulas duplicadas nas sequéncias que constituem os
antecedentes ou os consequentes dos sequentes, que permitem mudar a ordem das
férmulas nessas sequéncias e que permitem introduzir-lhe novas férmulas arbitrarias.
Estas regras sao usualmente designadas por regras estruturais.

Exemplo 1.5.7 A partir, por exemplo, da arvore de deducao singular

¢17 1/]3 — ¢2
obtém-se a arvore de deducao
1,93 = 1o
— D
Y3 = P1 — P2
por aplicacao da regra — D. A partir desta e da arvore singular
g = Y1 — P2
obtém-se
V1,3 = 1o
— D
3 = b1 — o e )

VE

P3 Vg = 1P1 — o
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por aplicacao da regra VE. Esta drvore é de novo uma érvore de dedugao em S,,.

Designe-se por conclusao de uma arvore de deducao o sequente associado a sua
raiz. Note-se que a regra — D (“implicacao a direita”) permitiu a partir de uma
arvore de dedugao com conclusao 1,13 = 12 obter uma &arvore de dedugdao com
conclusao 3 = 1 — 1y (observe-se a férmula 1; — 12 no consequente). Esta
arvore de é uma extensao da arvore de deducao de partida.

Por seu lado, a regra VE (“disjungao & esquerda”) permitiu obter uma &rvore
de dedugao com conclusao 3 V by = 1)1 — 1y (observe-se a férmula 13 V 104 no
antecedente) a partir de uma arvore de deducao com conclusao 93 = 11 — 9 e de
outra com conclusao ¥4 = Y1 — Y»o. [

A regra — D é usualmente representada da seguinte forma

o, = A, ¢

— D
I'=A ¢—9

em que @,y € Fp e I' e A sao sequéncias finitas de férmulas em Fp. O sequente
abaixo da linha horizontal é sequente associado a raiz da deducao que se obtém por
aplicagao da regra. O sequente acima da linha horizontal é o sequente associado a
raiz da deducao de partida.

A regra VE é usualmente representada da seguinte forma

o, = A Y, I'= A

VE
eV, I = A

onde os diferentes elementos tém o significado esperado. Neste caso para aplicar a
regra sao necessarias duas dedugoes. Cada sequente acima da linha horizontal é o
sequente associado a raiz de cada uma das deducoes de partida.

Para ilustrar mais algumas regras de inferéncia de S, e, em particular, algumas
das regras estruturais apresenta-se mais um exemplo.

Exemplo 1.5.8 Considere-se a arvore de dedugao seguinte.
V1,93 = o
— D
Y4 = s Y3 = Y1 — Yy = Y1 — 2
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— enfE VE
Y3V by, g = 1y Y3V by = 1Py — 1o
trcE enfE
a, Y3V by = Py Py, Y3V Py = Y1 — o
AD

Yy, Y3 Vg = Py A (YY1 — 1ha)

Para além das regras ja referidas no Exemplo 1.5.7, foi usada, em particular, a
regra AD (“conjungao a direita”). Esta regra permitiu obter uma arvore de dedugao
com conclusdo 14, 3 V by = 4 A (Y1 — 12) (observe-se a conjungao no conse-
quente), partindo de uma drvore de dedugao cuja conclusao é vy, V3 V 1y = 14 €
de outra cuja conclusao é g, 13 V 10y => 11 — .

Foram aplicadas também duas regras estruturais: a regra enfF ( “enfraquecimento
a esquerda”) e a regra trcE (“troca a esquerda” ). Partindo-se de uma qualquer arvore
de deducao, a regra enfF permite obter uma arvore de dedugao cuja conclusao é
idéntica a da arvore de deducao de partida mas em cujo antecedente é incluida uma
férmula arbitraria. Partindo-se de uma qualquer arvore de deducao cuja conclusao
tenha pelo menos duas férmulas no antecedente, a regra trcE permite obter uma
arvore de deducao cuja conclusao é a da arvore de deducao de partida mas em que
duas férmulas consecutivas do antecedente trocam de posicao.

Na dedugao anterior merece ainda referéncia o sequente ¢4 = /4 na etiqueta
de uma das folhas. Este sequente corresponde a um axioma do sistema S,. Em
particular, sao axiomas deste sistema todos os sequentes deste tipo, isto é, quer o
antecedente quer o consequente tém uma sé férmula, que é a mesma em ambas as
sequéncias. O sistema S, tem ainda outro tipo de axioma, o qual envolve o simbolo
1, como adiante se ilustrara.

Pode ainda dizer-se que esta drvore de dedugao corresponde a uma dedugao (ou
derivagao) do sequente w4, 13 V 14 == 1)1 — 12 no sistema S,. Uma das folhas
corresponde a um axioma, mas as outras nao, nao sendo assim uma arvore de prova
em S,. Uma arvore de prova em S, ¢ uma arvore de deducao na qual a cada folha
corresponde um axioma. (]

Os exemplos seguintes correspondem a dedugoes que sao arvores de prova.
Exemplo 1.5.9 Considere-se agora a dedugao seguinte.
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1 = 1
enfE
o, Y1 = 11
— D
Y1 = P2 — Y1
— D

= 1 — (Y2 — 1)

Esta deducao corresponde a uma drvore de prova em S,, pois a sua tunica folha
estd associado um axioma. Como adiante se verd com mais detalhe, a conclusao de
qualquer arvore de prova é um sequente valido. [

Exemplo 1.5.10 Na arvore de dedugao

1l =
enfD
P = 1L =1
— enfE — enfE
Yo,y = 1 o, L =
trcE - {rcE
U1, = 1 L,y =1
VE
Y1V L, P =1y
trcE
P, 1V L =1y
— D

Y1V L= s —

estd presente o outro tipo de axiomas do sistema S,: o sequente L =. Como a
cada uma das folhas desta arvore de deducao corresponde um axioma, esta arvore
de deducao ¢ também uma arvore de prova. [

As regras enfF e trcE referidas nos exemplos anteriores sao usualmente represen-
tadas como segue
tendo os diferentes elementos o significado esperado.

Os axiomas do sistema S, sao os sequentes seguintes, usualmente designados Az
e LF, respectivamente.
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I'—= A L, o0, I"=— A
enfE trcE

o, = A L, Y,0, TV = A
= e 1l =

Axiomas do sistema S,

As demais regras légicas do sistema sao: regra AE1 e regra AE2 (“conjungao
a esquerda”l e 2), regra VD1 e regra VD2 (“disjuncao a esquerda”l e 2) e — D
(“implicagao a direita”). A representacao grafica usual de todas as regras logicas
de S, é apresentada na sequéncia. Nestas, bem como em todas as outras regras
de inferéncia deste sistema, é usual designar os sequentes representados acima da
linha horizontal por premissas da regra e designar por conclusao da regra o sequente
abaixo desta linha.

o, = A v, I'= A
AE1 AE?2
pANYp, = A oAy, I'= A
= A p = A, ¢ p, I = A v, ' = A
AD VE
= A, oAy oV, I = A
F:>A,SO F:>A7¢
vD1 vD2
I'= A, oV = A, oV
= A, p P, TV = A/ o, ' = A, ¢
— F — D
o=, T,V = A, A = A o—1

Regras de inferéncia do sistema dedutivo S,: regras légicas
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As demais regras estruturais do sistema sao: regra enfD (“enfraquecimento &
direita), regra cntE (“contracgao a esquerda), regra cntD (“contracgao a direita) e
regra treD (“troca a direita). A representacao gréfica usual de todas as regras légicas
e de todas as regras estruturais de S, é apresentada na sequéncia.

I'—=A I'—= A
enfE enfD
o, = A I'= A, p
0,0, '= A I'= A, ¢,
cntE cntD
o, '= A I'=A o

F? ¢7w7 P,:>A

PéA? S07'1/}7 A/

trcE treD
F :> A? /(/}7 SD7 A,

Iy, I"= A

Regras de inferéncia do sistema dedutivo S,: regras estruturais

Por 1ltimo existe ainda a regra corte.

= A ¢ o, IV = A’

corte

LI = A A

Regras de inferéncia do sistema S,: regra corte

A regra do corte é relevante, em particular, quando se pretende (re)utilzar lemas
numa deducao. Por exemplo, se se pretende construir uma &arvore de prova para
o sequente [' = ¢ e ja se dispoe de uma &arvore de prova para I' = 1), bastara
construir uma arvore de prova para v = ¢ e depois usar a regra corte.

Na construcao de deducoes em S, como tem vindo a ser ilustrada, comega-se
pelas folhas e vao-se aplicando as regras de inferéncia. E também possivel fazer
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a construcao em sentido inverso, ou seja, comecando pela raiz da deducao. Esta
forma de construir deducoes é até a mais frequentemente utilizado para desenvolver
algoritmos de demonstracao automatica, como se vera adiante. Recorde-se que este
modo de proceder ja foi referido no contexto do sistema N, tendo sido designado
por prova inversa.

Assim, para construir uma arvore de deducao a cuja raiz esteja associado o se-
quente I' = A, pode também proceder-se como se segue:

(i) comega-se com uma arvore singular cuja raiz tem por etiqueta I' = A,

(ii) em cada passo seguinte, para cada né folha da drvore procura-se uma regra de
inferéncia cuja conclusao corresponda a etiqueta da folha; se a regra for unéaria
acrescenta-se um né sucessor directo desse né folha o qual terd por etiqueta
a premissa da regra; se a regra for binaria acrescentam-se dois nés sucessores
directos desse né folha e cada um tera por etiqueta uma das premissas da regra;

Neste caso é também usual representar-se a arvore com a raiz no topo, estando esta
representagao mais de acordo com o modo como a arvore é agora construida.

Exemplo 1.5.11 A deducéo seguinte corresponde & deducao apresentada no Exem-
plo 1.5.10

P11V L= s —

— D
P, 1V L =y
trcE
Y1V L, he =y
VE
1,2 = Y1 L,y =1
trcek ——— trck
o, 11 = Y1 o, L =1
enfE —  enfFE
Y1 = n 1L =1
enfD
1l =
mas agora representada com a raiz no topo. n
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1.5 Sistema dedutivo S,

Apresenta-se agora com mais rigor as defini¢goes dos conceitos ilustrados atras,

bem como de outros com eles relacionados.
de inferéncia e dos axiomas.

correspondem a tuplos de sequentes com duas ou trés componentes.

Definicao 1.5.12 SISTEMA S,
O sistema dedutivo S, é constituido pelos seguintes axiomas e regras de inferéncia.

Axiomas:

e p=9

1=

com @ € Fp.

Regras de inferéncia:

REGRA enfE:

REGRA :

enfD

REGRA cntFE:

cntD

REGRA :

trcl

REGRA :

treD

REGRA :

corte

REGRA :

AE1

REGRA :

NE2

REGRA AE2:

AD

REGRA :

VE

REGRA :

VD1

REGRA :

VD2

REGRA :

r=A, p, = A)

(

(Fr=A, T=Ap)

(o0, T=A, p, = A)
(F=Ap,p, = Ap)
(T,0,0, 7" = A |, T,¢,po, " = A)
(T = A, p,p, A |, T,/ = A A")
(Fr=Ap, op,I'=A" | I'T' = A/A")
(p, T =A, oA, T = A)

(L), T =A |, oA, = A)
(Fr=Ap, T=AY , T=A0AY)
(o0, T =A, )T =A, oV, = A)
(F=A,p, T=ApVV)

(I=A¢y , I'=ApVy)

5

Comega-se pela definicao das regras
Os axiomas s@o sequentes e as regras de inferéncia

Ax
1F
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e REGRA - E: (I'= Ao, y,I"=A" | o -, T, T" = A/A")
e REGRA = D: (o, =AY , T = A,p—1)

onde I', TV, A, A’ representam sequéncias de férmula em Fp e ¢, 1) representam férmulas
em Fp. As regras definidas como pares sao regras undrias e as outras sao regras
bindrias. Em cada regra, o sequente correspondente a ultima componente de cada
tuplo é a conclusdo da regra e os outros sequentes sao as premissas da regra. A
férmula explicitamente indicada na conclusao da regra é a férmula principal da re-
gra. As férmulas explicitamente indicadas nas premissas sao as formulas secunddrias.
As outras férmulas das premissas sao as férmulas extra. ]

Cada axioma corresponde a um conjunto de sequentes com as caracteristicas
indicadas. Cada um desses sequentes é uma instancia do axioma. De modo andlogo,
cada regra de inferéncia corresponde a um conjunto de tuplos de sequentes, sendo
cada um desses tuplos uma instancia da regra.

Como é natural, ndo serao necessarias todas as regras acima referidas se certos
conectivos forem apenas definidos como abreviatura. Se, por exemplo, os conectivos
A e V forem definidos como abreviatura, apenas sao necesséarias as regras — FE e
— D. As outras regras aqui apresentadas surgirao depois como regras derivadas.
Dado que anteriormente se consideraram primitivos os conectivos A e V, optou-se
por também manter esta op¢ao nesta secgao.

Seguem-se as defini¢bes de drvore de dedugao e de arvore de prova. Recordem-se

as nocoes e notagoes relativas a arvores introduzidas em 77.

Definigao 1.5.13 ARVORES DE DEDUGAO EM S,
O conjunto das arvores de dedugao (drvores de derivagdo, dedugoes ou derivagies)
de S, denota-se por Dg, e define-se indutivamente como se segue:

e se d é uma Sqtp-drvore singular entao d € Dg,;

e se di € Dg, e a etiqueta da sua raiz ¢ premissa de uma regra de inferéncia
undria de S, cuja conclusdo é I' = A entdao d = d;” I' = A € Dg,;

e se dy,dy € Dg, e as etiquetas das suas raizes sao as premissas de uma regra de
inferéncia bindria de S, cuja conclusao é I' = A entdo d = | {d;,d2} ' =
A€ Dgp.
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Nos dois udltimos casos, diz-se que d foi obtida a partir de d; (ou de dj e dy) por
aplicacao da regra em questao. O sequente que constitui a etiqueta da raiz de uma
arvore de dedugao d € Dg, ¢ a conclusao da arvore de dedugao. Diz-se que d € Dg, ¢
uma arvore de dedugao (de derivagao, dedugao ou derivagao) para o sequente I' = A
se este sequente é a conclusao de d. [

Definigdo 1.5.14 ARVORES DE PROVA DE S,

O conjunto das drvores de prova de S, denota-se por Dgp e define-se indutivamente
a semelhanga do conjunto Ds, mas na primeira condigao exige-se que a etiqueta do
né da arvore singular seja um axioma de S,. Diz-se que um sequente tem uma prova
em S, se existe uma arvore de prova d € Dgp cuja conclusao é esse sequente. [

Segue-se a defini¢ao de teorema de Sp,.

Definicao 1.5.15 TEOREMA DE S,
O sequente I' = A ¢é teorema de S, o que se denota por s, I' = A, se ' = A
tem uma prova em Sp. [

Exemplo 1.5.16 Tendo em conta as deducoes apresentadas no Exemplo 1.5.9 e no
Exemplo 1.5.10, os sequentes

= 1 — (Y2 — Y1)

Y1V L= —

sao teoremas de Sp. n

Podem ser derivadas no ambito de S, regras de inferéncia para os conectivos —
e <. Apresentam-se seguidamente a regras relativas ao conectivo —: a regra —F e a
regra =D, usando a representacao grafica usual.

F:>A7<P ¢7F:>A
-F -D
—p, [ = A = A, -

T
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Deixa-se como exercicio as regras relativas a <.

A construcao de dedugoes em S, pode ser efectuada computacionalmente usando
o ambiente de desenvolvimento de provas Isabelle. Este ambiente de desenvolvimento
de provas é apresentado no capitulo 77, que o leitor interessado podera consultar
desde ja.

1.5.3 Sistema dedutivo SI’D

Nesta secgao apresenta-se o sistema dedutivo SI',, o qual é uma variante do sistema
Sp. O sistema 81,7 permite em muitas situacoes a construcao de dedugoes mais pe-
quenas do que as de &, isto ¢, com menos aplicacoes de regras. Os axiomas Ax
e LFE sao semelhantes aos de S, mas nao se exige que exista apenas uma tnica
férmula no antecedente e, no caso de Az, no consequente. No caso L FE basta que L
ocorra no antecedente e, no caso de Az, basta que exista uma férmula que ocorra
simultaneamente no antecedente e no consequente. Nao estao presentes as regras de
enfraquecimento. A férmula a que se aplica regra pode estar em qualquer posicao
das sequéncias, pelo que as regras de troca também nao sao utilizadas. Neste sistema
todas as féormulas que estdao presentes numa deducao sao subférmulas das féormulas
que ocorrem na conclusao. Nao esta assim presente a regra corte. Quando existe
uma conjun¢ao no antecedente, ao construir uma dedugao da raiz para as folhas,
nao tem de se escolher qual das férmulas da conjuncao sera necessaria para se vir a
obter uma eventual arvore de prova, isto é, nao é necessario escolher entre a regra
AFE1 e a regra AE2, pois existe apenas uma regra relacionada com a ocorréncia de
uma conjunc¢ao no antecedente. Consideragoes semelhantes podem também fazer-se
quando existe uma disjuncao no consequente. Nao estd também presente a regra da
contraccao.

O sistema S{o facilita a concepcao de algoritmos de demonstracao automaética
para a légica proposicional. Dado um qualquer sequente I' = A, constréi-se uma
dedugao para I' = A, da raiz para as folhas, aplicando sucessivamente regras de
SI’J relacionadas com as formulas nao atémicas que estdo presentes nos sequentes
associados as folhas das dedugoes que vao sendo obtidas. Cada nova féormula que é
introduzida por aplicagdo de uma regra (férmula secundéaria) é mais simples do que
a férmula principal da regra, pelo que se garante que, num dado momento, apenas
existem formulas atéomicas nas folhas da dedugao. Como se verd adiante, se esta
dedugao é uma arvore de prova, entao I' = A é sequente valido. Caso contrario, é
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possivel construir um valoracao que falsifica I' = A a partir do sequente associado
a qualquer uma das folhas que nao é axioma.

Apresentam-se na sequéncia as regras do sistema SI’), representadas graficamente
da forma usual.

L, o, " = A I'= A, p,9, A
ANE VD
L,oAy, TV = A = A, oV, A
= A, ¢, A = A, ¢y, A Lo IV=— A Ly, I"'= A
AD VE
= A, oAy, A L,ovy, I"= A
LTIV = ¢, A P, I, T = A o, ' =1, A A
— F — D
Fpo—¢, I"= A = A, ¢ — 1, A

Regras de inferéncia do sistema dedutivo S]'D

Seguem-se as definigbes mais rigorosas dos axiomas e das regras de inferéncia do
sistema dedutivo SI’,, as defini¢oes de arvores de deducao e de prova e a definicao de
teorema de S}’,. Referem-se ainda as nogoes de arvore esgotada e de contra-exemplo.
Observe-se que estes dois tultimos conceitos nao estavam presentes no sistema dedu-
tivo Sp,.

Definicao 1.5.17 SISTEMA S,
O sistema dedutivo 8}; é constituido por

Axiomas:
oo, V= A, p, A Az
o, L I"= A 1FE
com p € Fp.

Regras de inferéncia:
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e REGRA AE: (Do, 0,1V = A |, T,p A, T/ = A)

e REGRA AD: (IT'= A,p,A" |, T= A Y,A" | T = A pA),A")
e REGRA VE: (Ip,I'= A |, TL'yy,"=A | T,pV,I" = A)
e REGRA VD: (I'= A,p,),A" |, T = A pVip,A")

e REGRA — E: (INT"= ¢, A , Y, I\" = A | T,o =, I" = A)
e REGRA — D: (o, =, A/A" | T = A p -, A")

ondeI', I, A, A’ representam sequéncias de férmula em Fp e @, 1) representam férmulas
em Fp. As nocoes de regra undria e regra bindrias, de premissas e conclusdo de regra
bem como a de formula principal, formulas secunddrias e férmulas extra sdo como
em Sp,. [

Definigao 1.5.18 ARVORES DE DEDUGAO, ARVORES DE PROVA E TEOREMA DE S]’J
O conjunto das drvores de dedugao (drvores de derivagdo, deducdes ou derivagies)
de 81/7 denota-se por DS;': e define-se como no caso de §,. O mesmo se passa com o
conjunto das drvores de prova de S;,, que se denota por DZ. A nocao de teorema de

S;, define-se como no caso de Sp. n

Definicao 1.5.19 ARVORES ESCOTADAS E ARVORES DE CONTRA-EXEMPLO
Sendo d € DS;

e d é uma drvore esgotada se a etiqueta de cada folha de d é um axioma ou é
um sequente I' = A tal que as férmulas presentes em I" e A sdo simbolos
proposicionais ou _L;

e d é uma drvore de contra-exemplo se existe uma folha de d cuja etiqueta é um
sequente I' = A que nao é um axioma e tal que as férmulas presentes em I’
e A simbolos proposicionais ou L. [

A razao da designacao “drvore de contra-exemplo”advém do facto de, como se
verd adiante, ser possivel a partir deste tipo de arvore encontrar uma valoragao que
falsifica a conclusao da drvore (ver Proposi¢ao 1.5.28). Uma arvore esgotada é uma
arvore de prova ou é uma arvore de contra-exemplo.

Apresentam-se de seguida alguns exemplos. Tal como em S, pode escolher-se
entre representar e/ou construir as dedugoes comegando pelas folhas ou pela raiz.
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Exemplo 1.5.20 As arvores de dedugao seguintes sao arvores de dedugdao em 81/7
para os sequentes para os quais se apresentaram anteriormente deducoes em Sp.
Optou-se por representar as deducgoes com a raiz acima das folhas.

Py, Y3V ahy = Py A (Y1 — 1h2)

AD
Yy, Y3V Py = Yy Yy, Y3V Py = Y1 — o
VE
e, Y3 = Y1 — Yo Ya, s = P1 — o
— D
¢1;¢4,¢3 :>77/)2

Esta dedugao é uma arvore de contra-exemplo, mas nao é uma arvore esgotada. Para
se obter uma arvore esgotada bastaria usar a rega — D no folha 14,19y = 11 — .

A seguinte deducao é uma arvore de prova e, consequentemente, arvore esgotada.
A sua conclusao, o sequente = ¢ — ()2 — 1) é um teorema de S]'D.

= Y1 — (Y2 — 1)
— D

Y1 = P2 — Py
— D

o, Y1 = Y1

Esta ultima deducao é de novo uma arvore de prova e a sua conclusao, o sequente
Y1V L =g — 11, é um teorema de S,

Y1V L= 1o —

— D
o, 1V L =y

VE
o, 1 = Y1 o, L = 1

Exemplo 1.5.21 Apresenta-se neste exemplo mais uma dedugao d em DSZ/?, de novo
representada com a raiz no topo.
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= (Y1 — (Y2 = P3)) = (Y1 — Y2) — (Y1 — ¥3))

U1 — (P2 = 3) = (Y1 — P2) — (Y1 — ¥3) oY
Y1 = P2, 1 — (Y2 — h3) = Y1 = Y3 oY
Y1, Y1 — W, Y1 = (P2 — hg) = s oY
V2, Y1, Y1 — (Y2 — ¥3) = 3 Y1, Y1 — (Y2 — ¢3) :;f, Y3

—F
o, Y1 = 11, U3 Py — 3, o, Y1 = Y3

—F
o, = 2,3 P32, Y1 = Y3

A conclusao de d é = (Y1 — (Y2 — ¥3)) — (Y1 — ¥2) — (Y1 — 3)). Esta
dedugao é uma &arvore de prova e portanto este sequente é um teorema de 81,7' [

Em S;, podem ser derivadas regras de inferéncia relativas ao conectivo — seme-
lhantes a apresentadas para o sistema S,. As regras relativas a < serao também
semelhantes.

A construgao de dedugoes em 81,7 também pode ser efectuada computacionalmente
usando o ambiente de desenvolvimento de provas Isabelle.

1.5.4 Correcgao e completude de S, e S,

Nesta seccao apresentam-se os resultados de correccao e completude dos sistemas S,
e SI’,. Neste sistema os resultados de correcgao e completude vao envolver apenas as
nocoes de teorema do sistema e sequente valido.

Por serem mais ficeis de estabelecer, comega-se por apresentar os resultados de
correccao e completude do sistema dedutivo SI’,, passando depois aos de Sp,.
1.5.4.1 Correcgao e completude de S,

O resultado de correcgao de S;, estabelece que todo o teorema de 51/7 é um sequente
vélido. Este resultado (Proposigao 1.5.24) decorre dos seguintes factos:

(i) todos axiomas de S, sao validos (Proposicao 1.5.22)
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(ii) todas as regras de inferéncia de 81’3 sao correctas, ou seja, se as premissas sao
sequentes vialidos entao a conclusao é sequente vélido (Proposi¢ao 1.5.23).

Dado que um teorema de Szl) é um sequente I' = A para o qual existe uma arvore
de prova, é facil concluir usando (i) e (ii) que I' = A é um sequente valido, pois
todas as folhas dessa drvore s@o axiomas (portanto sequentes validos) e as diferentes
regras de inferéncia usadas na sua construcao preservam a validade de sequentes.

Proposicao 1.5.22
Os axiomas de SI’, sao sequentes validos.

Prova: Existem dois casos a considerar.

Caso Ax: neste caso o antecedente e o consequente tém uma férmula em comum
e portanto, tendo em conta a Defini¢ao 1.5.4, trivialmente se conclui que qualquer
valoracao satisfaz o sequente.

Caso LE: neste caso o antecedente contém L logo trivialmente se conclui que
qualquer valoracao ndo satisfaz o antecedente do axioma e portanto, recordando
novamente a Definicao 1.5.4, tem-se que qualquer valoracao satisfaz o sequente. =

Proposicao 1.5.23

As regras de inferéncia de Sz/? sao correctas, ou seja, a conclusao de uma regra de
inferéncia é sequente valido se e s6 se todas as premissas dessa regra sao sequentes
validos (ou, de modo equivalente, a conclusao é falsificivel se e s6 se alguma das
premissas é falsificavel).

Prova: Far-se-a4 apenas a prova para duas das regras deixando as outras como
exercicio. Para facilitar a exposi¢ao, em expressoes seguintes que envolvam a operagao
de uniao de conjuntos e a sequéncia de formulas T' (I, A, A’), assume-se que (I”,
A, A’) representa o conjunto de todas as férmulas presentes na sequéncia.

Regra AE: Se a valoracao V falsifica I', o A 9, IV = A entao, tendo em conta
a Defini¢ao 1.5.4, V satisfaz todas as férmulas em {¢ A ¢} UT UT” e nao satisfaz
nenhuma das férmulas em A. Assim sendo, V satisfaz ¢ e 9 e portanto V' também
falsifica a conclusao da regra I', p, 9, T" = A.

Reciprocamente, se a valoragao V falsifica T', o A 9, IV = A entao V satisfaz
todas as férmulas em {p,9¥} UT UT’ e ndo satisfaz nenhuma das férmulas em A.
Assim sendo, V satisfaz ¢ A 9 e portanto V também falsifica a premissa da regra
Lo A, TV = A.
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Regra AD: Se a valoracao V falsifica I' = A, p A1, A’ entao, tendo em conta
a Definicao 1.5.4, V satisfaz todas as férmulas em I' e nao satisfaz nenhuma das
férmulas em {@ A} UAUA’. Entao V néo satisfaz ¢ A1 e portanto V nao satisfaz
¢ ou V nao satisfaz 9. No primeiro caso V falsifica a premissa I' = A, ¢, A’ e no
segundo caso a premissa I' = A, 1, A’.

Reciprocamente, se a valoracao V falsifica, por exemplo, I' = A, ¢, A’ entao V'
satisfaz todas as férmulas em I" e ndo satisfaz nenhuma das férmulas em {@}UAUA'.
Como V nao satisfaz ¢ entao V nao satisfaz ¢ A1 e portanto V falsifica a conclusao
da regra. O outro caso é semelhante. [

Em rigor, para mostrar a correccao do sistema nao é necessario a prova da equi-
valéncia bastando a prova de que se as premissas sao sequentes validos entao a
conclusao é sequente valido (ou, de modo equivalente, se a conclusao é falsificivel
entao alguma das premissas é falsificivel). No entanto o resultado reciproco vai ser
util para a prova da completude pelo que se apresentou desde ja.

Proposigao 1.5.24
O sistema dedutivo 81/9 é correcto:

sebg; I'= A entao ' = A

isto é, se um sequente é teorema de SJ’D entao o sequente é valido.

Prova: Se um sequente é teorema de 82/7 entao existe uma prova para esse sequente,
isto é, existe uma arvore de prova de 8]’7 cuja conclusao ¢é esse sequente. Mostra-se
entdo que a conclusao de qualquer arvore de prova é um sequente valido. A prova
utiliza o principio de inducgao aplicado ao conjunto indutivo DEI/). [

No corolario seguinte, e em outras situagoes semelhantes, para simplificar a ex-
posicao usa-se a mesma notacao para representar um conjunto de férmulas e uma
sequéncia constituida pelos elementos desse conjunto.

Coroléario 1.5.25
Sejam ¢ € Fp e ® C Fp finito.

1. Se o sequente = ¢ é teorema de 51/7 entdo = .

2. Se o sequente ® = ¢ é teorema de 81/> entdo ¢ = . ]
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Apresenta-se agora o resultado de completude de SI’,, ou seja, o resultado que
estabelece que se um sequente é valido entao esse sequente é um teorema de SI’,.
Merece referéncia o facto de os resultados que conduzem a prova da completude
deste sistema serem bastante diferentes daqueles que se utilizam no caso da prova
de completude do sistema de dedugao natural N,. No caso de 81’7 a completude do
sistema dedutivo (Proposigao 1.5.29) resulta essencialmente dos seguintes factos:

(i) é sempre possivel construir uma dedugao esgotada para um qualquer sequente
(Proposicao 1.5.26);

(ii) se o sequente correspondente a uma das folhas de uma dedugao é falsificavel
entdo a respectiva conclusiao também é falsificivel, pelo que a conclusao de uma
arvore de contra-exemplo é sempre falsificivel (Proposigoes 1.5.27 e 1.5.28).

Dado um sequente I' = A valido e considerando uma arvore esgotada para I' =— A
esta s6 pode ser uma arvore de prova ou uma arvore de contra-exemplo. Neste 1ltimo
caso, por (ii), o sequente seria falsificivel o que contradiz o facto de ser véalido, pelo
que a arvore é necessariamente uma arvore de prova e portanto I' = A é teorema

de S]’D.

Proposicao 1.5.26
Dado um sequente I' = A é sempre possivel construir uma arvore esgotada de S}’7
cuja conclusao seja I' = A.

Prova (esbogo): Para obter uma &rvore esgotada cuja raiz seja etiquetada com
um certo sequente I' = A constréi-se uma dedugdo comegando pela raiz, como ja
foi explicado atras, mas sé se procuram regras de inferéncia cuja conclusao seja a
etiqueta de uma folha caso esta ndo seja um axioma. A construcdo termina quando
a etiqueta de cada folha é axioma ou nao é conclusao de nenhuma regra de inferéncia
(note-se que um sequente I' = A nao é conclusdo de nenhuma regra se e sé se as
férmulas em I" e A sao todas elementos de P U {L}).

Seja a complexidade de um sequente a soma das complexidades das férmulas na
concatenacao do antecedente com o consequente. O procedimento acima esbogado
termina sempre. Basta ter em conta que (a) a complexidade de um sequente é um
valor inteiro positivo ou nulo e (b) a complexidade de uma premissa de uma regra
é sempre estritamente menor que a complexidade da conclusao da regra. Assim, a
aplicacao do segundo passo conduz a sequentes cuja complexidade é estritamente
menor que a do sequente etiqueta da folha a que é aplicada a regra.
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Quando o procedimento termina ter-se-a que as folhas da arvore construida tém
por etiqueta axiomas ou sequentes I' = A tal que I' e A incluem apenas simbolos
proposicionais ou L, ou seja, a drvore construida é uma arvore esgotada. [

Proposicao 1.5.27
Para cada d € Dglg, se o sequente etiqueta de uma das folhas de d ¢ falsificavel entao
a conclusao de d é falsificavel.

Prova: A prova utiliza o principio de indugédo aplicado ao conjunto indutivo Ds; e
recorre a Proposicao 1.5.23. [

Proposicao 1.5.28
Se d € DS{: é uma arvore de contra-exemplo entao a conclusao de d é um sequente
falsificavel.

Prova: Se d é uma arvore de contra-exemplo entao existe uma folha cuja etiqueta
I' = A nao é axioma e as férmulas em I' e A pertencem a P U {L}. O caso em
que I' e A sdo ambas vazias é trivial. Caso contréario, a valoracao V que tal que
V(p) =1 para cada p em I e V(p) = 0 para cada p em A falsifica o sequente. Pela
Proposicao 1.5.27, a conclusao de d é falsificavel. [

Proposicao 1.5.29
O sistema S, é completo:

se FI'= Aentao kg I' = A

isto é, se um sequente é valido entao é teorema de Szlr

Prova : Seja I' = A um sequente em Sqtp vélido. Pela Proposi¢ao 1.5.26, é
possivel construir uma arvore esgotada cuja conclusao é I' = A. Uma arvore
esgotada ou é uma arvore de prova ou uma arvore de contra-exemplo. Se a arvore
obtida fosse uma &arvore de contra-exemplo, pela Proposi¢cao 1.5.28, I' = A seria
falsificivel o que contraria a hipdtese de ser valido. Deste modo a arvore que se
obtém ¢é necessariamente uma arvore de prova e portanto, o sequente é teorema de

SI/,. n

Corolario 1.5.30
Sejam ¢ € Fp e & C Fp finito.
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1. Se | ¢ entao o sequente = ¢ é teorema de SZ’).

2. Se ® = ¢ ent@o o sequente ¥ = ¢ é teorema de S]’,. n

As propriedades do sistema 81/7 referidas ao longo desta secgao permitem concluir
que a este sistema esta associado um algoritmo de decisao para a légica proposicional,
mais precisamente, um algoritmo de decisao para o problema de saber se uma férmula
proposicional é ou nao valida. Sendo ¢ € Fp, da Proposicao 1.5.26 e respectiva prova,
decorre que dado o sequente = ¢ é sempre possivel construir em tempo finito uma
arvore esgotada de SZ’) cuja conclusao seja este sequente. Como uma arvore esgotada
ou é uma arvore de prova ou uma arvore de contra-exemplo, as Proposicoes 1.5.24 e
1.5.28 permitem concluir da validade ou nao validade de = ¢ e consequentemente
de . Raciocinando de modo andlogo, observacoes semelhantes podem ser feitas
relativamente a questao da consequéncia semantica.

1.5.4.2 Correcgao e completude de S,

Apresentam-se nesta seccao os resultados de correccao e completude do sistema de-
dutivo Sp.

A prova de correcgao é semelhante a efectuada no caso do sistema S]’D. No entanto,
no caso de Sp, hé que ter em conta que no ambito da correccao das regras de inferéncia
a equivaléncia entre a validade da conclusao e a validade das premissas nao se verifica.
Tem-se apenas que a validade das premissas implica a validade da conclus@o (o que,
como referido, é o que basta para provar a correcgao do sistema dedutivo). O facto
desta equivaléncia nao existir € um dos motivos que leva a que a prova de completude
nao possa ser efectuada como em Szlr Embora a prova de completude de S, possa
realizada sem recurso as propriedades de outros sistemas dedutivos (para detalhes,
ver, por exemplo, [9]), opta-se aqui por fazer uma prova mais simples, que recorre
aos resultados ja provados para Sz’j.

Comega-se pelo resultado de correcgao.

Proposicao 1.5.31

Os axiomas de S, sao sequentes validos e as regras de inferéncia de S, sao correctas,
ou seja, se todas as premissas de uma regra sao sequentes validos entao a conclusao
dessa regra de inferéncia é sequente valido (ou, de modo equivalente, a conclusao é
falsificavel entao alguma das premissas é falsificdvel).
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Prova: As provas sao semelhantes as apresentadas no caso de S]/) e deixam-se como
exercicio. [

Note-se que nem sempre a validade da conclusao implica a validade das premissas.
Considerando, por exemplo, a instancia (¢ = 3 — ¥y , Yo, 91 = 3 — 12)
da regra enf FE, é facil perceber que a conclusao é um sequente valido mas a premissa
nao é.

Proposicao 1.5.32
O sistema dedutivo S, é correcto:

seks, ' = Aentao = I' = A

isto é, se um sequente é teorema de S, entao o sequente é valido.

Prova: Semelhante a apresentada para S;). [

Como ¢é natural a relacao entre teoremas de 81,7 e validade de férmulas e con-
sequéncia semantica apresentada no Corolédrio 1.5.25 verifica-se também no caso do
sistema S,.

Trata-se agora a questao da completude do sistema S,,. Como foi referido, a prova
aqui apresentada é uma prova relativamente simples que vai usar a completude do
sistema S,.

Proposicao 1.5.33
Se existe uma arvore de prova em 51/7 para o sequente I' = A entao existe uma
arvore de prova em S, para o sequente I' = A.

Prova (esbogo): Para construir uma arvore de prova em S, a partir de uma arvore
de prova em &arvore de prova em Sz’, ha que ter em conta os seguintes pontos: (i)
as férmulas principais e secundérias das regras de inferéncia de S, encontram-se na
maior parte dos casos no inicio da sequéncia antecedente ou no fim da sequéncia
consequente, mas mas no caso de SI’), em geral, elas podem estar numa qualquer
posicao; (ii) as regras relacionadas com a conjuncao a esquerda e com a disjungao
a direita sao diferentes nos dois sistemas; (iii) os axiomas dos dois sistemas sao
diferentes.

Relativamente a posicao das férmulas principais e secundérias das regras, a uti-
lizagdo das regras trcFE e trcD permite colocar tais férmulas nas posi¢des correctas.
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Considere-se por exemplo o seguinte fragmento de uma arvore de prova de 81’3 (re-
presentada com a raiz no topo)

F:>A7¢l _>Q/)27A/
— D

7;&1; I'—= 1/]2) Aa A
em que A’ nao é a sequéncia vazia. Este fragmento pode ser substituido pelo seguinte

F:>A7¢l _>Q/)27A/

treD

treD
' — A,A/,lm —>¢2

— D
whr — AaA/7w27

treD

treD

¢1aF - ¢2’A7A,

no qual sé estao presentes regras de Sp,.

Relativamente a diferenca entre as regras relativas a conjuncao a esquerda e a
disjuncao a direita, note-se que o seguinte fragmento de uma &arvore de prova de SZ’)
(representada com a raiz no topo)

I' — A,¢1 \/wQ,A/
vD

I'= A, 1,9, A
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pode ser substituido pelo seguinte

I' = A, ¢ Vo, A

treD
treD
I' = A,A/,wl V o
cntD
I'= A A 91 V by, h1 Vaho
vD1
I'= A>A/7¢1 \/7/)2,7%
treD
L= A, A 41,91V aba,
VD2
I' — A,A,,Q/)l,¢2
treD
treD

I'—= Aawlvw%A/

no qual s6 estao presentes regras de S,. Raciocinio andlogo pode ser feito relativa-
mente a AE.

Relativamente aos axiomas, suponha-se que a uma &arvore de prova de SI’) ja
haviam sido realizadas todas as modificacoes referidas acima, e que, na arvore obtida,
existem folhas etiquetadas por axiomas ¢1,...,¢,...,0np = ¥1,...,0,..., Uy ou
155 Lyt o0 = Y1, ..,y de S, que nao sao axioma de S,. Usando as regras
enf E e enf D, juntamente com as regras trcE e trcD, é facil prolongar essa arvore
(fazendo a construgao da raiz para as folhas) por forma a obter uma arvore de prova
em S, na qual vao aparecer agora os axiomas ¢ = ¢ ou L = n

Proposicao 1.5.34
O sistema dedutivo S, é completo:

se FI'= Aentao ks, ' = A
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isto é, se um sequente é vélido entao ¢é teorema de Sp,.

Prova: Se I' = A é sequente vilido entdo, pela completude de SZ’) existe uma
arvore de prova de 81’7 para I' = A. Pela Proposigao 1.5.33, existe também uma
arvore de prova para I' = A em §,. [

1.5.5 Exercicios

Propoem-se seguidamente alguns exercicios sobre os assuntos expostos.

Exercicio 1.5.35 Na sequéncia 1, %9, s, 4, 15 e g designam féormulas ar-
bitrarias de F'p. Mostre que os sequentes seguintes sao teoremas de Sp:

L= (Y1 A (=)
2. = 1 V(=)
3.~ = 1 — Y2,
4. (1 ANa), 1 = —hy
5. 211 Vahg) =~y
6. 2 — Y3 = V1 ANh2 — 93
7.1 = Yo = 1 — (Y2 V i3)
8. = ((¥1 — ¥3) A (Y2 — ¢¥3)) — (Y1 V h2) — 93
9. = (Y1 — P2) = Y1) — Y1
10. = 1 A (Y2 V i3) — (b1 Athe) V (Y1 Ats)
1. = 1 V (Y2 A3) — (b1 V ho) A (Y1 V 3)
12. = (1 — 2) — ((—ep2) — (1))
13. Y1 — b2, (—¥01) — P2 = 12,93
4. = (Y1 — 1b2) — ((=91) V ¢h2)
15. = (=(¢1 Ah2)) = ((=¢1) V (—¢2))
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16. = (=(v1 V ¥2)) — ((—¢1) A (—¢2))

17 (Y3 Apa) — 1, ¥2 — by = Y4 — (Y2 — ¥1), U3

18. (Y1 —=v2) —=1hs, Ya— (1)), s A (), hs— 92 = 3

19. (=) = b2, Y1 — (79s), Y3 — (Ya Vs), by — (ihs) = ¥3 — 1o

20. (P1A2) = s, haN(—ths), (mihs) A ((2(¥5 V 1)) = tg), o (—hs) = v m
Exercicio 1.5.36 Repita o Exercicio 1.5.35 mas agora relativamente a S, .

Exercicio 1.5.37 Apods a leitura do capitulo 77, volte a resolver os exercicios apre-
sentados no Exercicio 1.5.35 e usando agora a ferramenta Isabelle. [

Exercicio 1.5.38 Mostre que os sequentes seguintes nao sao teoremas do sistema
dedutivo S,.

1. 1 — o, 3 — Yu, Y2 V by = 1 V Y3
2. (Y1 Npo) — b3 == g — 93
3. 1 — ((=92) V 93), (—ih2) — (—¢h1) = 3 ]

Exercicio 1.5.39 Recorrendo as propriedades do sistema S}’,, verifique se sao validos
os sequentes apresentados no Exercicio 1.5.35 e ainda os sequentes

Loy = o, by = U

2. Y1 = 2,3 = Yy, hp V Py = 1 V i3
3. 1,2 = g, (Y1 Aihg) = e

4 (Y1 Aiha) = 3 = Y2 — ¥

5. Y1 Vahp, 1 Vibs = P2 V U3

6. 12 — 3= (Y1 V¢2) — V3

71— ((th2) V h3), (mih2) = (1) = 3
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8. 3 — Yy, (7h3) — (291), (ha) — (—h2) = (—ib2) — (—91)

Nos casos em que os sequentes nao sao validos, apresente uma valoracao que os
falsifique. [

Exercicio 1.5.40 Na sequéncia ¥1, ¥, ¥3, ¥4 e ¥5 designam formulas arbitrarias
de Fp. Recorrendo as propriedades do sistema S}’7 verifique se:

L ((¥1 = ) = 1) —

2. E (Y1 = ¥2) A (Y2 — 3)) — (¥1 — ¥3)

3. F (1 = (1) — ¢

4. {1 = Yo, o} E

5. {11 — 2,903 = Pa, b2 Vu} B b1 Vs

6. {1,v2 — b3, (1 As)} = o

7. {(W3 Nba) — b1, b2 — Y3t b Ya — (Y2 — 1)

8. {3 — 4, (7h3) — (=), (—vha) — (—2)} b= (h2) — (—¢hn)

9. {(=¢1) = 2,91 — (—5), 903 — Ya VY5, 90 — (h3)} by — o n

Exercicio 1.5.41 Suponha que o conectivo <+ nao é definido por abreviatura.

1. Estenda o sistema de deducao natural S, com as regras apropriadas a este
conectivo.

2. Mostre que as regras definidas em 1 sao correctas. [

Exercicio 1.5.42 O conectivo @ (disjuncao exclusiva) pode ser definido por abre-
viatura da seguinte forma: ¥ @ V2 =45y ((m01) Ah2) V (11 A (—1b2)). Suponha que
o conectivo @ nao é definido por abreviatura.

1. Estenda o sistema de dedugao natural S, com as regras apropriadas a este
conectivo.

2. Mostre que as regras definidas em 1 s@o correctas. [
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Exercicio 1.5.43 Considere apenas o caso particular dos sequentes que tém conse-
quente singular, ou seja, o consequente tem uma tUnica férmula. Suponha ainda que
= é um conectivo primitivo.

Considere o sistema dedutivo com as regras AE, AD, VE, VD, - D, - E —FE,
—-D em que

e Regra VD
0, & =1
= pVy
e Regra — F
&=y VY, 0=~
— F
=, e =7
e Regra -F
_‘@Z},(I):>90
_'903<b:>¢)
o Regra -D
p, = L
P —= —p

e todas as outras regras e axiomas sao analogos aos de SZ’,, com a restricao de apenas
envolverem sequentes com consequente singular.

1. Mostre que este sistema dedutivo é correcto, isto ¢, mostre que se um sequente
I' = 1) é teorema do sistema entao I' = 1) é sequente é valido.
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2. Mostre que este sistema dedutivo é completo, isto é, mostre que se um sequente
I' = ¢ é valido entao I' = 1) é teorema do sistema.

Sugestao: Comece por mostrar que

e dado um qualquer sequente com consequente singular é sempre possivel

construir uma arvore de deducao que tem esse sequente na raiz e em que
cada folha corresponde a um axioma ou a um sequente I = ~ tal que
cada férmula em I é uma férmula atémica ou a negacao de uma férmula
atémica, IV nao contém simultaneamente uma férmula atémica e a sua
negagao e v é uma férmula atémica;
(na construcao de drvores de deducao dé prioridade as regras distintas de
—F, ou seja, a regra - F s6 é aplicada se mais nenhuma regra se pode
aplicar, e para além disso aplique a regra —F apenas se a correspondente
conclusao tem férmula principal —¢ em que ou ¢ nao é férmula atéomica
ou ¢ pertence ao antecedente da conclusao)

e um sequente IV = ~ com as caracteristicas descritas na alinea anterior
é falsificavel,

e em cada uma das regras do sistema, se uma das premissas é falsificivel
entao a conclusao é falsificavel;

Conclua que o sistema dedutivo é completo. [

1.6 Sistema dedutivo 7,

Nesta seccao apresenta-se um outro sistema dedutivo para a légica proposicional: um
sistema de tableauzr aqui designado 7,. Tal como nos casos dos sistemas dedutivos
apresentados anteriormentes, sao manipuladas arvores etiquetadas, mas as etiquetas
s@o, neste caso, conjuntos (nao vazios) de férmulas.

Tableauzr para légica proposicional (e de primeira ordem) tém a sua origem nas
ideias desenvolvidas por G. Gentzen em [10] que deram origem, em particular, ao
sistema de sequentes 7, apresentado na seccao 1.5. Ao longo do tempo varias modi-
ficagoes foram sendo introduzidas e em [4, 5] E. Beth apresenta os chamados sistemas
de tableauz os quais sao ulteriormente desenvolvidos por R. Smullyan em [13].

Os livros [2, 7, 8, 3, 1] s@o exemplos de outros textos onde se podem encontrar
descrigdes de sistemas de tableauz para a 16gica proposicional (entre outras).
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Tal como no caso dos sistemas anteriores, a construcao de derivagoes em 7, pode
também ser efectuada computacionalmente usando o ambiente de desenvolvimento
de provas Isabelle. Este assunto é abordado no capitulo 77.

Na seccao 1.6.1 é apresentado o sistema dedutivo 7, e na seccao 1.6.2 sao discu-
tidas as propriedades de correccao e completude deste sistema dedutivo. Na seccao
1.6.3 sao propostos alguns exercicios.

1.6.1 Sistema dedutivo

Na literatura, os sistemas de tableauz sdo quase sempre definidos em contextos em que

o conectivo — é primitivo. Esta opcao é também tomada neste texto. Deste modo,

a linguagem proposicional considerada nesta seccao ¢ definida como anteriormente

mas, como se disse, considerando — como conectivo primitivo. No final da seccao faz-

se referéncia as alteracoes a introduzir ao sistema 7, por forma a obter um sistema

de tableaux nos casos em que a linguagem proposicional nao inclui o conectivo —.
Considera-se fixado o conjunto de simbolos proposicionais P.

Definicao 1.6.1
Fp ¢ o conjunto de férmulas definido indutivamente do modo usual considerando —
como conectivo primitivo. (]

Cada tableau é uma arvore etiquetada em P(F}), isto é, uma arvore cujas etique-
tas dos nds sao conjuntos de férmulas em F5. Estas arvores sao construidas partindo
de uma arvore singular e aplicando sucessivamente certas regras de inferéncia. Estas
regras sao usualmente designadas por regra A, regra —A, regra V, regra —V, regra
—, regra - — e regra ——. Se ¢ é a etiqueta da raiz do tableau diz-se que este é um
tableau para P.

O sistema 7, é um sistema de refutacdo. A ideia subjacente é que cada ramo de
um tableau t corresponde a uma tentativa de encontrar uma valoracao que satisfaca o
conjunto ® associado a raiz de t. Em certos casos essas tentativas falham (ou porque
uma tal valoracao deveria satisfazer |, ou porque deveria satisfazer simultaneamente
uma dada férmula e sua negacao). Quando todas as tentativas falham, pode concluir-
se que nao existe nenhuma valoragao que satisfaca ®. Assim, para determinar se uma
férmula ¢ é valida, pode considerar-se um tableau para ® = {—p}. Cada ramo de
t corresponde a uma tentativa de encontrar uma valoracao que satisfaca —p, ou
seja, corresponde a uma tentativa de encontrar um contra-exemplo, ou de refutar,

96



P. Gouveia e F.M. Dionisio 1.6 Sistema dedutivo 7,

a assercao representada por ¢. Se todas as tentativas falham, ndo existe um tal
valoragao e portanto ¢ é valida.

Dado um tableau t, a aplicagao da regra A, da regra =V, da regra - — ou da regra
—— (designadas regras undrias) acrescenta a uma certa folha de t um né sucessor, né
esse que € etiquetado com um determinado conjunto de férmulas que vai depender da
regra em causa. No caso da aplicagao das outras regras (designadas regras bindrias)
sao acrescentados a uma certa folha de t dois nds sucessores directos, cada um deles
etiquetado com um conjunto adequado de féormulas.

O facto de se poder aplicar ou nao uma dada regra a uma tableau t depende das
férmulas presentes nas etiquetas dos nds de t. Por exemplo, se, como a seguir de
descreve, uma formula ¢ A1 estiver presente na etiqueta de um né de um ramo r de
um tableau t

o

{.c;oNY,...}

v

pode aplicar-se a ¢ a regra A. A folha de 7, que tem etiqueta U, serd acrescentado
um né sucessor ao qual é atribuida a etiqueta {p,¢}.

)

{i.c;oNY, ...}

{o, v}
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Considerando agora o caso em que, por exemplo, é a férmula —(¢ A ) que estd
presente na etiqueta de um né de t, isto é,

)

(oo AY),. )

v

{e, v}

pode aplicar-se a t a regra —A. A folha de 7 serdo agora acrescentados dois nds
sucessores que terao como etiqueta {—p} e {1}, respectivamente, obtendo-se assim
o tableau

)

{=¢} {=v}

As regras de inferéncia de 7, acima referidas sao usualmente representadas gra-
ficamente como se descreve de seguida. A férmula acima da linha horizontal é a
férmula que deve estar presente num ramo da arvore para se poder aplicar a regra.
As férmulas abaixo da linha representam as férmulas que vao estar presentes na(s)
etiqueta(s) do(s) novo(s) né(s). Os casos em que estd presente o simbolo | corres-
pondem aos casos em que sao acrescentados dois nés (regras bindrias). A férmula
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a esquerda de | constitui a etiqueta de um dos nés e a férmula & direita a etiqueta
do outro. Nos outros casos é apenas acrescentado um né (regras undarias), sendo as

respectivas etiquetas constituidas pela(s) férmula(s) indicada(s).

regra estd presente a direita do traco horizontal.

Regra A Regra —A
NP (e AY)
— A A
@, e |
Regra —Vv Regra Vv
—(p V) PV
— v —V
—p, ) e | ¥
Regra - — Regra —
—(¢ =) o=
—_— 1 —> _—
@, e | Y
Regra ——

Regras de inferéncia do sistema dedutivo 7,
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Como seria de esperar nao serao necessarias todas as regras acima referidas se
certos conectivos forem apenas definidos como abreviatura. Seguindo a opcao ja
tomada na seccao anterior, mantiveram-se aqui A e V como conectivos primitivos.

As regras de inferéncia do sistema 7, acima apresentadas podem ser definidas de
um modo mais rigoroso como se segue. Para tal revela-se util introduzir a seguinte
notacdo. Recorde-se a definicao de substituicao de subarvore com raiz n apresentada

727
em 77.

Notacao 1.6.2 Sejam a uma P(Fp)-arvore, r um ramo de a, n, a folhader, p € F
e d, W C Fy.

e F(r) é o conjunto das férmulas presentes nas etiquetas dos nés de r;

e a[r; @] denota uma P(Fp)-drvore a[n, < a'] onde o’ é a P(Fp)-4rvore com
dois nos cuja raiz tem etiqueta igual & de n, e o outro né tem etiqueta P;

e a[r;®, U] tem significado semelhante ao caso anterior mas a raiz de a’ tem
agora dois sucessores directos tendo um etiqueta ® e outro etiqueta W. |

Cada regra de inferéncia corresponde a um conjunto de tuplos (¢, ©) ou (p, ©1, O2)
com ¢ € Fg e ©,01,0, C P(Fp).

Definigao 1.6.3 SISTEMA 7,
O sistema 7, é constituido pelas regras de inferéncia seguintes.

* REGRA A: (@AY, {p,9}});

o REGRA ~A: (=(p A1), {—e}, {=¢})
e REGRA Vi (9 V1, {¢}, {¥})

o REGRA =V:  (~(p V), {=¢,~})

e REGRA —: (¢ — v, {=¢}, {¢})

® REGRA = —:  (=(¢ —¥), {p, ¢} )

e REGRA == (=(=¢), {¢})
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onde ¢, ¢ € P(Fp). As regras A, =V, = — e = sao designadas regras undrias e as
outras regras sao designadas regras bindrias. [

Cada tuplo (¢, ©) ou (¢, ©1, O2) de uma regra de inferéncia constitui uma instancia
da regra e cada aplicagao da regra corresponde a utilizagao de uma instancia da regra.

Segue-se agora a definicao de tableau em 7,. Os tableaur de 7T, constituem as
derivagoes (ou dedugoes) do sistema 7,,.

Definicao 1.6.4 TABLEAUX DE 7,
O conjunto dos tableaux de 7, define-se indutivamente como se segue:

e todas as P(F)-arvore singulares a cujo né esteja associado um conjunto nao
vazio e finito sao tableaur de T;

e set é um tableau de 7, (¢, ©) é uma instancia de uma regra undria de 7, r é
um ramo de ¢ tal que ¢ € F(r) entdo a arvore t[r; ©] é um tableau de 7T;

e se t é um tableau de 7, (p,01,02) é uma instancia de uma regra binaria de
7, r é um ramo de ¢ tal que ¢ € F(r) ent@o a arvore t[r; ©1, O3] é um tableau
de 7,.

Em cada um dos casos, diz-se que o novo tableau foi obtido por aplicagao da (instancia
da) regra ao tableau t.

Dado um tableau t de 7, e sendo ® a etiqueta da sua raiz, diz-se que t ¢ um
tableau para ®. Se & é um conjunto singular {¢} diz-se também que t é um tableau
para @. L]

Apresentam-se seguidamente dois exemplos de tableaur de 7,. As chavetas das
etiquetas dos nds sao usualmente omitidas quando se representam graficamente os
tableauz.

Exemplo 1.6.5 Apresenta-se seguidamente um exemplo de um tableau de 7. E
usual omitirem-se os parénteses das etiquetas dos nés e, tal como nos sistemas N, e
Sp, € usual indicar-se a direita dos tracos horizontais que separam cada né dos seus
sucessores as regras que foram utilizadas.

(—p1) Vb, = (2 — 1)
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¢27 _‘¢1

! (G
O tableau apresentado é um tableau para {(—v1) V ¥2, =(1b2 — 1)} "

Exemplo 1.6.6 Segue-se um outro exemplo de um tableau de 7,.

(1 = (P2 — ¥3)) = (Y1 — P2) — (Y1 — ¢¥3))))

Y1 — (Y2 — 1P3),
(Y1 — ¥2) — (Y1 — ¥3))
1 — Yo,
(Y1 — ¥3)
1, Y3
=y Py — 3
- (0
)9 3
Sendo ¢ = (1 — (Y2 — ¥3)) — (1 — ¥2) — (Y1 — 1¥3))), o tableau acima é um
tableau para —p. ]

Definigao 1.6.7 TABLEAU FECHADO E TABLEAU ABERTO
Sendo t um tableau de 7, e r um ramo de ¢:

o 1 diz-se fechado se 1. € F(r) ou {p, ~¢} C F(r) para alguma férmula ¢ € Fp;
r diz-se aberto se nao é fechado;

e ¢ diz-se tableau fechado se todos os ramos de t sao ramos fechados; t diz-se
tableau aberto se nao é fechado. [

Exemplo 1.6.8 O tableau apresentado no Exemplo 1.6.5 é aberto. O tableau apre-
sentado no Exemplo 1.6.6 é fechado. [
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Definigao 1.6.9 CONJUNTO CONFUTADO
O conjunto ® C F5 diz-se confutado se existe um tableau fechado de 7, para ®. =

Exemplo 1.6.10 Tendo em conta o tableau apresentado no Exemplo 1.6.5, o con-

junto {(Y1 — (Y2 — ¥3)) — ((1 — v2) — (Y1 — 13)))} é confutado. =

Um conjunto confutado ® é um conjunto para o qual se pode construir um tableau
fechado. Como se vera na subsecgao 1.6.2, isto significa que o conjunto nao é possivel.
Cada ramo r de um tableau corresponde a uma tentativa de encontrar uma valoragao
que satisfaga ® (no sentido em que se as férmulas em F(r)\® forem satisfeitas por
uma certa valoracdo entdo ® também ¢é). Um ramo fechado corresponde a uma
tentativa falhada porque obrigaria a que a valoragéo satisfizesse | ou uma certa
formula e a sua negacao. Se todos os ramos de um tableau t para ® sao fechados
isso significa que todas as tentativas falharam e, portanto, ® nao é possivel. No caso
particular de ® = {—p}, a férmula ¢ é vélida. Neste caso, cada ramo do tableau
corresponde a uma tentativa de refutar ¢ (pois é uma tentativa de verificar —¢) e se
todas as tentativas falham entao nao é possivel refutar a férmula.

A construcao de tableauz em 7, pode ser efectuada computacionalmente usando o
ambiente de desenvolvimento de provas Isabelle. Este ambiente de desenvolvimento
de provas é apresentado no capitulo 7?7, que o leitor interessado podera consultar
desde ja.

A terminar esta seccao faz-se referéncia as alteracbes que se podem fazer ao
sistema 7, para se obter um sistema dedutivo semelhante, quando a linguagem nao
inclui o conectivo como primitivo. As modificagoes a introduzir sao simples: as regras
=, = —, 2V e A sao removidas e um ramo é considerado fechado apenas quando
inclui L.

1.6.2 Correccao e completude de 7,

Neste seccao apresentam-se os resultados de correcgao e completude do sistema 7,,.

Tal como nos casos anteriores, a correc¢ao relaciona nogoes sintacticas com nogoes
semanticas, mas, neste caso, na definicao de correcdo a nocao de consequéncia
semantica estd presente apenas de forma indirecta. O resultado de correccao do
sistema 7,, estabelece que todo o conjunto confutado ¢ um conjunto impossivel. Mas
daqui resulta, em particular, que se ® U{—} for conjunto confutado entao ® U{-p}
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é um conjunto impossivel, pelo que ¢ é consequéncia semantica de ®. Se ® for o
conjunto vazio, ¢ é féormula valida.

Como se tinha ja referido anteriormente, o sistema 7, ¢ um sistema de refutacao:
para saber se uma férmula ¢ é vélida tenta-se construir um tableau fechado para
a sua negagao, isto é, tenta mostrar-se que {—p} é um conjunto confutado. Cada
ramo do tableau é uma tentativa de construir um contra-exemplo da assercao que
@ representa, isto é, uma tentativa de construir uma valoracao que verifique —p.
Se existe um tableau fechado para —y e tal significa que todas as tentativas para
encontrar um tal contra-exemplo falharam e portanto —¢ é féormula impossivel, ou
seja, ¢ é uma férmula vélida. Quando ®U{—p} é conjunto confutado, é porque existe
um tableau fechado para o conjunto ® U {—¢} e cada ramo do tableau corresponde
agora a uma tentativa de encontrar uma valoracao que satisfaga ® mas nao satisfaca
©. Se todas as tentativas falham, nao existe uma tal valoracao e portanto ® U {—p}
é um conjunto impossivel pelo que ¢ é consequéncia seméantica de P.

O resultado de correccao do sistema resulta dos seguintes factos:

(i) ser é ramo fechado de um tableau entao F'(r) é impossivel (Proposi¢ao 1.6.12);

(i) todas regras de inferéncia de 7, sdo correctas, ou seja, se existe um ramo 7
de t tal que F(r) é possivel entdo, se ' é um tableau obtido a partir de ¢t por
aplicagao de uma das regras de inferéncia, existe também um ramo 7’ de t’ tal
que F(r") é possivel (Proposicao 1.6.13).

Usando (i) e (ii) prova-se entdo que todo o conjunto confutado é impossivel (na
Proposigao 1.6.14 e Corolario 1.6.15). Recorde-se que um conjunto ® é confutado
se existe um tableau t para ® fechado. Entao, se ® fosse possivel, obviamente que o
tableau singular correspondente a raiz de ¢ teria um ramo cujas férmulas constituiriam
um conjunto possivel. Assim, por (ii), teriam também um ramo com esta propriedade
cada um dos outros tableauzr que se vao obtendo ao aplicar sucessivamente as regras
que levam a construcao de t. Em particular, ¢ teria também um tal ramo. Mas, por
(i), tal ndo pode acontecer, porque todos os ramos de t sao fechados. Este raciocinio
permite assim concluir que todo o conjunto confutado é impossivel.

Apresentam-se agora as provas mais rigorosas destes resultados. Para facilitar a
exposicao, introduz-se a nocao de a-formula e S-féormula.

Definigao 1.6.11 a-FORMULAS E 3-FORMULAS
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e Se ¢ é do tipo =(=¢'), ¢ A", =(¢" vV ¢") ou =(¢" — ¢") com ¢, ¢" € F,
entdo ¢ é a-formula. Para cada a-férmula ¢ define-se o conjunto k;(p) do
seguinte modo:

— k1(=(=¢") ={¢'};
— r(e' A ") ={¢, "}
— k(2" vV ")) ={~¢", ="}
— (=" — ")) ={¢', ~¢"}.
e Se ¢ ¢é do tipo ¢ V ¢", =(p' A ") ou ¢ — ¢’ com ¢, ¢" € Fp, entao ¢ é

B-férmula. Para cada [-férmula ¢ definem-se os conjuntos x1(p) e ka(p) do
seguinte modo:

— k1" V") ={p'} e ka(' V") ={p"}
— w12 A "))={=¢"} e ka(=(¢" A ")) ={=¢"};
— k(¢ = ")) ={-¢"} e ka(¢' — ")) ={¢"}. n

Proposicao 1.6.12
Sejam t um tableau de 7, e r um ramo de ¢.

1. Se r é ramo fechado entao F'(r) é impossivel.

2. Seja r um ramo aberto tal que, para cada ¥ € F(r), se ¢ é a-férmula entao
k1(¢) C F(r) e se ¢ é B-férmula entao k1(v) C F(r) ou ke(¢)) C F(r). Tem-se
que F(r) é possivel e qualquer estrutura de interpretagao sobre P que satisfaga
F(ryn({p,—p: p € P}) satisfaz ¢.

Prova: 1. Trivial tendo em conta a definicdo de ramo fechado.

2.(a) Seja V uma estrutura de interpretagao sobre P que satisfaca F(r)N({p, —p :
p € P}) . Prova-se, por inducao na complexidade das férmulas, que V' IF ¢ qualquer
que seja € F(r) (c(~) = c() +1).

Base: Como 7 nao é fechado ¥# L. Se ¢ € P entao V IF q.

Passo: Seja v € F(r) tal que c¢(¢p) > 0. Se ¢ é a-férmula ou é -férmula, x;(1)) C
para algum 1 < ¢ < 2. Por hipétese de indugao, V' IF k;(1)) e portanto, facilmente se
prova que, para cada um dos véarios casos possiveis, V Ik 1. Se 1 nao é a-férmula
nem [-férmula entdo ¢ = ¢’ com ¢ € P. Assim ¢ € {p,—p : p € P} e portanto
VI 4.
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(b) Considere-se estrutura de interpretacao V : P— {0, 1} tal que, para cada p €
P,V(p)=1sepe F(r)eV(p) = 0 caso contrario. Seja € F(r)N({p,—p:p € P}).
Como r nao é fechado, 9 # 1. Se ¢ € P entao V I 9. Se ¢ =)' com ¢’ € P,
entdo, porque r nao é fechado, 1’ & F(r) e portanto V(¢') = 0 o que significa que
V Ik 9. Conclui-se assim que V satisfaz F(r) N ({p,—p: p € P}). Por (a), V satisfaz
F(r) e portanto F(r) é possivel. "

Para provar o resultado de correccao do sistema s6 é necessario o resultado 1 da
Proposicao 1.6.12. O resultado 2 é usado na completude.

Proposicao 1.6.13

As regras de inferéncia de 7, sao correctas, o que, neste contexto, significa que se
t é um tableau de 7T, e existe um ramo r de ¢ tal que F(r) é possivel entdo, se t' é
um tableau obtido a partir de ¢ por aplicagao de uma das regras de inferéncia de 7,
existe também um ramo r’ de ¢’ tal que F(r') é possivel.

Prova: Ha que fazer a prova para cada uma das regras.

Regra ——: A regra é aplicada quando —(—¢) € F(7) para certo ramo 7 de t. Da
aplicacao da regra resulta que todos os ramos de t sdo ramos de t’, com excepcao de
T, e que as etiquetas dos nés comuns a t e t' s20 as mesmas. O ramo 7 é substituido
pelo ramo 7 e F(7) = F(7) U {¢}. Assim, se o ramo r de ¢ tal que F(r) é possivel
nao é o ramo T entao o ramo 7’ de t' pretendido pode ser o préprio r. Se for o
ramo 7, entdo, qualquer estrutura de interpretacao que satisfaz F'(7), satisfaz =(—))
e portanto satisfaz 1. Consequentemente, 7 é o ramo pretendido.

Regra V: O raciocinio é semelhante ao anterior. Neste caso a férmula é do
tipo ¢ V ¢ e o ramo T é substituido por 7| e 7, verificando F(7}) = F(7) U {p} e
F(r) = F(r) U {v}.

Os outros casos sao semelhantes e deixam-se como exercicio. n

Proposigao 1.6.14
Seja t um tableau de 7, para ®.

1. Se ® é possivel entao existe uma ramo r de t tal que F(r) é possivel.
2. Se t é fechado entao ® é impossivel.

Prova: 1. A prova decorre por inducdo no conjunto (indutivamente definido) dos
tableaur de T,
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Base: Imediato dado que t é um tableau singular para ® e portanto o seu nico
ramo r é tal que F(r) = .

Passo: A prova faz-se considerando as diferentes regras de inferéncia e usando a
Proposigao 1.6.13.

2. Imediato a partir de 1. [

Corolario 1.6.15
O sistema dedutivo 7, é correcto, isto é, se ® C F5 é confutado entao ® é impossivel.

Prova: Se ® ¢é confutado existe um tableau fechado para ®. Pela Proposicao 1.6.14,
® é um conjunto impossivel. [

A proposicao seguinte relaciona conjuntos confutados com validade e consequéncia
semantica.

Proposicao 1.6.16
Sejam ® Cec F5 e finito e ¢ € Flp.

1. Se {—¢} é confutado entao = .
2. Se ® U {—¢} é confutado entao ¢ = .

Prova: 1. Pelo Corolédrio 1.6.15, {—¢} ¢é impossivel pelo que qualquer valoragao
satisfaz necessariamente (.

2. Pelo Corolario 1.6.15, ® U {—¢} é impossivel pelo que qualquer valoracao que
satisfaga ® nao pode satisfazer =@ e portanto satisfaz necessariamente . (]

Trata-se agora a questao da completude do sistema 7,. O resultado de completude
de 7, também envolve a nogao de consequéncia semantica apenas de modo indirecto.
O resultado de completude de 7, estabelece que se um conjunto finito de férmulas
é impossivel entdao é conjunto confutado (Proposi¢ao 1.6.18). Daqui decorre, em
particular, que sendo ¢ consequéncia semantica de ®, entdo ® U {—p} é conjunto
impossivel, pelo que ® U {—¢} é conjunto confutado.

A prova da completude de 7, é de certo modo semelhante & prova de completude
do sistema 81’9 e resulta essencialmente dos seguintes factos:
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(i) é sempre possivel construir-se um tableau para ® tal que cada ramo r ou é
fechado ou é tal que para cada ¢ € F(r), se ¢ é a-férmula entao x1(¢) C F(r)
e se 1 é f-férmula entao k1(vp) C F(r) ou ka(v)) C F(r) (Proposi¢ao 1.6.17);

(ii) se r satisfaz a segunda das condigoes referidas em (i) entao F(r) é um conjunto
possivel (Proposicao 1.6.12).

A partir de (i) e (ii) estabelece-se a completude de 7, (na Proposicao ). Com efeito,
dado um conjunto impossivel ®, e considerando um tableau para ® com as carac-
teristicas referidas em (i), este tem necessariamente de ser um tableau fechado. Com
efeito, se assim nao fosse, por (ii), existiria um ramo r tal que F'(r) seria um conjunto
possivel e portanto, em particular, ® C F'(r) seria possivel.

Apresentam-se agora as provas dos resultados referidos.

Proposigao 1.6.17

Dado um conjunto ® C F; finito é sempre possivel construir-se um tableau para ® tal
que cada ramo r de t ou é fechado ou ¢ tal que para cada ¢ € F(r), se ¢ é a-férmula
entao k1(¢) C F(r) e se ¢ é B-férmula entao x1(v) C F(r) ou ka(yp) C F(r).

Prova: Esboca-se seguidamente o modo de proceder para construir um tableau com
as caracteristicas indicadas:

— comega-se com um tableau singular para ®

— em cada passo seguinte, procura-se um né n da arvore em cuja etiqueta exista
uma a-féormula ou uma G-férmula ¢ relativamente a qual ainda nao tenha sido
aplicada qualquer regra; consideram-se todos os ramos abertos que contenham
esse no e prolongam-se cada um desses ramos com um né etiquetado com k1 (),
no caso de ser a-férmula, ou, no caso de ser S-férmula, com dois nés, ambos
sucessores directos da folha do ramo, os quais sao etiquetados, respectivamente,
com K1(p) e ka(yp); referencia-se de algum modo esta férmula ¢ do né n por
forma a que nao volte a ser considerada de novo para aplicacao da regra

— a construcao termina quando todos os ramos estao fechados ou ja nao existem
a-férmulas ou G-férmulas nas condicées do ponto anterior.

O procedimento acima esbocado termina sempre. Basta ter em conta que (i) ®
é um conjunto finito, (ii) a complexidade de cada uma das férmulas em x1(p) (e
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k2(p) quando for o caso) é menor que a complexidade de ¢ e que (b) a complexidade
das a-formulas ou S-férmulas é sempre maior ou igual a 1. Quando o procedimento
termina ter-se-a o tableau com as caracteristicas pretendidas. [

Proposicao 1.6.18
O sistema 7, é completo, isto é, se & C F; (finito) é impossivel entao ® é confutado.

Prova: Pela Proposicao 1.6.17, é possivel construir um tableau t de 7, para ® tal que
cada ramo r de t ou é fechado ou satisfaz as condigoes do resultado 2. da Proposicao
1.6.12. Se existe um ramo r que nao é fechado, entao, por este resultado, existe uma
valoracao que satisfaz ®, o que contradiz a hipétese de ® ser impossivel. Entao todos
os ramos sao fechados, pelo que t é fechado e portanto ® é confutado. [

Proposicao 1.6.19
Sejam ® Cec F5 e finito e ¢ € Flp.

1. Se = ¢ entao {—¢} é confutado.
2. Se @ = ¢ entao ® U {—¢} é confutado.

Prova: Imediato tendo em conta a Proposicao 1.6.18. [

1.6.3 Exercicios

Propoem-se seguidamente alguns exercicios sobre os assuntos expostos.

Exercicio 1.6.20 Na sequéncia 1, s, s, 14, 15 e g designam féormulas ar-
bitrarias de F'5. Verifique se seguintes conjuntos sao conjuntos confutados.

L A{=(1 Vv (—e1))}

A2 = ¥3, (1 A2) — ¥3)}

AW Ada), 1, (b2) }

AWV 2), ()}

(1 = h3) A (b2 — b3)) — ((¥1 Atha) — b3))}
AL A (P2 V s), (Y1 Abe) V(01 Agds))}

[ N N )
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7. {1 V (Y2 Adhg), = (W1 V b2) A (Y1 V 903))}
8. {(¥1 Atha) — b3, ~(the — 3)}
9. {~((1 = ¥2) = ((mh2) — (—¢1)))}
10. {91 — tha, (—th1) — o, "o}
1L {=((1 = v2) = ((721) V 2))}
12. {41 — tho, thg — a, 12 V e, ~(¢P1 V b3) }
13. {1 = ((m92) V3), s, (mthe) = (—eh1)}
1. {=((=(1 A2)) = (1) V (—92))) }
15. {=((=(¢1 V ¥2)) = ((—e01) A (—92))) }
16. {¢1 =92, (3)—(—w2), Ys—(=ha), ~((=1) V (=)}
17. {(¥3 A a) — 1,92 — Y3, s, —(h2 — 1)
18. {1 —tha, 2, b3, (—th1) =g, (—tb2) — (—¢3)}
19. {(Y1—92) =3, a— (1)), s, W, Y5 —1b2, —s}
20. {(1Ah2) = thg, haN(—ths), (—05) A (2 (s V ¥1)) — 6), 2 A(—tds), i}

Exercicio 1.6.21 Apds a leitura do capitulo 77, volte a resolver os exercicios pro-
postos no Exercicio 1.6.20 usando a ferramenta Isabelle. [

Exercicio 1.6.22 Recorrendo as propriedades do sistema 7, verifique se sao possiveis
ou contraditorios os conjuntos apresentados no Exercicio 1.5.35 e ainda os conjuntos

L {1 = tho, = (Y1 V ab3), b3 — a, b2 V u}
2. {1, %2 = b3, (1 As), ~(—e2)}

3. {1 Atha) — b3, (b2 — 3)}

4. {1h1 V . b1 Vs, o, b3}
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5.
6.

7.

{12 — 3,41 V 4ho, 73}
{1 = ((m92) Vab3), (m9h2) = (—¢1), s}
{3 = Y4, (793) — (=91), (a) — (T2), (—th2), Y1} m

Para cada conjunto possivel encontre uma valoracao que satisfaca o conjunto.
Para cada conjunto ® contraditério, diga o que pode concluir sobre consequéncia
semantica entre férmulas ¢ tais que ¢ € ® ou —p € P.

Exercicio 1.6.23 Na sequéncia ¥y, 12, 13, ¥4 € ¥5 designam formulas arbitrarias
de Fp. Recorrendo as propriedades do sistema 7, verifique se:

1.

2.

9.

F (Y1 = 2) — 1) —

(1 = b2) A (b2 — 93)) — (1 — ¢3)
F (¥ — (1) — 2

{1 = Y.} E

AL = Yo, 03 — Ya b Vahat =P Vs

{th1, b2 — g, = (Y1 Ah3)} o

{(Ws A Ya) = 1,2 — s} | da — (Y2 — 1)

{3 = ha, (73) — (71), (1) — (—2)} | (m¢2) — (—1)

{(m1) = o, hr — (F¥5), Y3 — Ya Vb5, s — (F3)} | s — 1o n

Exercicio 1.6.24 Suponha que o conectivo «<» nao é definido por abreviatura.

1.

2.

Estenda o sistema de deducao natural 7, com as regras apropriadas a este
conectivo.

Mostre que as regras definidas em 1 sao correctas. [

Exercicio 1.6.25 O conectivo @ (disjuncao exclusiva) pode ser definido por abre-
viatura da seguinte forma: 11 @ 1o =gp, ((4%1) A 2) V (1 A (—1)2)). Suponha que
o conectivo @ nao é definido por abreviatura.
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1. Estenda o sistema de dedugao natural 7, com as regras apropriadas a este
conectivo.

2. Mostre que as regras definidas em 1 sao correctas. [

Exercicio 1.6.26 Prove que o sistema de tableauz referido no final da seccao 1.6.1
(em que se assume que o conectivo - nao é primitivo) é correcto e completo. [

1.7 Sistema dedutivo H,

Nesta seccao apresenta-se um ultimo sistema dedutivo para a logica proposicional,
o sistema H,, usualmente designado como sistema de tipo Hilbert. Neste caso as
derivacoes nao sao arvores mas apenas sequéncias de formulas.

Existem diversas variantes de sistemas deste tipo para a légica proposicional. As
diferencas entre esses sistemas residem nas férmulas que sao escolhidas para axio-
mas do sistema. Como seria de esperar, se se consideram diferentes conjuntos de
conectivos primitivos, os axiomas terao de ser diferentes. No entanto, mesmo para
um mesmo conjunto de conectivos primitivos, podem existir diferentes sistemas deste
tipo. O contetido das préximas secgoes segue a variante apresentada em [14].

1.7.1 Sistema dedutivo

Considere-se fixado um conjunto de simbolos proposicionais P. No contexto deste
sistema dedutivo assume-se que se trabalha com o conjunto de férmulas F}, definido
anteriormente. Recorde-se que neste caso apenas se assumem como primitivos L e o
conectivo —.

Apresenta-se seguidamente o sistema dedutivo H,. Este sistema ¢ constituido
por varios axiomas e uma unica regra de inferéncia. Recorde-se que —¢ =44, ¢ — L.

Definigao 1.7.1 SISTEMA DEDUTIVO H,,
O sistema dedutivo H, é constituido por

Axiomas:
® 01— (p2 — 1) Al
o (o1 — (2 = ¥3)) = ((p1 — Y2) = (1 — ¢3)) A2
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o | — A3
o ((=¢1)) = @1 Ad
onde @1, p2, p3 representam formulas em F'p.

Regra de inferéncia:

e REGRA MP (modus ponens): ({1 — p2,01}, ¢2)
com 1,2 € Fp; o1 — @2 € 1 sdo as premissas da regra e g ¢ a conclusao
da regra. [

Cada axioma de H,, corresponde a um conjunto de férmulas de F'p, designando-
se cada uma delas por instancia do axioma. A regra de inferéncia corresponde a
um conjunto de pares formados por um subconjunto de Fp e uma férmula Fp,
constituindo cada deles uma instancia da regra. E também usual representar a regra
modus ponens como se segue

Y1 — P2 ©1
MP

©2

Como referido, as derivacoes em H), sao sequéncias de férmulas. Cada férmula da
sequéncia é uma instancia de um axioma ou resulta da aplicacao (de uma instancia)
da regra MP a féormulas que a precedem na sequéncia.

Definicao 1.7.2 DERIVAGAO EM H,,

Sejam ® C F}, e p € Fp,. Uma derivacao de p em H, a partir de ® é uma sequéncia
©1...¢p, n € IN, de férmulas em F}, tal que ¢, é ¢ e, para cada 1 < i < n, verifica-
se alguma das seguintes condigoes: (i) ¢; é uma instancia de um axioma, (ii) ¢; € @
(caso em que se diz que @; é uma hipdtese) e (iii) ¢; é conclusdo de uma instancia
da regra de inferéncia MP com premissas em {¢1,...,pi—1}. L]

Exemplo 1.7.3 Sendo v1,9,13 € Fp, um exemplo de derivacao de 11 — 3 a
partir de & = {wl — ’ng,l/}Q — 1/}3} em Hp é

1. Y1 — o hipétese

2. 9 — Y3 hipétese
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3. (Y2 — 3) — (Y1 — (Y2 — 1b3)) Al
4. Y1 — (Y2 — ¢3) MP 2.3
5. (Y1 — (Y2 — ¥3)) — (1 — P2) — (Y1 — ¢¥3)) A2
6. (Y1 — 2) — (Y1 — 3) MP 4,5
7. 1 — 3 MP 1,6

Definigao 1.7.4 CONSEQUENCIA EM H,

Sejam ® C Fj, e ¢ € Fp. A férmula ¢ é consequéncia de ® em H,, o que se
denota por ® b4y, ¢, se existe uma derivagao de ¢ em H, a partir de ®. Sendo
® = {p1,...,pn} usa-se também a notacao @1, ..., e, Fn, @. n

Definicao 1.7.5 TEOREMA DE H,
A férmula ¢ € F}, diz-se teorema de Hp, o que se denota por F, ¢, se existe uma
derivacao de ¢ em H, a partir de 0. [

Proposi¢ao 1.7.6 METATEOREMA DA DEDUCAO
Considerando férmulas ¢1, ..., ¢n, 9 € Fp, n€ Ny, tem-se que

S€ 1, .., Pn by, @ entao v1,...,0n—1 1, O — @ ]

O metateorema da dedugao permite concluir, em particular, que ¢ — ¢’ é teo-
rema de H,, se se encontrar uma derivagao para ¢’ a partir de ¢, ou seja, tomando ¢
como hipétese. A prova desta proposicao é deixada como exercicio ao leitor (Exercicio
1.7.12).

A construcao de derivagoes em H,, pode ser efectuada computacionalmente usando
o ambiente de desenvolvimento de provas Isabelle. Este ambiente de desenvolvimento
de provas é apresentado no capitulo 77, que o leitor interessado podera consultar
desde ja.
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1.7.2 Correcgao e completude de H,

Nesta secgao faz-se referéncia a correccao e completude do sistema H,y,.

O resultado de correccao do sistema H,, estabelece que se a férmula ¢ ¢é con-
sequéncia do conjunto de férmulas ® em H, entao ¢ é consequéncia semantica de
® (e portanto todo o teorema de H, é uma férmula vélida), e resulta do facto de
(i) os axiomas de H,, serem férmulas vélidas e de (ii) a conclusdo da regra MP ser
consequéncia semantica das suas premissas (Proposi¢ao 1.7.7). Como uma derivagao
de ¢ é uma sequéncia de formulas construida a partir de axiomas, férmulas em &
e aplicagoes de regras de inferéncia, os resultados (i) e (ii) permitem estabelecer o
resultado de correccao pretendido (Proposicao 1.7.8).

Proposicao 1.7.7

1. Os axiomas de H,, sao férmulas vélidas.

2. {¢1,91 — @2} = @2, para quaisquer @1, 2 € Fp.

Prova: 1. Considere-se o axioma Al. Seja V uma valoragdo. Se V' IF (1 entéo
V IF g2 — ¢1 e portanto V IF ¢1 — (g2 — ¢1). Se V I o1 entao, de novo,
VIF o1 — (p2 — ¢1). Consequentemente, o axioma Al é uma férmula vélida. Os
outros casos deixam-se como exercicio ao leitor.

2. Trivial. [

Proposicao 1.7.8 CORRECGAO DO SISTEMA DEDUTIVO H,,
O sistema dedutivo H,, é correcto, ou seja, dados ® C Fp e ¢ € Fp,

se & 3, p entdo ¢ |= ¢

Prova: A prova decorre por inducido no comprimento das derivacoes recorrendo &
Proposicao 1.7.7. n

O resultado de completude do sistema H, estabelece que se a férmula ¢ é con-
sequéncia semantica do conjunto de férmulas ® entao ¢ é consequéncia de ® em H,,
(e portanto toda a féormula valida é teorema de H,). A prova da propriedade de
completude do sistema dedutivo H, é bastante mais elaborada do que a prova da
correccao e nao ira ser aqui detalhada. O leitor interessado poderd consultar, por
exemplo, [2]. Refira-se, no entanto, que muitas das provas de completude do sistema
H, que se encontram na literatura tém uma estrutura semelhante a da prova de
completude do sistema N, anteriormente apresentada neste texto.
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Proposicao 1.7.9 COMPLETUDE DO SISTEMA DEDUTIVO H,,
O sistema dedutivo H,, é completo, isto é, dados ® C Fp, e ¢ € Fp,

se @ |= ¢ entdao @y, . n

A prova desta proposigao é deixada como exercicio ao leitor (Exercicio 1.7.13).

1.7.3 Exercicios

Propoem-se seguidamente alguns exercicios sobre os assuntos expostos.

Exercicio 1.7.10 Na sequéncia 91, 12 e 13 designam férmulas arbitrérias de F'p.
Mostre que:

L by, 1 — (P2 — (Y1 — 2))

2. by, 1 —

F1, Y1 — (2(91))

{1} P, Y1 — Y2

{2} Fr, Y1 — 1o

{1 — (—3)} Fw, (Y3 — P1) — (—93)

F1, (Y1 — (2)) — (Y2 — (=¢1))

F1, (01— 1h2) = (Y2 — ¥3) — (Y1 — ¥3))

F1, (Y1 — 92) — 2h1) — Yy ]

Exercicio 1.7.11 Apds a leitura do capitulo 77, volte a resolver os exercicios ante-
riores usando a ferramenta Isabelle. [

© ®» N o e W

Exercicio 1.7.12 Apresente uma prova para a Proposicao 1.7.6, isto é, mostre que
se Q1,...,¢n Py, @ entao ¢1,..., 001 Fr, ©n — @, sendo @1,...,¢n, ¢ € Fp,
n € INg. Sugestao: Faca uma prova por indugao no ntimero de elementos da derivagao
que permite dizer que p1,. .., @, by, ©. O axioma Al é relevante na prova de certos
casos da base de inducao, bem assim como o facto de ¢ — ¢ ser teorema de H,. O
axioma A2 é relevante na prova do passo de indugao. [
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Exercicio 1.7.13 Apresente uma prova para a Proposicao 1.7.9, isto é, mostre que,
sendo ® C Fp e p € Fpp, se ® |= ¢ entdo ® by, .

Sugestao: Um conjunto ¥ C Fp é Hy-coerente se W Ky, L e é Hjy-coerente
maximal se é coerente e, para cada U’ C F}, Hy-coerente, se ¥ C U’ entdao ¥ = ¥'.
Mostre que:

(i) ¥ C Fp é Hp-coerente maximal se U é coerente e, para cada ¢ € Fp, ) € ¥
ou ) € U;

(i) se ¥ C F}, é Hp-coerente maximal entdo 1 — 12 € ¥ se se ¢ € ¥ entao
o € U5

(iii) se ¥ C F}, é Hp-coerente entdo existe W' C F, Hy-coerente maximal tal que
U C ¥ (recorde a construgao feita no contexto da prova de completude do
sistema N,);

(iv) se ¥ C F}, é Hpy-coerente entdo existe existe uma valoracdo V' que satisfaz
todas as férmulas de ¥ (recorde a construcao feita no contexto da prova de
completude do sistema N,). L]
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