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Introducio

Como determinar a natureza de uma formula em FNC?

Verificacdo semantica e axiomatica

@ Se FNC(¢) entdo verificar = ¢ é simples: demora no méaximo
um tempo proporcional ao niimero de simbolos proposicionais
da férmula.

@ Por via semantica usa-se o Lema da validade da disjun¢ao.
@ Como fazer provas axiomaticas?

@ Como determinar se dada férmula é contraditéria ou mesmo
possivel?
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Introducio

Sistema formal de prova de validade

Como a equivaléncia légica é uma congruéncia, pode-se simplificar
a FNC usando axiomas de equivaléncia, incluindo:

@ leis de idempoténcia: LVL=Le CAC = C;
@ leis do elemento neutro: LV L. =Le CAT = C,;
@ Transitividade da implicacao:
(Ll — Lg) VAN (L2 — L3) = (Ll — L3)
@ Substitutividade.
@ Converte-se uma férmula para FNC.
@ Simplifica-se usando axiomas de equivaléncia.
@ Analisa-se o resultado obtido para determinar a natureza da

formula.
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Definicdes e resultados basicos

Clausulas

Disjun¢des como conjuntos

@ Chama-se cldusula a uma disjunc3o de literais.

@ Uma cldusula L1 V...V L, com n> 0, pode ser vista como o
conjunto: Ui {Li} = {L1,..., Ln}.

@ O conjunto vazio denota L (elemento neutro da disjun¢3o):
em vez de { L} escreve-se simplesmente (); logo, a cldusula
1 V p é simplesmente representada por {p}.

@ Toda a cldusula determina univocamente um conjunto de
literais.

@ O reciproco n3o é verdadeiro: o conjunto {Li, L2} pode
resultar da féormula L1 V Ly, da férmula L, V L1, da férmula
(L1 V Lp) V Ly, da férmula Ly V (La V Ly), etc.
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Definicdes e resultados basicos

Clausulas como conjuntos

Lema

S3o equivalentes cldusulas que determinam o mesmo conjunto.

Esboco de prova

Os conjuntos n3o tém ordem nem repeticoes. Ha 3 situagdes em

que cldusulas sintaticamente diferentes geram o mesmo conjunto:

© Numa um dado literal ocorre mais vezes do que na outra —
pela lei da idempoténcia s3o equivalentes.

@ Pelo menos um literal ocorre numa clausula numa posicao
diferente da que ocorre na outra — pela lei da comutatividade
sdo equivalentes.

© O:s literais estdo associados nas cldusulas de forma diferente
— pela lei da associatividade s3o equivalentes.

Como L é a cldusula vazia, pode-se apagé-lo (vé-se a clausula
como a unido de cldusulas singulares, uma para cada literal).
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Definicdes e resultados basicos

Conjuntos de clausulas

Férmulas como conjuntos de clausulas

@ Uma férmula em FNC é um conjunto de cldusulas.

e Se ¢ = A\7_; G sendo cada C; uma cldusula, ¢ é representada
(univocamente) pelo conjunto J!_;{Ci} = {Ci,..., Cs}.

@ O conjunto vazio denota T (elemento neutro da conjungdo):
em vez de {T} escreve-se simplesmente (); logo, a férmula
T A(pV L) érepresentada por DU {{p} UD} = {{p}}.

e Exemplo: (pV gV -r)A(rVs)A-pA(—-qV-s)é
univocamente representada por

{{P, q, _'r}v {r7 S}’ {_‘P}, {_'qa _'5}}'

Se duas férmulas em FNC determinam o mesmo conjunto de
clausulas s3o equivalentes.
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O método de resolugdo

Sistema dedutivo

Resolvente

Dadas duas clausulas C; e G, tal que para alguma férmula atémica
p se tem ¢ € C; e 7 € Cy, chama-se resolvente a cldusula

R=(G\{e}) U(C\{~¢})
Exemplo
Sejam G = {p,—q,r} e G ={q,—r,s};
@ um resolvente destas clausulas é a cldusula {p, g, —q,s};

@ outro resolvente ¢ a cldusula {p, r,—r,s}.

Regras de prova

e Uma férmula ¢ = A7_; G; em FNC é possivel, se cada C; é
uma férmula possivel.

e Uma férmula ¢ = A7_; G; em FNC é possivel, se cada
resolvente de cada duas clausulas de ¢ é uma férmula possivel.
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Correcgdo do método de resolucio

Correccao do sistema dedutivo

A regra do resolvente é correcta

Seja L um literal positivo e C e D clausulas.

(LVC)A(-LVD)ECVD

Prova por deducdo natural. Seja D a seguinte arvore

2 -8
LV C)A(-LV D))} —  (8) 5
vejal D" he L (e D> ()
—LVD CvD CVD o,k
CvD =5 N
LV C)A(—LV D))! 3
s )L\/(C D e D cgo (Vi)
CVD Vet

Como se provou (LV C)A(=LV D)+ CV D, o resultado desejado
sai pela correccao do sistema de deducao natural.
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Correcgdo do método de resolucio

Algoritmo de Resolucao: definicao

Calculo do ponto fixo dos resolventes
Seja ¢ = A7_; C; uma férmula em FNC.

Define-se a funcao Res de geracdo de resolventes da seguinte
forma:

o Res®(p) &ef U= {G}-

e Para qualquer n > 0 define-se Res" () % Res"1(p) U
{R | R éresolvente de duas clausulas de Res" !(;)}.

g def n
o Res*(p) = Unso Res" ().

Lema

A fungdo Res é mondtona crescente.

Proposicao

Para dado ¢, o conjunto Res*(¢y) é dnico.
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Correcgdo do método de resolucio

Exemplificacdo do célculo dos resolventes

Seja p = (pVpVg)ATA(rvV-g)A(=pVL)A-p

A férmula é composta pelas seguintes clausulas:

G={pq}, G=0,G={r,~q}, CGo={-ptUb={-p}=0GC
Por definicdo, como se convencionou que { G} = 0,

Res’(¢) = Ui {Gi} = {{p. a}, {r,~a}. {-p}}

Res'(p) = Res®(¢) U {{p, r}, {a}}

Res?(ip) = Res' () U {{r}}

Res"(p) = Res?(y), para qualquer n > 2
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Correcgdo do método de resolucio

Algoritmo de Resolucao

Para toda a férmula ¢ em FNC existe um m € Ny tal que
Res* () = Res™(y).

Esboco de prova

As férmulas sdo conjuntos finitos de simbolos: se ¢ = A ; G;
entdo n é finito e cada C; é um conjunto finito. Logo, Res’(y) é
finito; como cada resolvente de duas cldusulas é finito (cardinal
menor ou igual a soma dos cardinais das cldusulas menos 2),
facilmente se prova por inducdo que para qualquer n é finito
Res"(). Logo, Res*(¢) é finito, e existe um m tal que

Res™ () = Res™ (), com i > 1.
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Correcgdo do método de resolucio

Algoritmo de Resolucao

Dada ¢ € Hp com FNC(y), 0 € Res* () se e sése ¢ = L.

Prova

Pelo lema anterior, existe um m € Ny tal que Res*(¢) = Res™ ().
Prova-se entdo o resultado analisando o m.

@ Caso m = 0. Note-se que ) € Res?(¢) se e s6 se para algum i
se tem C; = 1, e como L é elemento absorvente da
conjunc3o, ¢ é contraditdria.

@ Caso () ¢ Res™(p) mas ) € Res™1(p) = Res™() U R, sendo
R um resolvente de duas cldusulas em Res™ (). Ento,

) € Res™(¢) se e s6 se R = (). Como R representa |, e |
é elemento absorvente da conjuncdo, ¢ é contraditéria.

Anténio Ravara Légica Computacional



Construgdo de derivacdo

Uma férmula contraditéria

Se a férmula é contraditdria, consegue-se, calculando resolventes
das suas cldusulas, derivar o conjunto (). N3o vale a pena calcular
explicitamente Res*.

déf (

Sejap = (pVqgV-r)A(pV—g)A=pA(pVqVr)

Deducdo | Justificacdo
{p,q,—r} | Clausula G
{p,q,r} | Cldusula G4

{p,q} Resolvente de C; e (4
{p,—q} Cldusula &

{p} Resolvente de {p, g} e &,
{-p} Cldusula G;

0 Resolvente de {p} e C3

Pela proposicao anterior conclui-se que a férmula é contraditéria.
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Construgdo de derivacdo

Uma férmula possivel

Seja 0 = (pV q) A (rVs) A=pA (=g V —s)

Pelo Lema da disjuncdo de literais, a férmula n3o é vélida.
A férmula é composta pelas seguintes clausulas:

G ={p,q}, G ={r,s},G={-p}, G={~g,~s}

Por definic3o,

Res’(¢) = Uiz {G} = {{p a}, {r. s}, {-p}, {-q, ~s}}
Res'(i0) = Res’(¢) U {{q}, {p. =}, {r,~q}}

Res*(¢) = Res' () U {{p, r}, {r}, {=s}}

Res"(¢) = Res?(y), para qualquer n > 2

Como ) ¢ Res*(¢), a férmula n3o é contraditéria. Logo, é possivel.
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