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Constantes e varidveis livres

Ocorréncias de variaveis em férmulas

Validade depende do modelo?

@ Funcdes e predicados tém que ser “interpretados” (ter
associado “valor” em algum dominio/modelo)
Exemplo: A relagcdo / do exemplo da aula anterior ndo pode
ser reflexiva (ninguém é irm3do de si mesmo).

@ Ha férmulas que sdo sempre verdadeiras, independentemente
do modelo: P(c) A Vx(P(x) — Q(x)) — Q(c)

Tipos de ocorréncias de variaveis

@ Mudas, ou no ambito de um quantificador:

Vx(P(x) = Q(x)) ou Vz(P(z) — Q(z)) (sdo equivalentes)
@ Livres, como y em Vx(P(x) = Q(x) A R(x,y))

ou x e y em Vx(P(x) = Q(x)) A R(x,y)
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Ocorréncias de varidveis em férmulas

Varidveis em termos

Definicao
O conjunto das varidveis num termo t € Tg, denotado por V/(t), é
definido indutivamente pelas seguintes regras.

e V(c) =10, para cada ¢ € SFy;

e V(x) = {x}, para cada x € X;

@ sety,...,t) € Tg e f € SF,, com n > 0, ent3o

V(f(te,..., tn) = Uiy V(8).

Um termo sem varidveis diz-se fechado; caso contrario diz-se

aberto.
O conceito estende-se naturalmente a conjuntos de termos.
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Ocorréncias de varidveis em férmulas

Varidveis livres e mudas

Variaveis livres

O conjunto das varidveis livres numa férmula ¢ € Fy, denotado
por VL(y), é definido indutivamente pelas seguintes regras.
e VL(p) =10, para cada ¢ € SPoU{L};
@sety,...,t, € T¥ e P(t1,...,ty) € F¥ para cada P € SP,,
com n > 0, entdo VL(P(t1,...,tn)) = Ui V(t);
@ se p, Y€ Fé entdo
VL(e V¥) = VL AY) = VL(¢ = ¢) = VL(p) U VL(¥);
0 se x € X e pe FL entdo
VL(Vx ) = VL(3x ) = VL(p) \ {x}.
Uma férmula sem varidveis livres diz-se fechada; caso contrario

diz-se aberta.
O conceito estende-se naturalmente a conjuntos de férmulas.
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Ocorréncias de varidveis em férmulas

Varidveis livres e mudas

Variaveis mudas

O conjunto das varidveis mudas numa férmula ¢ € FY, denotado
por VM(y), é definido indutivamente pelas seguintes regras.

e VM(yp) =0, para cada ¢ € SPpU{L};
@sety,...,th € Tg e P(t1,...,ty) € Fé para cada P € SP,,
com n > 0, entdo VM(P(t1,...,t,)) =0;

@ se p, Y€ Fé entdo
VM(oV ) = VM(o Ap) = VM(p — ¢) = VM(p) U VM(¥);
0 se x € X e p € FL entdo
VM(¥x ) = VM(3Ix ¢) = VM(p) U {x}.
O conceito estende-se naturalmente a conjuntos de férmulas.

Anténio Ravara Légica Computacional



Nota¢3o, terminologia e exemplos

Varidveis livres e mudas

Varidveis numa férmula

O conjunto das varidveis duma férmula ¢ € Fg, denotado por
V(¢), é o conjunto V() = VL(¢) U VM(yp).
O conceito estende-se naturalmente a conjuntos de férmulas.

Fecho universal de férmula

Seja ¢ € FX. Se VL(p) = {x1,...,%n},n > 1, entdo a férmula
Vxi(. .. (Vxnp)...)

diz-se o fecho universal de .
Se n =0 ent3o ¢ é o seu préprio fecho universal.
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Nota¢3o, terminologia e exemplos

Varidveis livres e mudas

@ Sejap = Vx( (x) = Q(x));
VL(p) =0, VM(p) = {x} = V()
@ Seja ¢ = Vx(P(x) — R(x,y));
VL(p) = {y}, VM(p) = {x} e V(p) = {x,y}
@ Seja p = VX(P(X) — R(x,y)) V Q(x);
VL(¢) = {x,y}, VM(p) = {x} e V() = {x, v}




Termo por variavel

O que se pretende?

Motivacdo

e Uma férmula como VxP(x) captura o facto de a propriedade
P ser verdadeira para todos os elementos de dado universo.

@ Ent3o, substituindo a varidavel por um termo qualquer, a
propriedade é verdadeira.

Ou seja, se se tem VxP(x) também se deve ter P(t), para
qualquer termo t € Tg, pois os termos designam elementos
do universo em questao.

A férmula VxP(x) — P(t), sendo t € TE, é vélida.

@ SO se podem substituir varidveis livres: VxP(x) n3o é
equivalente a P(3).
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Termo por variavel

Termos por variaveis

Substituicdo em termo

Dados termos s,t € Ty, o termo s{t/x}, que se obtém
substituindo x por t em s é definido indutivamente pelas seguintes
regras.

e c{t/x} = c, para cada c € SFy;

e x{t/x} =t, para cada x € X;

e y{t/x} =y, paracada y € X\ {x};
@sety,... . t, € Té e f € SF,, com n > 0, ent3o

f(ty,...,to){t/x} = f(ta{t/x},..., ta{t/x})

Exemplo: f(x){3/x} = f(3); se f(x) = x + 1 entdo
f(x){3/x}=3+1
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Termo por variavel

Termos por variaveis

Substituicdo em férmula

Dadas p,1 € FX e x € X e t € T, a férmula {t/x}, que se
obtém substituindo x por t em ¢ é definido indutivamente pelas
seguintes regras.

e o{t/x} =, paracada p € SPhU{L};
@sety,...,t, € Tg e P e SP,, com n> 0, entdo

P(t1, ..., tn){t/x} = P(ts{t/x}, ..., ta{t/x})

o (px){t/x} = p{t/x} *{t/x}, para cada x € {V,A,—};

o (Vx@){t/x} =Vxp e (Ixp){t/x} = xg;

o (Vyp){t/x} =Vyp{t/x} e (Fyp){t/x} =3y p{t/x}, sendo
y e X\ {x).
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Termo por variavel

Termos por variaveis

Considere as varidveis x, y,z e a assinatura ¥ = (SF, SP), com
@ r,s € SFy;
@ PeSPe Qe SP;.
Sejam ¢ = Vx(P(x) = Q(x,s(y))) e v = P(z) A 3zQ(r(z), x),
t=r(y) et =s(z).
o s(x){t/x} = s(r(y));
o o{t/y} =VxP(x) = Q(x,s(r(y)));
o oft/x} = ¢
o Y{t/z} = P(r(y)) A 32Q(r(2), x);
o Y{t'/x} = P(2) A 3zQ(r(2), s(2)).
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Problema da captura de varidveis pela substituicdo

Termos por variaveis

Captura de variaveis livres

A definicdo anterior de substituicdo permite alterar o “sentido” das
férmulas.

e Jx P(f(x,y)) tem significado diferente de Ix P(f(x, x)), mas

(3Fx P(F(x, y)){x/y} = Ix P(f(x, x))

@ Em Vx(P(x) = Q(x,y)) ndo se deve substituir o y por um
termo que contenha x.

(Vx(P(x) = Q(x, ¥))){s(x)/y} = Vx(P(x) = Q(x, 5(x)))

Em geral, deve-se evitar que uma substituicao torne uma variavel
livre noutra que fica muda.
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Problema da captura de varidveis pela substituicdo

Termos por variaveis

Termo livre para varidvel numa férmula

Dadas ¢, € Fg exeXete TL, otermo t diz-se livre para x

em ¢, se
@ ¢ é uma férmula atémica (predicado ou _L);
@ o= 1%y comx* € {V,A\,—} et livre para x em @1 € ©o;
@ v =VYx1y ou p=IxY;
@ p=Vytyoup=3yr, sendoy e X\ {x}, y & V(t)etlivre

para x em 1.

@ Sempre que t seja livre para x em ¢ a substituicdo de x por t
em @ n3o “captura” varidveis de t (distintas de x).

@ Sempre que se referirem substituicGes, estas consideram
apenas termos livre para variavel na férmula em quest3o.

Anténio Ravara Légica Computacional



Problema da captura de varidveis pela substituicdo

Termo livre para variavel numa férmula

Seja ¢ = Jy M(x, y).
@ Se t = s(yy) entdo t n3o € livre para x em .

Como y € VM(y) a substituicdo de x por t em ¢ leva a
captura da varidvel de t (o y).

@ Se t = s(x) ou mesmo t = s(z) entdo t é livre para x em .
Porque {x, z} N VM(p) = 0.
@ Os termos s(x), s(y) e s(z) sdo livre para y em ¢.

Porque y € VM(yp).
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Problema da captura de varidveis pela substituicdo

Termo livre para variavel numa férmula

Lema

@ Se ¢ é uma férmula fechada, entdo para qualquer termo t e
varidvel x tem-se que p{t/x} = .
@ O termo x é livre para x em qualquer férmula.

@ Se para dado termo t se tem que V/(t) = (), entdo t € livre
para qualquer varidvel em qualquer férmula.

@ Se para dada férmula ¢ se tem que x € VM(p) e x € VL(p),
entdo qualquer termo é livre para x em .

@ Se para dado termo t e dada férmula ¢ se tem que x € VL(y)
e V(t) NVM(p) = 0, entdo t € livre para qualquer varidvel em
®.
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