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Significado dos simbolos Natureza das férmulas
®0000 0000000

Interpretacdo de assinatura

Estrutura de interpretacdo sobre assinatura

Definicao
Considere-se uma assinatura de primeira ordem X = (SF, SP).
Uma estrutura de interpretacdo sobre ¥ é um par M = (U, )
sendo:

@ U um conjunto n3o vazio, designado por universo ou dominio

da estrutura;
@ |/ uma fungdo, designada de interpretacdo, que a cada simbolo
de ¥ associa uma aplicagcdo do seguinte modo:
e paracada n € Ny e f € SF,, tem-se I(f): U" — U;
e para cada n € Ny e P € SP,, tem-se I(P) : U" — {0,1}.
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Interpretacdo de assinatura

Exemplos

Os naturais

Considere-se a assinatura ¥ = (SF, SP), onde
e SFy = {Zero}, SF; = {Suc, Quad} e SF; = (), para i > 2;
@ SP1 ={Q}, SP,={M} e SP; =1, parai=0o0ui>3.
A estrutura de interpretagio M = (Np, /) sobre ¥ é definida por:
[(Zero) =0,
I(Suc) : Nog — Ny é tal que I(Suc)(n) =n+1,
I(Quad) : No — Ny ¢é tal que /(Quad)(n) = nx n,
I(Q): No — {0,1} é tal que I(Q)(n) =1, se n é um
quadrado perfeito, e /(Q)(n) = 0 caso contrario,
I(M): N3 — {0,1} é tal que I((M)(n,m) =1,sen>m,e
I(M)(n, m) = 0 caso contrario.
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Atribuicdo

Definicoes

Atribuicdo de X em M

@ Dada uma estrutura de interpretacao sobre uma assinatura X,
uma atribuicdo de X em M é uma aplicacao

p: X—=>U

que associa a cada variavel de X um elemento do universo U.

@ O conjunto de todas as atribuicbes de X em M designa-se
por ATRﬁ.

Atribuicdo x-equivalente

e Dadas duas atribuicdes p, p’ de X em M, diz-se que p é
x-equivalente a p', se p(y) = p'(y), para cada y € X \ {x}.

@ Seja p[x := u] a atribuigdo x-equivalente a p que atribui o
valor u a varidvel x.
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Interpretacido de termos

Func3o de interpretacao de termos

Definicao
Considere-se uma estrutura de interpretacdo M = (U, I) sobre
uma assinatura ¥ e uma atribuicio p € ATRY,.

A interpretacdo dos termos em M com p é uma fungdo
. TX
[1: T 2 U

definida indutivamente pelas seguintes regras:
o [x]", = p(x), para x € X;
o [c]’; = I(c). para c € SFy;

° [[f(tl,...,t,,)]]’jvl = I(f)([[tl]]f\/l,...,[t,,]]’/’w), para
feSF, t,...,t, € Téen>0.
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Interpretacido de termos

Exemplos

Ainda sobre os naturais

Considerando a estrutura de interpretagdo M = (Np, /) do
exemplo anterior, e assumindo x,y € X e a atribuicdo p € ATR%
tal que p(x) =1 e p(y) =2, tem-se que

o [Zero]", = I(Zero) = 0;

o [Suc(x)]y = 1(Suc)([x]%) = p(x) +1=1+1=2;

o [Quad(y) = I(Quad)([YI4) = p(y) * ply) =252 =4
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Noc3o de satisfagdo
Satisfacdo de férmula
Definicao

Considere-se uma estrutura de interpretagdo M = (U, /) sobre
uma assinatura X e uma atribuicao p € ATRXM.

~
|

A relacdo de satisfagdo de ¢ € Fg por M com p, denotada por
M, p Ik @, é definida indutivamente pelas seguintes regras:
@ n3o se tem que M,pl- L (ie, M,plf 1),
@ M,pl- P sel(P)=1, para cada P € SPy;
e M,plk P(t1,...,t,) se I(P )([[tl]]p s [talg) = 1, para
cada P € SP,, tl,...,t,,e T en>0;
e M,pl-pVise M,plk @ ou M, pl-;
M,pl-pNpse Mpl-peM,pl-1;
M, plF o — 1 se sempre que M, p I também M, p I ;

@ M,plFVxy se paratodo o u € U se tem M, p[x := u] Ik ¢;
M, p Ik Ix ¢ se para algum o u € U se tem M, p[x := u] I ¢.

Anténio Ravara Légica Computacional



Significado dos simbolos Natureza das férmulas
00000 0®00000
Noc3o de satisfagdo

Modelo de férmula

Por vezes as varidveis ndo desempenham um papel relevante.

Definicao

Uma estrutura de interpretacdo M diz-se um modelo de uma
férmula ¢ € F%, o ge se denota por M I ¢, se para cada
pE ATijA se tem M, p IF .

Observacoes

@ Os conceitos anteriores estendem-se naturalmente a conjuntos
de férmulas.

@ M,plk—p seesdse M,plfp.
@ MIF —p seesdse MIF .
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Noc3o de satisfagdo

Exemplos

De novo sobre os naturais

Considerando a estrutura de interpretagdo M = (Np, /) do
exemplo anterior, e assumindo x, y € X e a atribuicdo p € ATR?&
tal que p(x) =1 e p(y) = 2, tem-se que

e M, plF Q(Zero) pois como 0 é um quadrado perfeito,
1(Q)([Zero]y) = 1(Q)(I(Zero)) = 1(Q)(0) = 1;

e M, plf M(x,y) pois como 1 ndo é maior que 2,
I(M)(IX1%; [yIi) = [(M)(p(x), p(¥)) =1 >2=0;

o M, plff Q(Suc(x)) A M(Quad(Suc(y)), Suc(x)) pois como 2
ndo é um quadrado perfeito, M, p I} Q(Suc(x)), uma vez que
H(Q)([Suc()I,) = (@) (Suc)([xI))) =
1(Q)(I(Suc)(p(x)) = (Q)(1+1) = 1(Q)(2) = 0.
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Noc3o de satisfagdo
Exemplos

De novo sobre os naturais

Considerando ainda a estrutura de interpretacio M = (N, /) do
exemplo anterior, e assumindo de novo x,y € X e a atribuicdo
p € ATRY, tal que p(x) = 1 e p(y) = 2, tem-se que
o M, plff Vx Q(x) pois como nem todos os naturais sdo
quadrados perfeitos, tomando por exemplo 5 para valor de x
tem-se que M, p[x := 5] I Q(x), porque
QN ™) = 1(@)(plx = 5](x)) = 1(Q)(5) = ;
e M, pl- Q(Zero) A Ix M(x, Zero) pois ja vimos que
M, p I Q(Zero) e M, p I 3x M(x, Zero) uma vez que
M, p[x := 4] IF M(x, Zero) porque

1M, [Zerol 3y ™) =
I(M)(p[x := 4](x), I(Zero)) =
4>0=1
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Noc3o de satisfagdo

Exemplos

Continuando com os naturais

Considerando sempre a estrutura de interpretacio M = (Np, /),
mostra-se agora que M Ik Vx Q(Quad(x)).

Para qualquer p € ATRY, tem-se que M, p IF Vx Q(Quad(x)),
uma vez que para qualquer n € Ny se tem que

HQ)([Quad()IL=™) = 1(Q)(I(Quad)([x]?5=™))
= 1(Q)(plx = n](x) * plx := n(x))
= 1(Q)(nx*n)
= 1
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Relagdes entre estruturas de interpretacio e férmulas

Férmulas contraditdrias, possiveis e validas

Uma férmula ¢ € Fg diz-se:

@ possivel, se existe uma estrutura de interpretacao M sobre
uma assinatura ¥ e uma atribuicao p € ATRXM tal que
M, pl- g

@ contraditoria, se ndo é possivel;

@ valida, o que se denota por |= ¢, se qualquer que seja a
estrutura de interpretacdo M sobre uma assinatura X se tem
que M I+ .

Os conceitos estendem-se naturalmente a conjuntos de férmulas.

Anténio Ravara Légica Computacional



Significado dos simbolos Natureza das férmulas
00000 000000

Relagdes entre estruturas de interpretacio e férmulas

Consequéncia semantica e equivaléncia de férmulas

e Sendo ® C FX, a férmula ¢ € FYX diz-se consequéncia
semantica do conjunto de férmulas ®, o que se denota por
® |= ¢, se para toda a estrutura de interpretagdo M sobre
uma assinatura X e para cada atribuicdo p € ATR/)f/l se tem
que se M, p - ® entdo M, p Ik ¢;

@ As férmulas ¢, € F% dizem-se logicamente equivalentes, o
que se denota por = 1), se para toda a estrutura de
interpretacdo M sobre uma assinatura ¥ e para cada
atribuicdo p € ATR?& se tem que M, p Ik ¢ se e sé se
M, plF .

Os conceitos estendem-se naturalmente a conjuntos de férmulas.
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