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Consequencias Semanticas Equivaléncias
000000000

Interaccao entre quantificadores e conectivos proposicionais

Algumas leis

o {Vxp} = 3Ixp, sendo x € VL(p)
o {VxpVVxy} = Vx(p V)

o {3x(pA¥)} k= Ixp A Ixy

o {¥x (¢ = W)} | Vxp = Vx v

o {JyVxp} EVxIyep

Reciprocos nao sao verdadeiros
As férmulas em cada item n3o s3o equivalentes.
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Uma prova

{Vx o VVxy} = Vx(p V1)
Por hipétese, para dada estrutura de interpretagdo M = (U, /) e
dada atribuicdo p: X — U tem-se que M, p |- Vx ¢ V Vx 1),
ou seja,
M, plEVxp ou M, pl-Vxy (1)

Considerando um valor arbitrdrio u € U, por 1 obtém-se
M, plx == u] IF ¢ ou M, p[x = u] IF (2)

Ent3o, de 2 conclui-se que M, p[x := u] IF ¢ V 9; logo tem-se
também que M, p |- Vx (¢ V 1), como se queria mostrar.
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Um contra-exemplo

{Vx (o V )} [ Vx o VVx e
Seja ¢ = P(x) e ¢ = Q(x).

Considere-se a estrutura de interpretacdo M = (Np, /) sendo
I(P): No — {0,1} tal que /(P)(n) =1 se n é par, e
I(Q): No — {0,1} tal que /(Q)(n) =1 se n é impar.
Como todo o natural ou é par ou é impar, tem-se que

M IF¥x (¢ V1), mas ndo se tem que todo o natural é par ou todo
o natural é impar, logo M Iff Vx ¢ V Vx ).
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Outra prova

{3y Vx o} = Vx 3y o

Por hipétese, para dada estrutura de interpretacdo M = (U, /) e
dada atribuicdo p : X — U tem-se que M, p I- Iy Vx ¢,
ou seja, para um dado v € U,

M, ply = v]IFVx o (3)
Considerando um valor arbitrario u € U, por 3 obtém-se
M ply == V][x:=u] k¢ (4)

Como ply := v][x := u] = p[x := u][y := v], de 4 conclui-se que
para qualquer u € U e para um dado v € U se tem

M, p[x := u][y := v] IF ¢; logo tem-se também que

M, p - Vx 3y ¢, como se queria mostrar.
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Outro contra-exemplo

{Vx3Jy o} 3y Vxop

Seja p = P(x) = Q(x,y).

Considere-se a estrutura de interpretacdo M = (Np, /) sendo
I(P): No — {0,1} tal que /(P)(n) =1 se n é quadrado perfeito,
e I(Q): N3 — {0,1} tal que /(Q)(n,m) =1 se m é a raiz de n.

Como todo o quadrado perfeito tem uma raiz, M I Vx dy ¢, mas
ndo se tem que existe uma (nica raiz para todo o quadrado
perfeito, logo M Iff Jy Vx .
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Interacgdo entre quantificadores e negacdo

Leis de De Morgan

Tem que se provar que para qualquer M = (U, /) e para qualquer
pE ATRf\(,l se tem que

M, plk =Vxp se e s6 se M, p Ik Ix—p
Prova-se o sentido “sé se” da equivaléncia (o reciproco tem prova

semelhante).

Por hipdtese, M, p IF =Vx ¢, ou seja, ndo se tem que

M, p Ik Vx . Entdo, para algum u € U, ndo se tem que

M, p[x :==u] Ik p, i.e., M, p[x = u] IF =g, o que leva a concluir
que M, p IF Ix =, como se queria mostrar.
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Interacgdo entre quantificadores e negacdo

Leis de De Morgan

Tem que se provar que para qualquer M = (U, /) e para qualquer
pE ATRf\(,l se tem que

M, plF—3xp seesdse M,pl-Vx—p
Prova-se o sentido “sé se” da equivaléncia (o reciproco tem prova
semelhante).

Por hipdtese, M, p IF =3x , ou seja, ndo se tem que M, p IF Ix .
Entdo, para nenhum u € U, se tem que M, p[x := u] I ¢, i.e.,
qualquer que seja o valor u considerado, M, p[x := u] IF =, o que
leva a concluir que M, p I Vx =, como se queria mostrar.
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Abreviaturas

Quantificadores como abreviatura

Ixp = Vx—p

Quer-se mostrar que para qualquer M = (U, /) e para qualquer
p € ATijA se M, p IF =Vx =@ entdo M, p IF Ix ¢, e logo ndo é
necessario ter o quantificador existencial como primitivo.

Por hipétese, M, p IF =Vx = e como Vx = = —Ix p, pelo
Teorema da Substitutividade, também M, p IF ==3x ». Uma vez
que - = ¢, conclui-se entdo que M, p IF Ix ¢, como se queria
mostrar.

Vxp = —-dx—p

A prova é semelhante.
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Interacc3o entre quantificadores e conectivos proposicionais

Leis de distribuicdo

Vx o AVx ) = Vx (p A1)

Tem que se provar que para qualquer M = (U, /) e para qualquer
pE ATRj\(A se tem que

M, plEVxp AVx1) se e s6se M, plkVx(pA)

Prova-se o sentido “se” da equivaléncia (o reciproco tem prova
semelhante).

Por hipétese, M, p |- Vx (¢ A1), ou seja, qualquer que seja o valor
u € U considerado, tem-se que M, p[x := u] IF ¢ A1). Para todo o
u tem-se, por defini¢do, que M, p[x := u] IF p e M, p[x := u] I+ ¥;
logo, tem-se M, pl-Vxp e M, plFVx1, o que leva a concluir
que M, p - Vxp A Vx1), como se queria mostrar.
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Interacc3o entre quantificadores e conectivos proposicionais

Leis de distribuicdo

Ix oV Axy = Ix (¢ V )

Tem que se provar que para qualquer M = (U, /) e para qualquer
pE ATRj\(A se tem que

M, plkIxpVIxip se esédse M,plk-Ix(p V)

Prova-se o sentido “se” da equivaléncia (o reciproco tem prova
semelhante).

Por hipétese, M, p IF 3x (¢ V 1), ou seja, para algum valor u € U,
tem-se que M, p[x := u] IF ¢V 1). Para esse u tem-se, por
defini¢do, que M, p[x := u] IF ¢ ou M, p[x := u] IF ; logo, ou se
tem M, p Ik Ix © ou se tem M, p Ik dx 1), o que leva a concluir
que M, p I Ix p V dx 1), como se queria mostrar.
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Influéncia das varidveis mudas

Leis de ambito de quantificadores

Algumas leis

o VxVyp=VyVxop

o dxdyp =dydxop

e Considere que x & VL(v)).
Vx o A =Vx(p A1)
Vx o Vi =Vx(p V)
Ixp Ay =3Ix(p A1)
x V= 3Ix(p V)
Vx (Y = o) =9 = Vxp
Ix(p = p) = — Ixp
Vx(p = ) =3Ixp = 9
Ix(p = Y)=Vxp = ¢

Anténio Ravara Légica Computacional



Consequencias Semanticas Equivaléncias
000000®00

Influéncia das varidveis mudas

Provas

Se x & VL(p) entdo para qualquer M = (U, /) e para qualquer
p € ATRX, tem-se que M, p[x := u] I- ¢ se e s6 se M, p - .

Prova

Por indugdo na estrutura de ¢, usando alguns lemas anteriores.

Se x € VL(¢) entdo Vx p Ay = Vx (p A1)

Tem que se provar que para qualquer M = (U, /) e para qualquer
p € ATRY, se tem que, se x ¢ VL(z) entdo

M, plEVxp AN seesése M,plEVx(pA)

Prova-se o sentido “se” da equivaléncia, usando o sentido “sé se”
do lema (o reciproco tem prova semelhante).
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Influéncia das varidveis mudas

Prova

Se x € VL(p) entdo para qualquer M = (U, ) e para qualquer
p € ATRX, tem-se que M, p[x := u] I- ¢ se e s6 se M, p I .

Seja x € VL(v). Para quaisquer M, p tem-se que

M, plE¥xp Apse M, pl-Vx(p A)

Por Hipdtese, M, p IF Vx (¢ A 1), ou seja, qualquer que seja o
valor u € U considerado, tem-se que M, p[x := u] IF ¢ A 1. Logo,
para todo o u tem-se, por definicio, que

QO M,plx :=u]lFp, e
Q@ M, p[x = u] Ik .

Por 1 tem-se que M, p IF Vx ¢, e por 2 e pelo lema acima,
M, plF 1, logo M, pl-Vxp A1, como se queria mostrar.
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Influéncia das varidveis mudas

Mais provas

As provas usam o Teorema da Substitutividade.

Vx (Y — @) =1 — Vxp, se x € VL(¥)

x (¢ =) = Vx(-pVe) (poisy ==V op)

= Vx(pV ) (pois p VY =9 Vo)

= VxpV - (pois Vx(p V) =Vxe Vi)
= Y VVxe (poispVy=¢Vo)
= ¢Y—>Vxp (pois WVe=19— )

Vx(p =)= Vx(mpVe) (poisp = =1V )

= Vx—p Ve (pois Vx(p V) =Vxe V)
= -3Ixe VY (pois Vx - = —Ix )
= Ixp > ¢ (pois "p VY =p— )
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