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O problema

Formas normais na primeira ordem

Objectivo

Determinar a validade de raciocinios (ou de férmulas)
semanticamente, mas de forma eficaz e automatica.

Meio: algoritmo

Define-se uma fung¢do que recebe uma férmula e devolve a sua
natureza (possivel, contraditéria ou vélida).

Abordagens computacionais

Ha varios algoritmos, de acordo com formas especiais em que as
férmulas podem estar. Uns s3o mais eficazes que outros. Vamos
ver o mais eficaz: a resolugdo.
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Exemplos e definicdo

Forma Normal Prenex

Os quantificadores estao todos “na cabega” da férmula.
Exemplos

e Q(x) = P(x,y);

e Vx3Iyf(x)=y;

e Vx 3y P(x,y, z);

e Ix(f(x) =y A P(x,y,2)).
Contra-Exemplos

e Q(x) — Iy P(x,y);

e Vx3Jy f(x) =y AVx3yP(x,y, z);

e f(x) =y AVx3yP(x,y,z);

e —dx(f(x) =y A P(x,y,z)).
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Exemplos e definicdo

Forma Normal Prenex

Definicao

Uma férmula ¢ da linguagem de primeira ordem esta na Forma
Normal Prenex ou FNP (e escreve-se FNP(y)), se

©=Qix1...Qnxn ¥

sendo:
e Cada Q; um quantificador, com1<i<nen>0;
@ 1) uma férmula de primeira ordem sem quantificadores.

Se 1) estd na forma normal conjuntiva (aplicando o conceito a
férmulas de primeira ordem), entdo ¢ diz-se uma formal normal
conjuntiva prenex ou FNCP (e escreve-se FNCP(y)).
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Lema das Formas Normais

Qualquer férmula é equivalente a uma FNCP

Lema das Formas Normais

Para qualquer férmula de primeira ordem ¢ existe uma férmula de
primeira ordem 1 tal que ¢ = 1) e FNP(2)).

Prova

Mostra-se por indugao estrutural.
Casos base: as féormulas atémicas ja estdo na FNP.

Passo. Analisa-se por casos a forma de ¢. Mostra-se a prova de
dois casos tipo; os restantes tém prova semelhante.

Seja e 9x ¢. Por hipdtese de inducdo existe 1) = ¢ tal que

FNP(%), logo v = Jy ¢ para alguma varidvel y e FNP(y).
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Lema das Formas Normais

Resultado central

Lema das Formas Normais

Para qualquer férmula de primeira ordem ¢ existe uma férmula de
primeira ordem 1) tal que ¢ =1 e FNP(v).

Prova

Seja agora ¢ e w1 A 2.

Por hipdtese de indugdo existem 11, 1> tal que 1 =¥ e
FNP(%1), e 2 = 12 e FNP(¢). Logo, sendo n,m > 0, cada Q; e
R; quantificadores, com 1 << nel<j<m,eq, ¢, férmulas
de primeira ordem sem quantificadores, tem-se que

Y1 = Qix1 ... Qnxn ]

Yo = Rixt ... RmXm 5
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Lema das Formas Normais

Lema das Formas Normais

. - def
Continuacio da prova: caso ¢ = 1 A @0

Note-se que n3o se tem que FNP(11 A 1,). Como transformar
para FNP?
Provou-se ja que se x & VL()) entdo Vxp A =Vx(p A) e

Ixp A =3Ix (e AY).
Facilmente se generaliza este resultado, obtendo-se

Qix1 ... Quxn o ANV = Qix1 ... Qnxn (p A1), se
X1 ...,xn € VL(¥), sendo @1, ..., Q, quantificadores.

Também se mostrou ja a congruéncia-c, ou seja,
Vx ¢ =Vy p{y/x} e que Ixp = Jy p{y/x}.

Com estas duas leis mostra-se que existe 1) = 11 A ¢, tal que

FNP(v).
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Lema das Formas Normais

Lema das Formas Normais

: - def
Continuaco da prova: caso ¢ = 1 A @0

Tem-se entdo que FNP(v1) e FNP(v,) tal que 1 =1 e
2=, e p=P1 Ah2 = Qix1 ... Qnxn Y] A Rixi ... RmnXm ¥%.
Tomam-se agora varidveis novas (i.e., ndo usadas nas férmulas 1);
e 1) todas diferentes entre si, y1,...,¥n, 21, .-, Zm- S€ja

T =V, yn/x1, s xnt e Wy =P{z1,. .. Zm/X1y . Xm}

Aplicando repetidamente a congruéncia-« e duas vezes a lei do
ambito dos quantificadores, usando a comutatividade antes da
segunda aplicacdo, obtém-se uma férmula em FNP.

Vi APy = Qix1...QnXp 1/1/1 ARix1 ... RnXm wé
= Q1 ---Qnyn 1/1/1/ ARz ... RnzZm 1/}/2/
Qlyl A Qnyn Riz1 ... Rmzm ( /1/ A wg)
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Exemplo

Conversao de uma formula

Seja o = Vx (P(x) A 3y =R(y, 2)) = IxVy Q(x,y, 2)

Faz-se a conversao “manual” de ¢ para FNP.

o = Vx(P(x)A3Jy-R(y,z))VIxVy Q(x,y, z)
Ix ~(P(x) Ay =R(y,2)) VIxVy Q(x,y, )
Ix (=P(x) V -3y =R(y, 2)) v IxVy Q(x, y, 2)
Ax (-P(x) VVy —R(y,z)) V3IxVy Q(x, y, 2)
Ix (Vy (-=P(x) V R(y,z)) V IxVy Q(x,y, z)
IxVy (-P(x) V R(y,z)) V IuVv Q(u, v, z)
IxVy ((=P(x) V R(y,z)) VIuVv Q(u, v, z))
AxVy JuVv ((-P(x) V R(y,z)) V Q(u, v, z))

E possivel implementar este procedimento.
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Algoritmo de conversdo

Transformacao de férmulas para FNP

Definir um algoritmo para transformar qualquer férmula de Légica
de Primeira Ordem para a Forma Normal Prenex (FNP).

Conjuntos de férmulas de primeira ordem
@ Seja Eé o conjunto das férmulas de primeira ordem que se
obtém considerando o conectivo de negag¢do (—) primitivo.

@ Seja Gé C Eé o conjunto das férmulas de primeira ordem
com negagdo que n3o contém o conectivo de implicagdo (—).
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Algoritmo de conversdo

Algoritmos auxiliares

Atencdo: nas definicdes das fungles recursivas que se apresentam
a seguir, assume-se que a analise dos casos se faz sequencialmente
(de cima para baixo), sendo cada caso testado apenas se as
condicdes dos anteriores s3o falsas.

Eliminacao da implicacao

Seja ImplFree: Eé — Gg a seguinte func3o.

—ImplFree(¢1), se p = 71
ImplFree(y1) V ImplFree(pz), se ¢ = p1V 2
ImplFree(y1) A ImplFree(p2), se ¢ = v1 A 2
ImplFree(yp) = < —ImplFree(p1) V ImplFree(yps), se ¢ = o1 — @2

Vx ImplFree(p1), se p = Vx 1
Ix ImplFree(y1), se p = dx 1
P, caso contrario
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Algoritmo de conversdo

Algoritmos auxiliares

Eliminac3o das duplas negagdes

Seja NNFC: G% — Gé a seguinte funcdo.

NNFC(¢1), se p =~
NNFC(—¢p1) V NNFC(—¢2), se ¢ = =(¢p1 A ¢2)
NNFC(—¢1) A NNFC(—2), se ¢ = =(p1 V ¢2)
NNFC(¢1) V NNFC(¢2), se =1V

NNFC((p) — NNFC(‘)OI) A NNFC(SO2)7 S€e @ =¢1 A ®2

Ix NNFC(—¢1), se p = "Vx 1
Vx NNFC(—¢1), se ¢ = —3dx 1
Vx NNFC(¢1), se v = Vx 1
Ix NNFC(1), se ¢ = Ix
©, caso contrario
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Algoritmo de conversdo

Algoritmos auxiliares

Alargamento do ambito dos quantificadores

Seja x € {V, A}, Q € {V,3}, x0 € V(v).

Scope: Gé — Gg é a seguinte funcao.

( Qx Scope(y1), se o = Qx 1
@xo Scope(p1{x0/x} * v2),  se p = Qxp1* 2
ou p = o * Qx Y1
Scope(Scope(¢1) * Scope(p2)), se ¢ = 1 * @2
e ambas tém quant.

Saspe{(e)] = Scope(Scope(1) * p2), se = Q1 * P
e p nao tem quantf

Scope(p1 * Scope(p2)), se (= Q1 * Vo
e (p1 nao tem quant,

®, caso contrario
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Algoritmo de conversdo

Algoritmo P de transformacao para FNP

Algoritmo P

Seja P : E% — Gé a seguinte funcao.
P(¢) = Scope(NNFC(ImplFree(y)))

Forma Normal da Negacao

Uma férmula ¢ € G;:( diz-se que esta na forma normal da negacao
(e escreve-se FNN(¢)), se sé as suas subférmulas que sdo férmulas
atémicas estdo negadas.

Lemas de optimizacdo

Q Se ¢ € GX entdo ImplFree(p)=¢.
@ Se FNN(p) entdo NNFC(yp)=¢.
© Se FNP(p) entdo Scope(p)=¢.
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Resultados

Correccao do algoritmo P

Teorema: conversdo de férmulas de primeira ordem para para FNP

Dada ¢ € EX, a férmula ¢ = P(y) é tal que v € GX, p =1 e
FNP(v).

Assuma-se que o algoritmo CNFC definido para férmulas
proposicionais se aplica também a férmulas de primeira ordem sem
quantificadores.

Lema: conversdo para FNCP

Dada uma férmula ¢ = Q1x7 . .. Qpx, 1 da linguagem de primeira
ordem tal que FNP(¢), obtém-se uma férmula equivalente ¢ tal
que FNCP(¢) fazendo ¢ = Qix1 ... Qnxn CNFC(v)).
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Resultados

Prova do Teorema da correccao do algoritmo P

Lemas auxiliares

o Dada ¢ € EX, a férmula 1) = ImplFree(y) é tal que ¢ € G
e p=1.

@ Dada ¢ € Gé, a férmula ¢ = NNFC(p) é tal que ¢ € G%,
¢ =1 e FNN(v)).

o Dadas ¢ € G& tal que FNN(y) a férmula ¢ = Scope(yp) ¢ tal
que ¥ € GF, o =1 e FNP(v).
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Aplicacdo do algoritmo

Exemplo

Seja ¢ = Vx 3y P(x,y,z) — IxVy -Q(x,y, z)
Vai-se calcular P(¢) = Scope(NNFC(ImplFree(p))).

ImplFree(p) = —(ImplFree(Vx 3y P(x,y,z))
V ImplFree(3x Vy = Q(x, y, 2)))
= =Vx3dy P(x,y,z)V3IxVy-=Q(x,y,z) =¢

NNFC(¢) = NNFC(=Vx3y P(x,y,z))VNNFC(3IxVy-Q(x,y,
= 3IxNNFC(—-3y P(x,y,z))V 3IxVy-Q(x,y, z)
= 3IxVyNNFC(-P(x,y,z))V3IxVy-Q(x,y, z)
= IxVy-P(x,y,z) VIxVy-Q(x,y,z) =~

N
~—
~—
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Aplicacdo do algoritmo

Exemplo

Seja v = IxVy -P(x,y,z) VIxVy -Q(x,y, z)

Scope(y) = 3xo Vyo Scope(—P(x0, y0,2) V IxVy =Q(x, y, z))
= dxg Vyo 3x1 Vy1 Scope(—P(x0, ¥0,2) V = Q(x1, ¥1,2))
= dxo Vyo 3x1 Vy1 (—P(x0, ¥0,2) V 2 Q(x1, y1,2))
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Aplicacdo do algoritmo

Exemplo

Seja p = (P A3y S(y)) A (Vx Q(x) V R)

Scope(y¢) = Scope

Scope

(
(

Scope(

dy1Vx
= dy1Vx

Jy1 Scope((P A S(y1)) A Vxo

000 0000000000 e

Scope(P A Jy S(y)) A Scope(Vx Q(x) V R))
Jyo Scope(P A S(yo)) A Vxo Scope(Q(xo) V R))
Ao (P A S(x0)) AVxo (Q(x0) V R))
(Q(x0) V R))
Scope((P A S(y1)) A (Q(x1) V R))
((PAS(n)) A (Q(x) VR))

Anténio Ravara Légica Computacional



	Motivação
	O problema

	Forma Normal Prenex
	Exemplos e definição
	Lema das Formas Normais

	Conversão de fórmulas para a FNP
	Exemplo
	Algoritmo de conversão
	Resultados
	Aplicação do algoritmo


