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llustracdo

Forma Normal de Skolem

A férmula estd na FNCP e os quantificadores sao todos universais.

Exemplos

e Q(x)V P(x,y);

o Vxf(x)=y;

e Vx P(x, f(x));

o Vx(f(x) =y A (Q(x)V P(x,f(x))))-
Contra-Exemplos

e Jy P(x,y);

e Vx3dyf(x)=y;

e —Vx(f(x) =y A P(x, f(x))).
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Formalizacio

Forma Normal de Skolem

Definicao

Uma férmula ¢ da linguagem de primeira ordem estd na Forma
Normal de Skolem ou FNS (e escreve-se FNS(y)), se

p=Vx1...Vxp

sendo 1 uma férmula de primeira ordem sem quantificadores tal
que FNC(2)).
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Procedimento

Funcdo de Skolem

Procedimento de conversao

Dada uma férmula ¢ da linguagem de primeira ordem, obtém-se a
partir dela uma férmula ¥ na Forma Normal de Skolem da
seguinte forma:

@ Obtém-se primeiro uma férmula ¢ = ¢ tal que FNCP(¢);
@ Se ¢ tem k > 0 quantificadores existenciais, entdo s¥(¢) esta
na FNS, sendo s a seguinte fun¢do (de Skolem).

o s(Ix Qix1 ... Qnxn?) = Qix1 ... Qnxnv{a/x}, sendo a uma
constante que n3o ocorre em 1);

o s(Vxy...Vxi—13x Qir1Xit1 ... Qnxatb) =
Vxy...VXxi—1 Qip1Xit1 .-« Quxn W{f(x1,...,x—1)/x;}, sendo f
uma func3do de aridade i — 1 que n3o ocorre em ).
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Skolemizagdo
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Funcdo de Skolem

Exemplo de conversao

Seja ¢ = —(¥x 3y P(x,y,2) V 3xVy ~Q(x, y 2)).

Como ¢ nao esta na FNCP, faz-se primeiro a conversao.

2

( z) A —3IxVy -Q(x, y, z)
Ix -3y P(x,y,z) ANVxVy =Q(x,y, z)
IxVy -P(x,y,z) ANVx3Jy -—=Q(x,y, z)
IxVy —~P(x,y,z) AVu3v Q(u, v, z)
IxVy (=P(x,y,z) AVu3Iv Q(u, v, z))
IxVy (Yu3Iv Q(u, v,z) A =P(x,y, z))
IxVy Vu3Iv (Q(u,v,z) A =P(x,y,z))

=Vxdy P(x,y, z
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llustracdo

Funcdo de Skolem

Exemplo de conversio

Seja p = —(Vx 3y P(x,y,z) V IxVy -Q(x,y, z)). Calculou-se ja
¢ = ¢ tal que FNCP(¢). Faz-se agora a sua Skolemizag3o:
pretende-se encontrar uma férmula ¢ = s(¢).

s(s(¢)) = s(s(IxVyVu3dv(Q(u,v,z) AN —P(x,y,z))))
s(VyVu3v (Q(u,v,z) A —=P(a,y, z)))
= Vy\V/U(Q(U, f(y, u),z)/\ﬁP(a,y,z))):@Z)

Note-se que as férmulas ¢ e 1) n3o sido equivalentes. No entanto,
uma é possivel se e sé se a outra o é.
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Enunciado

Resultado

Lema da Satisfacdo

Para qualquer férmula de primeira ordem ¢ tal que FNCP(¢y),
existe uma férmula de primeira ordem 1 tal que:

@ = s*(p), sendo k o nimero de quantificadores existenciais
de ¢;

@ FNS(v); e

© ¢ é possivel se e s6 se 1 é possivel.
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Prova

Prova do Lema de Skolem

Mostra-se por indugcdo natural em k
Caso base: kK =1.

Considera-se primeiro que ¢ = Ix ¢ com FNS(¢).

Para alguma constante u que n3o ocorre em ¢ tem-se

s(3x ¢) = ¢p{u/x}. Por definicdo, ¢ é possivel se e sé se para
alguma estrutura de interpretacio M = (U, /) e atribuicdo p se
tem M, p |k Ix ¢, ou seja, se e sé se existe u € U tal que

M, plx == u] Ik ¢, i.e., se e sése p{u/x} é possivel.
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Prova

Prova do Lema de Skolem

Mostra-se por indugao natural em k
Caso base: kK =1.

Considera-se agora que ¢ = Vxg ... Vx, Ix ¢ com FNS(¢).

Para alguma fung¢do n-dria f que n3o ocorre em ¢ tem-se
s(Vx1...VxpIx @) = Vxq...Vxp ¢{f(x1,...,%n)/x}. Logo, por
definicdo, ¢ é possivel se e sé se para alguma estrutura de
interpretagdo M = (U, /) e atribuigdo p se tem

M, plEVxq...Vx,Ix ¢, ou seja, para quaisquer us,...,u, € U e
algum u € U tem-se M, p[x1 := wu1] - - [xn := up|[x := u] IF ¢.
Sabe-se que se t € Tg tal que t € livre para x em g e [t], = u
entdo M, p[x := u] IF ¢ se e s6 se M, p Ik p{t/x}. Fazendo

P =pxi=uw]-[xp:=up)et="F(x,...,x,) tal que

[[t]]f\/,[ = u, tem-se que M, p[x1 := u1] - [xn := up|[x = u] IF ¢ se
e sése M, plkVxi.. . Vx,o{f(x1,...,xn)/x}.
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Prova

Lema da Satisfacao

Prova

Mostra-se por inducdo natural em k. Passo: k =/+ 1.

Entdo, ¥ = s¥(¢) = s(s'(p)). Seja ¢ = s'(¢) tal que FNS(¢).

Por hipdtese de indugado, ¢ é possivel se e s6 se ¢ é possivel.
Procedendo como para os casos base, conclui-se que 1) é possivel
se e s6 se ¢ é possivel (pois a equivaléncia é transitiva).
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