Légica Computacional

Aula Tedrica 4: Semantica da Légica Proposicional

Anténio Ravara

Departamento de Informatica

24 de Fevereiro de 2011



Exercicios Resultados Nog¢des complementares
®000 oo 0000

Verificagdo da satisfacdo de férmulas

Andlise por via semantica

Existe algum V que satisfaga (p A q) — L7
Por definicdo V' IF ¢ — 1) se sempre que V' I ¢ também V I 4.

Como para nenhum V se tem que V I 1, entdo de igual forma
para nenhum V se pode ter V' IF p A g, ou seja, ndo se pode ter

V(p) =1=V(q).
No entanto, se V If pA g entdo VIF(pAg)— L.

Conclui-se que todo o V tal que ou V(p) # 1 ou V(q) #1
satisfaz (p A q) — L.

Como se encontraram valoracbes que n3do satisfazem a férmula e
outras que a satisfazem, a férmula é possivel.
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Verificagdo da satisfacdo de férmulas

Andlise por via semantica

Existe algum V que satisfaca (p vV —p) — L7?

Por definicdo V' I ¢ — 1) se sempre que V' I ¢ também V I .

Como para nenhum V se tem que V' I L, entdo de igual forma
para nenhum V se pode ter (p V —p).

Mas s6 se tem que V I pV —pse VI pe VI —p, oqueé
impossivel porque V é uma fun¢do e V(p) =1 (logo V IF p) ou
V(p) = 0 (logo V I —=p),portanto todo o V satisfaz p V —p.

Conclui-se que nenhum V satisfaz (pV —p) — L, que é entdo uma
férmula contraditéria.

Existe algum V que satisfaga L — (p A q)?

Por definicdo V IF ¢ — 1) se sempre que V' I ¢ também V I 4.

Como para nenhum V se tem que V I L, conclui-se que todo o V
satisfaz L — (p A q), que é entdo uma férmula vilida.
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Verificagdo da satisfacdo de férmulas

Andlise por via semantica

Um caso mais elaborado

Quer-se provar que |= ((¢ — ¥) A @) — 1. E necessério mostrar
para qualquer V/, que sempre que V IF (o — 1) A ¢ também

V Ik 7). Ha duas estratégias possiveis: a prova directa ou por
absurdo.

Prova directa

Considera-se entdo por hipdtese que V' IF (¢ — 1) A @, ou seja:
Q que VIF ¢ — v
@ eque VIFp.

Por 1 tem-se que sempre que V' I ¢ também V I 1), e como por
2 se tem que V IF ¢, entdo tem-se que V I 9.

Conclui-se que todo o V satisfaz ((p — ¥) A @) — 1.
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Verificagdo da satisfacdo de férmulas

Andlise por via semantica

Prova por absurdo

Considera-se entdo que [~ ((¢ — ¥) A ) — 1, ou seja, que existe
algum V' que ndo satisfaz ((¢ — ¥) A ) — 7.

Necessariamente, V' IF (¢ — ¥) A ¢ mas V I ¢, ou seja:
Q@ ViFp— ;e
Q VI y;
© mas V IF 9.

Por 1 tem-se que sempre que V I ¢ também V I ), e como por
2 se tem que V I ¢, entdo tem-se que V I 2.

Mas esta ultima conclusdo estd em contradicdo com 3, logo a
hipdtese inicial é falsa.

Conclui-se que todo o V satisfaz ((¢ — ¥) A ) — 9.
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Correcgdo das tabelas de verdade
As tabelas de verdade coincidem com a semantica
definida?

@ A satisfacdo de uma férmula ¢ € Fp por dada valoragdo V
depende apenas do valor que V atribui a cada p € SMB(yp).

@ Dadas duas valoragdes V; e V) que atribuem os mesmos
valores aos simbolos proposicionais de ¢, ou ambas satisfazem
(0 ou nenhuma o satisfaz.

@ Logo, a andlise exaustiva das possiveis valora¢oes para os
simbolos de dada férmula, permite decidir a natureza da
férmula.

Proposicao

Sejam Vj e V5, valoragdes sobre P. Para qualquer ¢ € Fp, se
Vi(p) = Va(p) para cada p € SMB(y), entdo Vi Ik ¢ se e sé se
Vo IE .
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Correcgdo das tabelas de verdade

Prova da proposicao

Por indugio estrutural (indu¢do na defini¢cdo indutiva de férmula)

@ Casos base:
© se ¢ = p, com p € P, entdo como por hipéteseV;(p) = Va(p),
tem-se imediatamente que V; I p se e sé se V; IF p;
@ se ¢ = 1, como nenhuma valoragdo satisfaz L, também se
tem imediatamente que V; IF L seesése Vo IF L.

@ Passos de indugdo: note-se que se 1) € SBF(y) entdo
SMB(v) € SMB(yp).

@ Seja ¢ = 1 V o; mostra-se primeiro que se V; I ¢ entdo
V5 IF . Por defini¢do, Vi IF ¢ se Vi IF 1 ou Vi IF o
Assume-se que V; I ;1 (o outro caso é semelhante); por
hipdtese de indugao, tem-se também V5 I 5, logo por
definicdo, V, IF ¢, como se queria mostrar. O reciproco é
idéntico.

@ Seja ¢ = 1 Ao ou Y = 1 — Yy; as provas destes casos sao
semelhantes a prova do caso anterior.
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Dedugio

Consequéncia semantica

@ Quer-se efectuar raciocinio entre assercoes, de forma a retirar
conclusdes validas a partir de hipdteses.

@ Exemplo: se o metro se atrasar e nao houver taxis na estacao,
o Pedro chega tarde. O Pedro n3o chegou tarde, mas o metro
atrasou-se. Logo, havia taxis na estac3o.

e Formalizag3o:

e Hipdtese 1: se p e ndo g entdo r, i.e., (p A—q) — r.
e Hipdtese 2: ndo r e p, i.e., =r A p.
e Tese: g.

e Como provar?
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Dedugio

Consequéncia semantica

Definicao

Sejam ® C Fp e ¢ € Fp. Diz-se que @ é consequéncia semantica
de ®, o que se denota por ® = ¢, se para cada estrutura de
interpretacdo V sobre P, se V IF ® entdo V I ¢.

Exemplo

Quer-se provar que é vélido o raciocinio “Se o metro se atrasar e
ndo houver taxis na estacdo, o Pedro chega tarde. O Pedro n3o
chegou tarde, mas o metro atrasou-se. Logo, havia taxis na
estacdo.”

Em légica proposicional, trata-se de provar que
{(pA=q) = r,=rAp}Eq.
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Dedugio

Consequéncia semantica

Exemplo

Quer-se mostrar que {(p A =q) — r,—r A p} |= q. Por definigdo,
para todo o V tal que V I {(pA—q) — r,—r Ap} também V I q.

Por hipétese, V IF (pA—q) — re V Ik —r A p, ou seja:
© sempre que V IF p A =g também V' IFr; e VIF—r Ap; ie,
© sempre que VIF pe VIF—g também V I r;
Q@ VIF-re
Q ViIkp.
Por 2 e 3 conclui-se que V Iff p A =g, ou seja, V Iff pou V If —q.

Como 4 contradiz V' I p, tem-se que V ¥ —q, i.e., V IF g, como
se queria mostrar.
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Dedugio

Consequéncia semantica: o caso da contradicao

Conjuntos contraditérios permitem qualquer conclusdo

Um conjunto de férmulas ® permite concluir uma férmula ¢ se
sempre que dada valoracdo V sobre P é tal que V IF & também
VI .

Logo, se nenhuma valoracdo V satisfaz ®, vacuosamente V |- .

Exemplo: {p,—p} = L
N3o existe nenhum V que satisfaca simultaneamente p e —p
(porque V é uma fung¢3o).

Logo, para qualquer V tal que V I {p, —p} também V IF L,
portanto {p, —p} = L
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