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Consequéncia semantica Equivaléncia légica
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Exercicios

Andlise de exemplos

Estratégia

Quer-se provar ou refutar uma afirmag3o de consequéncia
semantica. Como fazer?

@ \Verifica-se primeiro se é falsa: alguma valoragdo n3o satisfaz o
consequente mas satisfaz o antecedente. Se se encontrar tal
valora¢do tem-se um contra-exemplo.

@ Se n3o se encontra um contra-exemplo faz-se a prova.

{p—q,r—srvstEpVvqg?

Considere-se V tal que V(p) =0= V(q) = V(r) e V(s) = 1.

Entdo VIFp—q, VIFr —-se VIFrVs, ou seja,
ViF{p—gq,r—s,rVvs}.

No entanto, V If pV q, logo {p = q,r = s,rVs} ~EpVaq.
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Exercicios

Andlise de exemplos
{(pAY) = 0,7y = 0} EY = (v = 0)7
Considera-se por hipdtese que para algum V se tem que
Q@ VIF{(eAY)—d,v— ¢}, mas que
@ VIF¢y— (y—0). Del obtém-se:
VIF(pAY)—de
V IF v — . De 2 obtém-se:
VIF 4, mas V If v — 4, ou seja
V Ik v, mas
V If §. De 4 e de 6 obtém-se:
VIF . De 3, 5 e de 8 obtém-se:

© 000060 0o

V IF §, o que estd em contradi¢do com 7. Logo,
{eAY) = 6,7y = o} EY— (v 9).
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Resultados

Consequéncia semantica vs. validade

Proposicao

{r} EYseesbése Fp—

Mostra-se primeiro que se {¢} = ¢ entdo = ¢ — .

Por hipétese, {¢} = 1, ou seja, para qualquer V tem se que se
V Ik ¢ entdo V IF 4; logo, por definigdo, = ¢ — .

Mostra-se que = ¢ — 1 implica {¢} = ¢ de forma semelhante.
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Resultados

Consequéncia semantica vs. validade

Teorema

SejaneN. {p1,...,on} Eseesése E(p1A...ANpp) =

Prova

Prova-se o sentido “sé se” (o reciproco é semelhante). Por
hipétese, {®1,...,¢n} E 9, ou seja, sempre que dado V é tal que
VIF{p1,...,pn} também V I 4.

Se VI {¢1,...,¢n}, o resultado sai vacuosamente

Se VIF {¢1,...,¢n}, entdo para cada i € {1,...,n} tem-se que
V IF ¢j; logo, V IF @1 A ... A, Como por hipdtese V' I 1),
entdo V IF (¢1 A ... A pp) — 1, como se queria mostrar.
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Resultados

Algumas leis da légica proposicional

Axiomas importantes

QO {LiFew

Q@ {vAY}Eve{pAY}EY
@ {plFEeVYe{ytEpVY

Prova

O {Ll} E ¢ vacuosamente, pois { L} é um conjunto
contraditério

@ por hipdtese, seja V tal que V IF {p A}, ouseja, VIFpe
VI entdo {p A} = pe{p A} Y

© por hipdtese, seja V tal que V IF {¢p}; logo V IF ¢ e tem-se
também que V IF ¢ ou V IF 4; entdo {¢} = ¢ V¢ (o outro
caso prova-se de forma semelhante)
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Resultados

Definicao alternativa de consequéncia semantica

@ A consequéncia semantica é uma relagdo = C 2FF % Fp

@ Pode-se considerar uma definicio alternativa, em que é uma
relagdo bindria entre férmulas: =1 C Fp x Fp

@ Considere ambas as relacoes definidas da mesma forma:
sempre que dada valoragdo satisfaz o primeiro elemento do
par na relacdo (um conjunto de férmulas ou uma férmula)
também satisfaz o segundo.
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Resultados

Definicao alternativa de consequéncia semantica

Proposicao: coincidéncia das defini¢oes

{o1,.-.,pn} EVseesdbse p1 A---App =19

{1,.-.,on} E® seesbse
EpiA--App,— 1Y seesdse
{1 A~ Non} EY  seesése
SOIA/\QDH |:11/}

Chama-se entdo a ambas as relaces “consequéncia semantica”e
usa-se apenas o simbolo |=.
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Resultados

A consequéncia semantica € uma pré-ordem

Trivialmente, a consequéncia semantica é reflexiva.

Transitividade da consequéncia semantica

Sep =1 ey =yentiop =y

Prova

| A\

Por hipdtese, ¢ =1 e ¢ |= 7. Consideram-se dois casos: para
dado V, ou V IF ¢ ou V Iff .

Suponha-se que V' I ¢; como por hipétese ¢ |= 1, também
V Ik 4); como por hipétese ¢ = 7, também V I ~. Logo, sempre
que V I ¢ também V I ~, ou seja, ¢ = 7.

Suponha-se agora que V' Iff ¢. Entdo, V IF ¢ — 7, logo ¢ = 7.
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Motivagdo e definicdo

A ideia

Todas as férmulas s3o diferentes?

@ Ha férmulas sintaticamente diferentes que significam a mesma
coisa (capturam a mesma asser¢3o).

@ Exemplo: “gosto de logica” é equivalente a “n3o é verdade
que n3o gosto de légica”.

@ Sintaxe ndo é tudo: ha varias formas de dizer a mesma coisa.

@ Intuitivamente, se dada valoracdo arbitraria satisfaz uma
férmula se e sé se satisfaz outra férmula, entdo as férmulas
sao equivalentes.

Anténio Ravara Légica Computacional



Consequéncia semantica Equivaléncia légica
00000000 0®00000000
Motivagdo e definicdo

A definicao

Equivaléncia légica

Duas férmulas ¢, € Fp dizem-se logicamente equivalentes, o que
se denota por ¢ = 1), se se tem que ¢ I 1 se e s6 se ¥ I .

Proposicao

A equivaléncia Iégica é uma relacao de equivaléncia.

Prova

Tem que se mostrar que é reflexiva, simétrica e transitiva. Como ja
mostramos que é uma pré-ordem, basta provar que é simétrica.
Note-se que a simetria sai por defini¢cdo.
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Motivagdo e definicdo

A consequéncia semantica é uma ordem parcial

@ Um pré-ordem anti-simétrica diz-se uma ordem parcial

@ A anti-simetria usa a igualdade (sintética); se se considerar
em vez a igualdade semantica (equivaléncia légica), tem-se
uma “anti-simetria” semantica

Mostrou-se que a consequéncia semantica é uma pré-ordem.

Por defini¢do de equivaléncia Iégica, se ¢ =1 e ¢ |= ¢ entdo
© = 1; logo, a consequéncia semantica é anti-simétrica.
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Leis axiomaticas

Axiomas importantes

Algumas leis da Iégica proposicional

@ Dupla negagdo: ——p = ¢
@ Absurdo: p A —pp = L
@ Leis de De Morgan:
“(pAY)=—pV he-(pVY)=—pA-p
Distributividade:
o o= (h—=0)=(p—=v) = (p—10)
o oV (Y AS)=(p V) A(pVI)
o (PAD)VE=(pVE)A (V)
e oA (P V)= (pAY)V(pAD)
o (pVY)AG=(pAD)V (P AD)

Contra-reciproco: ¢ =1 se e sé se —) = —p

Monoides comutativos idempotentes:

e (Fp,V,Ll), sendo T o elemento absorvente.
e (Fp,A, T), sendo L o elemento absorvente.

Anténio Ravara Légica Computacional



Consequéncia semantica

Equivaléncia légica
00000000

0000000800
Leis axiomaticas

Provas

@Aﬁ@EJ_

Viu-se ja que ¢ A = é contraditdria, i.e., nenhuma valorac3o a
satisfaz; este é também o caso de |, logo, vacuosamente, para
qualquer valoragao V se tem que VIF o A @ seesése VI- L.

(e AYP) =0Vt

Tem que se mostrar que, para dado V se tem que V IF =(p A )
seesose VIF—pV .

Mostra-se primeiro que sempre que V I =(p A ¢) também
V Ik =¢ V —1). Considera-se por hipdtese que V IF =(¢ A ¢);

entdo V I o A1, ou seja, ou V If @ ou V Iff ), i.e., por definicdo,
VIE —pV ).

Mostra-se o reciproco de forma semelhante.
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Leis axiomaticas

Lei do contra-reciproco

© — 172‘ = —|'IZ,’ —

Prova-se o sentido {¢ — ¥} = =9 — —¢ (o reciproco é
semelhante).

Por hipdtese, considera-se dado V tal que V IF o — 9. Tem-se
entdo que V IF p ou V I .

Se V IF ¢ entdo V I 4, logo V Iff i) e como V Iff o, também
ViIF = — .

Se V Iff ¢ entdo sai logo que V Ik =) — —p.
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Um resultado central

“lguais por iguais”

Intuicdo

@ Um mecanismo fundamental do raciocinio légico (ou mesmo
algébrico) € o de substituir “iguais por iguais”.
@ Exemplos:
e comol+1=2 entdol+1+4+1=3¢éequivalentea2+1=3;
e se para p,q,r € P se tem que V(p) = V(q), entdo
pVr=qVr.

@ Como usar este facto intuitivo na légica?

Teorema da Substitutividade

Suponha-se que ¢ = ¢, assuma-se que v é uma férmula que
contém ¢ como subférmula e que 7/ é obtido de ~ substituindo
ocorrréncias de ¢ por ¢. Entdo v =~/
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Um resultado central
“lguais por iguais”

Prova do teorema por inducdo na estrutura de ~

@ Casos base:
e 7= p, para algum p € P. A Unica subférmula é o préprio 7,
logo ¢ = e ¥ =+'. Como por hipdtese p =1, e a
equivaléncia é reflexiva, conclui-se por transitividade que
Y=+ (ousejay=p=¢=7v).
e O caso v = L sai de igual forma.
@ Caso v =1 V 72 (os restantes sdo semelhantes).
Por hipétese de indugdo, para i € {1,2} tem-se que 7; = 7/ se
este Ultimo é obtido de ~; substituindo ocorréncias de ¢ por
1. Como por hipdtese ¢ é subférmula de ~, ha 3 casos a
considerar: ¢ =~ ou ¢ € SBF(y;) (com i € {1,2}). O
primeiro prova-se de forma semelhante aos casos base;
considera-se entdo, sem perda de generalidade, que
¢ € SBF(71); logo, como a equivaléncia é preservada pelos
operadores da légica, v/ = 74 V 72 , e conclui-se que v = 7.
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Um resultado central

A equivaléncia légica é uma congruéncia

Teorema: os operadores da légica preservam a equivaléncia

Sejax € {V,A\,—}. Sep =1 entio pxy=txyey*xp=7yx*.

Prova

Vai-se mostrar o caso ¢ Vv =1 V7. O reciproco sai por
comutatividade (e os casos restantes sdo semelhantes).

Por hipétese ¢ = 1); mostra-se primeiro que {p V vy} =9 Vv (a
prova do reciproco é semelhante). Seja V tal que V IF oV ;
entdo, V IF ¢ ou V I 7.

Se V Ik ¢, como ¢ = 9 também V Ik 4, logo V IF ¥V ~.
Se VIF vy entdo V IF 4 ou V IF~, logo VIFY V.
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Um resultado central

A equivaléncia légica é uma congruéncia

Teorema

A relagdo binaria = sobre férmulas da lIégica proposicional, é uma
congruéncia.

E uma relacao de equivaléncia, preservada pelos operadores da
|6gica, e substitutiva.
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