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O problema

Como determinar “eficazmente” a validade de uma
formula?

Objectivo

Determinar a validade de raciocinios (ou de férmulas)
semanticamente, mas de forma eficaz e automatica.

Meio: algoritmo
Define-se uma fungdo que recebe uma férmula e devolve a sua
natureza (possivel, contraditéria ou vélida).

Abordagens computacionais

Ha varios algoritmos, de acordo com formas especiais em que as
férmulas podem estar. Uns sdo mais eficazes que outros. Vamos
ver 3, por ordem crescente de eficacia.
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Definicdes e resultados

Satisfacdo de disjuncdes de literais

Literal

Um literal é uma férmula atémica (diz-se positivo) ou a nega¢do
de uma férmula atémica (diz-se negativo).

Lema

Uma disjunc¢ao de literais \/:7:1 L;, com n>1 é valida se, e so se,
existirem 1 <i,j < ntalque L; =T ou L; = —L;.

Prova

Ha dois casos para considerar:

. z b
Q algum literal é T (em que T = —1), ou
@ a disjuncao contém um literal e a sua negacao.

Note-se que tem que se provar o sentido “sé se” e o sentido “se”.
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Definicdes e resultados

Satisfacdo de disjuncdes de literais

Uma disjun¢do de literais \/]_; Lj, com n > 1 é valida se, e sé se,
existirem 1 <i,j < ntalque L; =T ou L; = —L;.

Prova do sentido “sé se”

No primeiro caso, como T é o elemento absorvente da disjuncao,
ela é valida (sabendo também que a disjungdo é associativa e
comutativa, e que a equivaléncia légica é uma congruéncia,
aplicam-se repetidamente as leis até se obter apenas T).

O segundo caso reduz-se ao primeiro porque LV =L =T.
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Definicdes e resultados

Satisfacdo de disjuncdes de literais

Uma disjuncdo de literais \/,'-’:1 L;, com n>1 é valida se, e sé se,
existirem 1 </,j < ntalque L; =T ou L; = —L;.

Prova do sentido ‘“se”

Prova-se por contra-reciproco.

Assume-se que a disjun¢ao ndo contém T nem um literal e a sua
negacdo. Quer-se entdo provar que nao é valida.

Considerando a valoracdo V' que atribui 0 a todos os simbolos
proposicionais na disjun¢do que ocorrem como literais e 1 a todos
os simbolos proposicionais na disjuncdo que ocorrem negados.
Entdo V nao satisfaz a disjuncdo, que n3o é entdo valida.
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Definicdes e resultados

Um resultado simples

Lema da negacdo de literais

Dado um literal L existe um outro literal L’ tal que =L = L’

Prova

Por defini¢do, um literal é uma férmula atémica (simbolo
proposicional ou L) — um literal positivo — ou a sua negagdo —
um literal negativo.

Consideram-se ent3o os dois casos:

@ se L é positivo, entdo —L é negativo e toma-se L' = —L (claro
que =C=);

@ se L é negativo, entdo L = —L”, para algum literal positivo L/,
elogo ~L=—--L"=1L
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Definicdes e resultados

Forma Normal Conjuntiva

Uma férmula ¢ € Fp estd na Forma Normal Conjuntiva ou FNC (e
escreve-se FNC(¢)), se é uma conjun¢do de disjunc¢des de literais.

Satisfacdo

Uma férmula ¢ € Fp tal que FNC(yp) é:
@ vilida, se sdo validas todas as disjun¢oes;
@ contraditdria, se é contraditéria alguma das disjun¢oes;

@ quando nenhum dos casos anteriores se verifica, a formula é
possivel.
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Definicdes e resultados

Forma Normal Disjuntiva

Definicao

Uma férmula ¢ € Fp estd na Forma Normal Disjuntiva ou FND (e
escreve-se FND(¢)), se é uma disjuncdo de conjungdes de literais.

Formas gerais

Note-se que para naturais n,m > 1, se dada férmula ¢ € Fp é tal
que:

o FNC(y), entdo » = A1 (V2 Lij)
o FND(y), entdo ¢ = V?:l(/\jm:l i)

Considera-se a disjun¢do e a conjung¢do undrias como um abuso de
notacdo: denotam apenas a férmula argumento.

Anténio Ravara Légica Computacional



Motiva¢do
o

Literais

Forma Normal Conjuntiva e Forma Normal Disjuntiva
feleTele)

O0@00000
Definicdes e resultados

Relacdo entre Formas Normais

Observacoes

@ Pode-se transformar uma forma normal conjuntiva em
disjuntiva, e vice-versa.

@ Ha mais do que uma forma de o fazer

Proposicdo: relacdo entre FNC e FND

Sejam 1,11 € Fp tal que FNC(¢1) e FND(¢1). Entdo existem
02,2, 93,93 € Fp tal que:

@ Yo = "1 € FND(QOQ), e ’(ﬁz = _‘wl e FNC(T/}Q)
@ Y3 =1 € FND(QD3), e 1/)3 = wl e FNC(¢3)
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Definicdes e resultados

Relacdo entre Formas Normais

Proposicao: relacdo entre FNC e FND

Sejam 1,11 € Fp com FNC(¢1) e FND(¢1). Existem

2,12 € Fp tal que 3 = —1 e Yo = b1, com FND(p2) e
FNC(1)7).

Prova axiomatica € simples: basta usar as leis de De Morgan

o1 = ALV Liy)
\/7:1 _'(ijl LiJ)
Vi (A1 L)
Visa(AZL L))
= 2
pois para cada 1 </ < nel <j < m encontra-se, pelo lema
anterior, um literal L} ; tal que —1L;; = L} ;. Note-se que FND(¢2).

Para o caso de v, a prova é semelhante.
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Definicdes e resultados

Resultados

Proposicao: relacdo entre FNC e FND

Sejam 1,11 € Fp tal que FNC(p1) e FND(2)1). Entdo existem
©2,1Un € Fp tal que w2 = p1 e FND(ip2), e ¥2 = 11 e FNC(1)).

Simples: basta usar as leis de distribuicdo da conjun¢do sobre a
disjuncdo (e vice-versa).
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Definicdes e resultados

Resultados

Lema das Formas Normais

Para qualquer férmula ¢ € Fp existem férmulas @1, @2 € Fp tal
que ¢ = 1 e FNC(p1), e ¢ = 2 e FND(i2).

Prova

Mostra-se por indugao estrutural que para qualquer férmula
¢ € Fp existe uma férmula ¢ € Fp tal que ¢ =¥ e FNC(¢). A
outra afirmac3o tem prova semelhante.

Casos base: como simbolos proposicionais e L s3o literais, ja estao
na FNC.
Passo. Analisa-se por casos a forma de ¢.

Se 1 p1 A 2, por hipdtese de inducdo existem 1,1, € Fp tal
que p1 =1 e FNC(¢1), e w2 = 102 e FNC(¢2). Logo,
© =11 A pa e FNC(3)1 A ¥p2) por definicdo.
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Definicdes e resultados

Resultados

Lema das Formas Normais

Para qualquer férmula ¢ € Fp existe uma férmula ¢ € Fp tal que

¢ =1b e FNC(1)).

Continuacio da prova: caso ¢ & 01V 2

Por hipdtese de inducdo existem 1,12 € Fp tal que 1 =3 e
FNC(v1), e w2 = 92 e FNC(¢02), logo, ¢ = 1)1 V 1. Mostra-se
que existe ¥ = 11 V 1, tal que FNC(v)) e logo ¢ = 9.

Como para naturais n, m > 1 se tem que 1 = Ni_i7ie

o e /\Jm:1 vj’-, sendo os ~ys disjuncoes de literais, tem-se também,
pelas leis de distribuicao da disjun¢do sobre a conjuncao, que

n m

v E (AWVAD= AN V) E e
i=1 j=1

i=1 j=1
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Definicdes e resultados

Resultados

Lema das Formas Normais

Para qualquer férmula ¢ € Fp existe uma férmula ¢ € Fp tal que

v =1 e FNC(%).

: = def
Continuacdo da prova: caso ¢ = 3 — 2

Por hipdtese de indugdo existem 11,1 € Fp tal que o1 =7 €
FNC(%1), e 92 = 12 € FNC(v2), logo, ¢ = 11 — 1,. Tem-se
também que ¥ — Yo = —h1 V 9o e como se tem que FNC(¢)1)
entdo pela proposi¢do anterior existe ¢; = —); tal que FND(v]).
Igualmente, existe ¥4 = 1), tal que FND(¢)%). Logo, ¢ = ¢ V1) e
FND(#] V v»). Fazendo de novo a distribuigdo das disjun¢des
sobre as conjuncdes obtém-se ¢’ tal que p = ¢’ e FNC(¢').
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