Logica Computacional

LEI FCT UNL, 2° Semestre 2009/2010

Teste Tipo Resolvido

Grupo 1 (2+2+3 valores)
Verifique se:
1. {3z P(x) A3z Q(x)} = 3z (P(x) A Q(x))

Solugao: Considere-se uma atribuicao arbitraria p € AT Ri(/, e a estrutura de inter-
pretacao M = (Np, I) sobre a assinatura ¥ = (SF, SP) que contém P,Q € SP;, sendo

e I(P): Ny — {0,1} tal que I(P)(n) =1sen > 10, e
o I(Q): Ng— {0,1} tal que I(Q)(n) =1 se n < 10.

Mostra-se primeiro que M I+ 3z P(z) A 3z Q():
(a) M IF 3z P(x), pois M, plz := 11] IF P(z), uma vez que
[P@)]7 =" = 1(P)(pla := 11)(x)) = [(P)(11) = 11 > 10 = 1
(b) M IF 3z Q(z), pois M, plz := 1] I Q(z), uma vez que
[P = I(P)(plz == 1)(x)) = I(Q)(1) =1 < 10 =1

No entanto, M Iff 3z (P(x) AQ(z), pois nao se encontra um natural n tal que M, p[z :=
n] Ik P(z) A Q(x), uma vez que ou M, p[z := n] IF P(x) sendo n > 10 ou M, p[z :=
n] IF g(z) sendo n < 10, mas nao se pode ter ambos os casos.

Conclui-se entao que {3z P(z) A 3z Q(x)} = Jx (P(z) A Q(x)).

2. (v = @)= — Jrp,sex & VL)

Solucao: usando o Teorema da Substitutividade, pode-se colocar férmulas equivalentes
no lugar de subférmulas, obtendo-se a seguinte prova.

Jz(p =) = (W Ve) (poist ==YV o)
= Jx(pV ) (pois p VY =9 Vo)
= JzxeV - (pois como z € VL(¢), 3z (p V) =Tz V1)
= wpV3Izxy (pois V=19V
= ¢ —>dre (pois V=1 —p)

3. A férmula (Va P(z) AVz Q(z)) — Vo (P(x) A Q(z)) é vélida, usando um dos métodos
de Resolugao (note que para mostrar que uma férmula é valida basta mostrar que a sua
negacao é contraditéria).

Solugdo: Seja ¢ = (Vo P(x) AVx Q(x)) — Vo (P(x) A Q(x)).



(a) Converte-se primeiro a negagao da férmula para a Forma Normal Conjuntiva Pre-
nex:

P(—p) = FNC(Scope(NNF (ImplFree(—¢))))

Calcula-se separadamente cada fungao.

ImplFree(—¢

—ImplFree(¢

—(—ImplFree(Vz P(x) AVz Q(x)) V ImplFree(Vz (P(z) A Q(z)))
—(=(Va P(x) AVz Q(z)) V Va (P(x) A Q(x))

— — — —
I

NNF(¢)

NNF(=—(Vz P(z) AVz Q(z))) ANNF(=Vz (P(x) A Q(x)
NNF (Vz P(z) AVx Q(z)) A 3x NNF(=(P(z) A Q(z)

(Vz P(x) AVz Q(x)) A Jz (NNF(=P(x)) V NNF(-Q(x)
(Vz P(x) AVz Q(x)) A Jz (=P (z) V -Q(x

— — N
I

Jxg Scope((Vx P(z) AVx Q(z)) A (=P(

Jzg Scope(Scope(Vz P(xz) AVz Q(z)) A (—P(

g Scope(Vaq Scope(P(x1) AVa Q(x)) A (—P(
Jdxg Scope(Va1 Vo (P(x1) A Q(z2)) A (ﬂP(a:O

) A (~P(

) A (=P(

Jz¢ Va1 Scope(Vas (P(x1) A Q(x2
ELI'() Va;l Vl‘g (( (:Cl) (wg

— N N
I

Note-se que x ja estd na Formal Normal Conjuntiva, logo FNC(x) = x

(b) O resultado obtido (JzgVx; Vaa x) tem agora que ser Skolemizado. Seja a uma
constante.

Skolem (Jzg Va1 Vg x) = Vay Vs (P(x1) A Q(x2)) A (—=P(a) V —Q(a))) =&
(c) Escreve-se £ como um conjunto C de cldusulas e usa-se Resolu¢ao-LN:

C={{P(z1)}{Q(x2)},{~P(a), ~Q(a) }}

Seja L1 = {P(z1),~P(a)}; o seu umg é a substituicao s; = {a/z1}, logo obtém-se
das cldusulas {P(z1)} e {=P(a),=Q(a)} o resolvente Ry = {—-Q(a)}.
)™

Seja Ly = {Q(z2),Q(a)}; o seu umg é a substituicao s; = {a/z2}, logo obtém-se
das cldusulas {Q(z2)} e {—Q(a)} (resolvente R;) o resolvente ().

Pela Proposicao da Resolugao-LN conclui-se que —p é contraditoria, logo ¢ é valida.

= dxoVai1Vae x



Grupo II (343 valores)
Mostre que:

1. = (Vz P(x) AVz Q(x)) = Vo (P(x) A Q(x)).

Solugao:
(Vo P(x) AV Q(x))! Ap (Vo P(x) AV Q(z))! Ap
Vx P(x) Vi ! Vo Q(x) Vi ‘
(P(2){y/x} = P(y) Q) {y/x} = Qy)
PN 2 E (P@) A QE)y/a} |,
va(P(z) A Q(x)) Y1 e
(Vo P(z) AVz Q(2)) = Va(P(z) AQ(x))
Onde:
Cl y ¢ VL(Vz P(x) ANVx Q(x));
C2 como z # y também y ¢ VL(P(x) A Q(x)).
2. {3z P(z)} F ~Va =P(x).
Solucéo:
(eP@)?
(=P(z){y/z} = ~P(y) (P@){y/=})’ = Ply)
(3zP(z))*! 1 =
T o E,2 (C1,02,C3)
—Vax—P(x) ’
Onde:

C1 a unica hipdtese aberta para além da que tem a marca 3 é a que tem a marca 2,
que nao tem varidveis livres, logo y € VL(Vx —P(x)).

C2 : Nao ha variaveis livres em L, logo y € VL(L).
C3 :y¢ VL(=P(z))).

Grupo III (24243 valores)

1. Enuncie a Proposicao da Resolugao-LN.

Solucao: Seja ¢ € Fg tal que SNF(p). Se ¢ é uma férmula de Horn entdo ¢ é
contraditéria se e s6 se () pode ser derivado de ¢ por Resolugao-LN.

2. E necessario ter como primitivo o quantificador existencial se se tiver o universal? Jus-
tifique.



Solucao: Tendo o quantificador universal como primitivo, pode-se definir o quantifica-
dor existencial como abreviatura usando o universal e a negagao, pois como se mostrou

numa aula tedrica que Jx ¢ = —Va -, pode-se definir Jz ¢ Y vy .

. Prove a correc¢ao dum caso do algoritmo Scope.

Solucao: assuma-se que se estd a fazer uma prova por indugao estrutural. Prova-se o que
foi pedido mostrando que para caso de aplicagao da funcao se tem que ¢ = Scope(p).
Considere-se que * € {V,A},Q € {V,3},20 € V(p)

Caso ¢ seja uma férmula atémica: a fungdo Scope comporta-se como a identidade;
obtém-se o resultado desejado porque a equivaléncia é reflexiva.

Caso p = Qx ¢1: entao Scope(y) = Qz Scope(p1) e como por hipétese de indugao 1 =
Scope(¢1) obtém-se, usando a reflexividade, Scope(yp) = Qx Scope(p1) = Qz p1 = ¢,
concluindo se o resultado por transitividade.

Caso ¢ = @1 * p2: ha que comecar por considerar dois casos — alguma das férmulas
comeca por um quantificador ou nao.

(a) Seja v1 = Qx ¢} (se for pa = Qx ¢, a prova é semelhante). Entao ¢ = Qx ¢ * po
e por defini¢do, Scope(y) = Qo Scope(¢i{zo/z} * p2).
Note-se que, por congruéncia-a, Qz ¢} = Quopj{xo/x}; assumindo, pela cor-
recgao dos outros casos ou iterando o raciocineo feito neste caso, que se tem
Scope(¢i{zo/x} * p2) = @i {zo/x} * 2, obtém-se o resultado pretendido

Scope(p) = Qo Scope(¢) {zo/x} * 02) = Quo i {zo/a} * 02 = Q) + 2 =

(b) Se nenhuma das férmulas comega por um quantificador mas ambas tém ocorréncias
de quantificadores, entao por definicao, Scope(y) = Scope(Scope(p1) * Scope(p2)).
Por hipédtese de indugao @1 = Scope(p1) e w2 = Scope(p2), logo tem-se

Scope(p) = Scope(p1 * p2) = @1 *xp2 = ¢

justificando-se o pentltimo passo por um raciocineo semelhante aos casos anterio-
res.



