Logica Computacional

LEI FCT UNL, 2° Semestre 2010/2011

Resolucao do Teste 3 Tipo
Duracao: 2h00m

Grupo I (141 valores)

Represente as seguintes afirmagoes em légica de primeira ordem:

1. H4 quadrados perfeitos pares e impares.
Solucao: Jx (QuadrPerf(z) A Par(x)) A 3z (QuadrPerf(z) A Impar(x))

2. H4 mais que dois testes nesta cadeira.

Solugao: JxIy3z (Teste(x, C) A Teste(y, C) A Teste(z, C) Nx #y ANz # 2z Ny # 2)

Grupo II (3+3 valores)

Sejam z,y,z € X e a € SFy. Considere ainda a seguinte férmula.

def

1. Calcule os conjuntos das varidveis livre e mudas da férmula.

Solucdo: calculam-se recursivamente os conjuntos VL(¢) e VM(yp).

VL(¢) = VL(VzQ(f(x),9(y,a))) UVLEzM(z, f(x)))

(2,
(2,

= VL(Q(f(x),9(y,a))) \ {z} UVL(M (2, f(x))) \ {}
= (V(f(@) UV(g(y,a)) \ {z} U (V(z) UV(f(2)))\ {z}
= (V) UV(y) UV(a) \{z} U ({2} UV(z))\{z}

= ({z}u{ytud)\{=z} U ({z}U{z})\ {z}

= {y}u{z}

= {z,y}

VM(p) = VMVzQ(f(z),9(y,a))) UVMEBzM(z, f(z)))
= {2} UVM(Q(f(2),9(y,a))) U {z} UVM(M(z, s(x)))
= {z}Uudu{z}ud
= {.%',Z}

2. Se cada termo em baixo for livre na férmula para a varidvel referida, encontre a nova
férmula que resulta da substituicao dessa varidvel por esse termo.



(a) Sejat = q(y), sendo a varidvel y.
Solugao: como t é livre para y em ¢, pois V(t) N VM(p) = 0, entao

p{t/x} = Vo Q(f(x), 9(q(y),a)) = FzM(z, f(z))

(b) t = q(z), sendo a varidvel y.

Solugdo: como t nao é livre para y em ¢, pois x € V(t) N VM(p), nao se deve
substituir y por t em .

Grupo III (34343 valores)

Considere a assinatura 3 = (SF, SP) onde:
o SFy={zero}, SF; = {suc}, SF, ={®,®} ¢

o SPy,={Eq}.
Considere também a estrutura de interpretagdo Nat = (N, I), sendo:
o I(zero) =0;
e I(suc): Ny — Ny tal que I(suc)(n) =n+1;
e I(®): N2 =Ny tal que I(d)(n,m) =n +m;
e I(®): N2 — Ny tal que I(®)(n,m) =n x m;
e I(Eq) : NZ — {0,1} tal que I(Eq)(n,m) = 1 se n = m e I(Eq)(n,m) = 0 caso

contrario.
Verifique semanticamente se:
1. Nat | Va 3y Eq(®(suc(zero), x), ®(y,x))
Solucao: tem que se mostrar que para qualquer atribuicao p se tem que
Nat, p = Va Jy Eq(®(suc(zero), z), ®(y, x))
i.e., para qualquer n € Ny encontra-se um m € Ny tal que
Nat, ple i= n][y == m] = Eq(&(suc(zero), z), &(y, )
Seja m = 0.
1(Bq)([®(sue(zero), o)~ ", [y, o) g™
(1(@) ([suc(zero)lfe "=, Lelgle ™) = I@) (Wl el "“y-*“b
(I(sue) ([zerolfiys ™) x pla = nly = 0)(2)) = (oo := nlly := 0](y) + plo := n]fy = 0](x)
)



2. {3z P(z) NIz Q(z)} E Jz (P(z) A Q(x))
Solucao: considere-se a estrutura de interpretagao M = (Ny, I) sendo I(P)(n) = 1 se
n>3el(Q): Ng—{0,1} tal que I(Q)(n) = 1 se n < 3. Para qualquer atribui¢ao p
tem-se que M, p IF 3z P(z) A 3z Q(x):

(a) M, plF 3z P(x), uma vez que M, p[x := 4] |- P(z), pois

No entanto, M, p I 3z (P(z) A Q(x)), pois ndo é verdade que para existe n € Ny tal
que M, plx :=n] IF P(x) e M, p[z := n] IF Q(x). Conclui-se entao que

{3z P(x) A3z Q(2)} = Fz (P(2) A Q(x))

3. Jx(p =)= Ve — Iz

Solugao: como a equivaléncia légica é uma congruéncia, a equivaléncia em causa prova-se
da seguinte forma.

Fz(p =) = Tz (—p V) (pois ¥ = @ = =) V )
= Jz—pV Iz (pois Fz (p V) = Fx @ V Iz 1)
= WVrepVizy (pois Tz —p = —Vx )
= Vep— Jxy (pois ~p V¢ = p — ¢)
Grupo 1V (142 valores)

1. Considere que dada assinatura é tal que f € SF, e seja x € X. A expressao V f(x) é
uma férmula da Logica de primeira ordem? Justifique.

Solucao: a expressao dada é uma férmula, se f(x) o for. Mas trata-se de uma funcao,
pois f € SF1, nao de um predicado, logo nao é uma férmula.
2. Mostre que o conjunto das variaveis de um termo (concreto) de primeira ordem é finito.

Solucao: prova-se por indugao na estrutura dos termos.

e Caso t = a, para a € SFp; por definigao, V(t) = V(a) = 0, que ¢ finito.
e Caso t =z, para z € X; por definicdo, V() = V(x) = {z}, que é finito.
e Casot = f(t1,...,tn), para f € SF, e {t1,...,t,} C (TX)", com n > 0; por de-

fini¢ao, V(1) = V(f(t1,-...tn)) = Uieq, a3 V(ti), € como por hipétese de indugéo
cada V(t;) é finito, também o é a uniao indicada.



