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Capitulo 1

CONJUNTOS

1.1 Definicoes e Exemplos

Adoptamos neste curso o conceito intuitivo de conjunto. Assim, um conjunto é uma
“coleccao de objectos”, ou seja um “ente matematico” que resulta de considerar simultane-
amente objectos diversos, ditos os seus elementos, como um todo.

Denotaremos os conjuntos por letras maitsculas:

A B, C,.... X, Y, Z, ...
e os objectos por letras mintsculas:
a, b, c,..., x, Yy, z,...

Escreveremos x € X (que se 1é “x pertence a X”) para significar que x é um elemento
de X e escreveremos = ¢ X (que se lé “x nao pertence a X”) para significar que x nao é um

elemento de X.

Exemplo 1.1 1. IN designa o conjunto dos niumeros naturais:

IN={1, 2, 3,...};

2. Z designa o conjunto dos niumeros inteiros:

Z={.,6-2 -1,01,2...}%

3. Q designa o conjunto dos numeros racionais:

Qz{s: pEZ, g€ Z, q#0};

4. IR designa o conjunto dos nimeros reais;
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5. 0 ou { } designa o conjunto vazio, isto €, o conjunto sem elementos.

Por exemplo:
.2€N,2€Z,2€Q,2€R;
. —2€IN, —2€Z,-2€Q, -2 € R;
€N, 3¢ Z, 3€Q, L ER;

CV3EN,V3LZ V3EQ VIER;

Outros exemplos:

CA={-2, 1 V3, 2}

—_

2. {2n: n € IN}-conjunto dos nimeros naturais pares;
3. {2n —1: n € IN}-conjunto dos niimeros naturais impares;
4. {nelN: 5<n<21}
5 {r€R: 2% >0};
6. {r€R: 22 -3z +2=0};
7. {2 -3z +2: x € R};
8. {0};
9. {2}, {1, 2}, O
10. {1, 2, {0}, {3, 4}}.

Observagao Os conjuntos 6. e 7. do exemplo anterior, sdo distintos. Enquanto que os
objectos do conjunto 6. sao 1 e 2, os objectos do conjunto 7. sdo, além do 1 e do 2, o 0,...

1.2 Representacao de Conjuntos

Vejamos alguns modos de representar um conjunto X:

1. Representagao em extensao

Este tipo de representacao caracteriza-se pela enumeracao dos elementos do conjunto
X.
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Exemplo 1.2 (a) {1, 3, 5};
(b) {6, 1, 2}.

2. Representagao em compreensao

Este tipo de representacao caracteriza-se por definir o conjunto X através de condigoes.

Exemplo 1.3 (a) {n€IN: 4 <n <13};
() {reQ: 22 -2=0};

(c) {zeR: 22 —-2=0};

(d) {22 -2: z € R}.

Observagao O conjunto (b) ¢ o conjunto vazio e o conjunto (c) é o conjunto {—+/2, /2}.

3. Representacao por Diagrama de Venn

Neste tipo de caracterizacao, os elementos de X ficam no interior de uma linha fechada.

Exemplo 1.4 Consideremos o conjunto X = {1, 2, 3, 4} e o objecto 5. A repre-

sentacdo do conjunto X e dos objectos 1, 2, 3, 4 e 5 em Diagrama de Venn € a
sequinte:

ot

1.3 Subconjuntos

Sejam A e B conjuntos.

Dizemos que A e B sao iguais, e escrevemos A = B, se A e B possuirem os mesmos
elementos:

para qualquer objecto z, * € A <z € B.

Dizemos que A esta contido em B (ou que A é um subconjunto de B), e escrevemos
A C B, se todos os elementos de A forem elementos de B:

para qualquer objecto z, xt € A =z € B.
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Dizemos que A estd estritamente contido em B (ou que A é um subconjunto préprio
de B), e escrevemos A C B, se

ACB e A#B.

Proposigao 1.5 Sejam A, B e C trés conjuntos.
1. A=B se, eséo se, AC B eBCA.

2. ACBeBC(C=— ACC.

Exemplo 1.6 1. A={1, 2}, B={r€R: 22— 32z +2 =0} entio A= B;
2. A=A{1, 2}, C={x € IN: z € divisor de 12} entdo

AcC=A{1, 2, 3,4, 6, 12} ={2, 4, 1, 12, 6, 3};

Observacao A ordem pela qual os elementos surgem num conjunto nao € significativa.

3.

{neN: 2<n<3}={zcR: 2% <0}
={zeQ: 22=2}
= {}.

1.4 Par Ordenado

Sejam x e y dois objectos.
Chamamos par nao ordenado, formado por x e y, ao conjunto {z, y}.

Chamamos par ordenado, formado por z e y, ao conjunto (x, y), definido por

(z, y) = {{z}, {=, y}}.

Dados dois objectos x e y temos {x, y} = {y, =} e, se x = y entado {z, y} é o conjunto
singular {z}.
Por outro lado, a no¢do de par ordenado possui a seguinte propriedade fundamental:



1.5. OPERACOES SOBRE CONJUNTOS 5

Teorema 1.7 Sejam x, y, z et quatro objectos. Entao:

(z, y)=(2,t) <= =zxz=zey=t

Demonstragao A implicagdo <= é evidente.
Demonstremos =>: Por definigao,

(@, 9)=(21) <<= {{z}, {z, y}}={{z} {7 t}}.
Consideremos separadamente dois casos:

1° caso Se =z = vy, entdo {{z}, {z, y}} = {x}, pelo que (z, y) = {{z}}. Porque
{{z}} = {{z}, {7z, t}}, entdao {{z}} = {{z}} = {{z, t}}. Donde, z = x = ¢t. Em

particular, x = z e y = t.

2° caso Se z £ y, porque {{z}, {z, y}} = {{z}, {= £}, entdo {{a}} = {{s}} ¢
{{z, y}} = {{z, t}}. Mas isto implica que x = z e y = ¢. O

Observagao : A nogao de par ordenado generaliza-se de forma natural. Assim, um terno
ordenado (formado pelos objectos z, y e z), (z, y, z) pode ser definido (em termos de

conjuntos) por

(z, y, 2) = (2, (y, 2)) = Ha}, {z, {{y} {y, 23}

Mais geralmente, um n-uplo ordenado (n > 1) (formado pelos objectos x1, xa,...,xy)
(x1, z2,...,xy,) pode ser definido por
(1, Ty .oy xn) = (21, (T2, (covy (Tp-1, Tn)...))).

Esta nocao goza da generalizacao da propriedade fundamental.

1.5 Operacgoes sobre conjuntos

Sejam X e Y dois conjuntos. Chamamos:
1. Uniao dos conjuntos X e Y ao conjunto

XUY ={z: ze XouzeVY};

2. Interseccao dos conjuntos X e Y ao conjunto

XNY={2: zeXezeY};
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3. Complementar (ou diferenga) de Y em X ao conjunto
X\Y={z: zeXez¢gY}

4. Diferencga simétrica dos conjuntos X e Y ao conjunto
XY =(XUuUY)\(XnY),

5. Produto cartesiano (ou produto directo) de X e Y ao conjunto

XxY={(z,y): zeXeyeY};

6. Conjunto das partes de X ( poténcia de X) e denotamos por P(X) ou por 2X a0
conjunto de todos os subconjuntos de X:

P(X)={A: ACX}.

Em termos de diagrama de Venn, temos:

Observagao : Se Y é um subconjunto de X, denotaremos o complementar de ¥ em X,
X\Y, por Y. Assim,

Y={z€eX: 2¢Y}
ou em termos de diagrama de Venn

X

X\Y =Y
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Exemplo 1.8 1. Sejam X = {-5, 2, 10, v/5}, Y ={V/3, 1, 2}.
XUY ={-5, 2, 10, V5, V3, 1};
XNnY ={2};
X\Y ={-5, 10, V5};
X @Y ={-5, 10, V5, V3, 1};
X xY ={(=5 v3), (=5, 1), (-5, 2), (2, V3), (2, 1)), (2, 2),
(10, V3), (10, 1), (10, 2), (vV/5, V3), (V5, 1), (V5, 2)};
PY)={0, {v3}, {1}, {2}, {V3, 1}, {V3, 2}, {1, 2}, {V3, 1, 2}}.
2. Sejam X ={z €R: z>1}, Y ={z€lR: 0 <z <3}
XUY={zreR: 0<uz};
XNnY={zxeR: 1<z<3}
X\Y={zeR: z>3}
XoY={zeR: 0<z<1oux> 3}
3. X =0;
(X) ={0};
(P(X)) = {0, {0}}.

—

P
P

1.6 Propriedades das operacoes sobre conjuntos

Em primeiro lugar vamos descrever algumas propriedades das operacoes uniao e inter-
seccao de conjuntos.

Teorema 1.9 Sejam A, B, C' e X quatro conjuntos. Entdo,

AUpP=A
“>{Am@:@
AUX =X
(2) SeAQX{ ANX — A

L AUA=A
(3) Idempotencm{ ANA—A
AUB=BUA

(4) Comutatividade { ANB=BNA
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(AUB)UC = AU (BU

. . . C)
(5) Associatividade { (ANB)NC =ANn(BNC)

AN(BUC) = (AN B) )

NP UuAnc
(6) Dzstmbutzmdade{ AU(BNC) = (AUB)N(AUC)

Observacao Sejam X1, Xa,..., X, n conjuntos. Tendo em conta que as operacoes U e N

sao associativas, podemos escrever sem ambiguidade

X1 UXoU...UX, (abreviadamente U X;)
i=1

e
n
XiNnXon...NnX, (abreviadamente ﬂ Xi).
i=1
Proposicao 1.10 (Leis distributivas generalizadas) Sejam A, X1, Xo,..., X,, n+1 con-
jJuntos. Entao
n n
An(Jx)=JAnx;
i=1 i=1
e
n n

Demonstragao (da primeira igualdade)
Sejax € AN(U;L, X;). Entao, z € Aex € U, Xi. Logo, z € A eexiste ig € {1,...,n}
tal que z € X;,. Assim sendo, z € ANXj, e, consequentemente, z € [ J; ;(ANX;). Portanto,

n n

AN (U X;) € U(AﬂXi)-
i=1 i=1
Reciprocamente, seja = € |J;_, (AN X;). Entao existe ig € {1,...,n} tal que z € ANX,.
Logo,z € Aex € X, peloquez € Aez € |J;; X;. Consequentemente, z € AN(J;"; X;).

Portanto,
n n

An(Jx) 2 Janxy)

i=1 i=1

e a primeira igualdade da proposicao verifica-se. O

Proposicao 1.11 Sejam X e Y dois conjuntos. Entao,
(1) XCXUY e XNy CX;
(2) XNXUY)=X e XUXNY)=X.

A Proposigao seguinte descreve-nos propriedades do complementar.
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Proposicao 1.12 Sejam X um conjunto e A, B € P(X) (A e B subconjuntos de X ).
Entao,

1) AnA=10 e AUA = X;

(2) Se AN B =0 entdo B C A;

(3) Se AUB = X entdo A C B;

(4)§6AOB 0 e AUB =X entio A= B;

(5) A=

Demonstragao

3)

A XNnA (porque A C X)
(AUB)NA (porque AUB = X)
(ANA)U(BnA) (distributiva)
DU (BNA)
BNA
B.
(4) Porque AN B =0, entdo por (2), B C A. Porque AU B = X, usando (3) temos,
A C B. Portanto, A = B.

(5) Como ANA=0e AUA = X (usando (1)), entdo por (4), concluimos que A=A.0O

N

Teorema 1.13 (Leis de De Morgan) Sejam X, A e B trés conjuntos. Entao,

X\ (AUB)=(X\A4)Nn(X\B)

X\ (ANB) = (X\A)U(X\B).

Demonstragao (da primeira igualdade)

re X\ (AUB) reXexg(AUB)
reXexgAex g B
xeXexdgAe(xeXex¢gB)
zr€(X\A)exe(X\B)
z e (X\A)N(X\B).

tee e

Teorema 1.14 (Leis de De Morgan generalizadas) Sejam X, Ay, As,..., An, n+1 con-

Juntos. Entdao
n n
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Proposigao 1.15 Sejam X, A e B trés conjuntos. Se XNA=XNBeXUA=XUB
entio A = B.

Demonstracao
A = An(XUA)
= AN(XUB) (porque X UA = X UB)
= (ANnX)U(ANnB) (distributiva)
= (XNB)U(ANB) (porque ANX =BNX)
= (XUA)NB (distributiva)
= (XUB)NB (XUA=XUB)
= B.

Proposicao 1.16 Sejam X um conjunto e A, B € P(X). Entdo

(AUB)N B C A.

Demonstragao Vamos demonstrar esta proposicao por trés processos distintos.

1. Utilizando as propriedades das operagoes sobre conjuntos.

(AUB)NB = (ANnB)U(BNB) (distributiva)
= (AnB)upd
= ANBCA.

2. Utilizando a definigao.

Sez € (AUB)N B, entdo x € (AU B) e z € B, o que implica que z € A.

3. Utilizando diagramas de Venn.

X X

AUB

|

Como a interseccao destes dois conjuntos é a parte comum aos dois, temos
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X

(AuUB)NB

1.7 Cardinalidade

Seja X um conjunto finito. Denotamos por | X|, o nimero de elementos de X.

Lema 1.17 Sejam A, B dois conjuntos finitos tais que AN B = () (isto é, A, B sdo
disjuntos). Entao,
|AU B| = |A| + |B].

Demonstragao Usando diagrama de Venn, como A N B = (), entao

pelo que |[AU B| = |A| + | B|. O

Lema 1.18 Sejam A, B dois conjuntos finitos. Entado,

[A\ Bl = |A] = |An BJ.

Demonstragao Porque (A\B)N(ANB)=0e A= (A\ B)U (AN B), entao, pelo Lema
anterior,

|A| =|A\ B|+|ANB|.
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Logo, |A\ B| = |A| — |AN B|. O

Teorema 1.19 Sejam A, B dois conjuntos finitos. Entao,

|JAUB| =|A| + |B| - |An B|.

Demonstracao Uma vez que A\ B, B\ A, AN B sao disjuntos dois a dois e a sua uniao
é AU B, usando os Lemas anteriores,

[AUB| = [(A\B)U[(B\A) U (AN B
= [A\N B[+ |(B\4) U (AN B
= |A\ B|+|B\ Al +|An B
= |A| - |ANB|+|B| - |ANB|+|An B
= |A| +|B| - |AN B|.

O
Corolario 1.20 Sejam A, B e C conjuntos finitos. Entdo,
|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—-|ANB|—|ANC|—|BNnC|+|AnBnNC|.
Demonstragao Usando o Teorema anterior, temos,
|JAUBUC| = |AU(BUCQ)|
=|A|+|BUC|-|AN(BUC)|
=|A|+|B|+|C|—|BNC|=[(ANnB)U(ANC)]
=|A|+|B|+|C|—-|BNC|—-|ANB|—-|ANC|+|ANBNC|.
O

Vejamos uma aplicagao prética:

Exemplo 1.21 Num congresso internacional de fisicos, entre os 100 participantes de na-
cionalidades inglesa, francesa e alema, pelo menos 75 falam inglés, pelo menos 70 falam
francés e pelo menos 65 falam alemao. Quantos sdo, no minimo, os participantes que falam
as trés linguas?

Sejam I, F e A os conjuntos dos participantes que falam respectivamente inglés, francés
e alemao.

Pelo Teorema,

[INF|=|I|+|F|—|IUF|>75+ 70— 100 = 45,
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[INA|=|I|+|A| —|TUA| > 754 65— 100 = 40,
|[FNA|=|F|+|Al—|FUA| > 704 65— 100 = 35.
Entao,
INFNA=|IN(FNA)|=I+|FNAl—|[ITU(FNA)|>T75+35-100 = 10.
Portanto, pelo menos 10 falam as trés linguas.

Em diagrama de Venn, teriamos

I F

A
Al
o

A

No caso de nos dizerem que existe um participante de cada nacionalidade, que fala uni-
camente a sua lingua, teremos

[TUA|, [ITUF|, |[FUA|<99.

Neste caso,
|[INF|>46, [INA|l>41, |FnA|> 36.

Como, 1 s6 fala francés, 1 so fala inglés, 1 s6 fala alemao,
[ITU(FNnA) <98

Consequentemente,
INFNAl>75436—98 =13.

Em diagrama de Venn,
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Relacoes Binarias

2.1 Definicoes e exemplos

Sejam X e Y dois conjuntos. Uma relacao entre X e Y é um subconjunto de X x Y.

No caso de X =Y, a uma relagdo R C X x X entre X e X chamamos relagao (bindria)
sobre X.

Usualmente X2 significa X x X, X3 significa X x X x X (conjunto dos ternos ordenados
de elementos de X), e mais geralmente, X" significa o conjunto dos n-uplos ordenados de

elementos de X.
Assim, chamamos relacido n-aria sobre X a qualquer subconjunto de X™.

Exemplo 2.1 1. Consideremos o conjunto X = {1, 2, 3}. O conjunto
R={(1, 1), (2 3), (3, 2)}
¢ uma relacdo bindria sobre X pois é um subconjunto de X2.
2. Sendo X ={1, 2, 3, 4} e R={(z, y) € X?: x+y <5}, porque
R={(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (4, 1)} C X?

entao R € uma relacdo bindria sobre X.

Notagao Sejam X um conjunto e R uma relacao bindria sobre X. Dado um par (z, y) €
X x X, escrevemos zRy ou (z, y) € R, para designar que (x, y) é um elemento de R. E
escrevemos xRy ou (z, y) ¢ R para designar que (x, y) nao é elemento de R.

14
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Exemplo 2.2 Usando o exemplo 2. de ??, em que X = {1, 2, 3, 4} e R={(x, y) € X?:
x4y <5}, temos que

4R1, 3R4, (1, 1)€R, (2, 4)¢R.

Vejamos alguns modos de representar uma relacgao:
Seja X = {x1,...,x,} um conjunto e R uma relacao bindria sobre X.

(i) Através de matriz de adjacéncias:

A matriz de adjacéncias de R é a matriz A = [a;j]nxn € Mpxn({0, 1}) definida por

s — 1 se(z, zj) €R
YL 0 se (g, xj) € R

Note-se a importancia da indexac@o (“marcagao”) dos elementos de X, para a con-
strucao da matriz A.
(ii) Através de diagrama:

Os elementos de X sao pontos do diagrama e dois pontos deste diagrama x;, ; estao
unidos por uma seta de x; para x; se o par (z;, =;) € R. Esquematicamente teremos,
se (x;, ;) € R

Ti —> I se x; # T
xp se r; = X

Exemplo 2.3 Usando o exemplo 2. de ??, em que X = {1, 2, 3, 4} e R={(z, y) € X?:
x4y <5}, vimos que

R={(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (4, D}

A matriz de adjacéncias de R é

1111
1110
1100
1000

e o diagrama de R é
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2.2 Classificacao das relacoes binarias

Sejam X um conjunto e R uma relagao bindria sobre X. Dizemos que R é uma relagao:
>
P

2. simétrica se xRy implica yRx, para quaisquer z, y € X; r__ Y

1. reflexiva se xRz, para qualquer z € X;

3. anti-simétrica se xRy e yRx implica z = y, para quaisquer z, y € X;

T Yy
4. transitiva se xRy e yRz implica xRz, para quaisquer z, y, z € X. v Y >z
Exercicio Sejam R uma relacdo bindria sobre um conjunto X = {xi, zo,..., z,} e

A € Myuxn({0, 1}) a matriz de adjacéncias de R. A que propriedades sobre a matriz
A correspondem as propriedades definidas, para R, anteriormente?

Exemplo 2.4 Usando o exemplo 2. de 7?7, temos que

R nao € reflexiva pois (3, 3) € R.

R é simétrica pois (1, 2) e Re (2, 1) € R
(1, 3) e Re(3, 1)
(1, )€eRe(4, 1)€R
(2,3)eRe(3,2)€R

logo, nao é anti-simétrica.

R € transitiva.

2.3 Relacoes de equivaléncia

Sejam X um conjunto e R uma relagdo binaria sobre X. R diz-se uma relagao de

equivaléncia se for:

. reflexiva;
. ’ . P2
. simétrica; T Yy
S—7
143 T
. transitiva. x Y Z
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Exemplo 2.5 1. Sejam X ={1, 2, 3} e R={(1, 1), (1, 2), (2, 2), (2, 1), (3, 3)}

Oﬁ/’"’“\p

t~— T

3
O

R € relacao de equivaléncia sobre X.

2. X={1,2 3,4 eR={(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (1, 2), (2, 1), (1, 4), (4, 1)}

G4

g,

G W,

A relagao R € reflexiva, simétrica e ndo transitiva.

3.X={1,2 3 eR={(1, 1), (2, 2), (1, 2), (2, 1)}

R —

R € nao reflexiva, simétrica e transitiva.

4. X=1{1,2 3V eR=1{(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 2)}

G ;0

R € reflexiva, nao simétrica e transitiva.

5. Sejam X um conjunto e A = {(x, =) : x € X}. A € uma relagdo de equivaléncia
sobre X denominada relacao identidade sobre X.
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6. Sejam X um conjunto e Q = {(z, y): =, y € X}. Q € uma relagio de equivaléncia
sobre X denominada relacdo universal sobre X.

7. Consideremos o conjunto dos numeros inteiros Z, n € IN (fizado) e a relagio R
definida por:

aRb se, e 0 se, existe k€ Z tal que a — b = kn.

Entdo R € uma relacdo de equivaléncia sobre Z. Com efeito:

I) Porque a—a =0 = 0xn, entio aRa, para qualquer a € Z. Assim, R € refleziva.

II) Sejam a, b € Z tais que aRb. Entao, existe k € Z tal que a — b = kn. Mas
entao,

b—a=(—k)n.
Como (—k) € Z, entdo bRa e R ¢é simétrica.
III) Sejam a, b, ¢ € Z tais que aRb, bRc. Entao, existem ki € Z, ko € Z tais que
a—b=kmn e b—c=kon.
Consequentemente,
(a—0b)+ (b—c) = kin+ kon.

Donde,
a—c= (ki + ko)n.

Como k1 + ko € Z, entao aRc e R € transitiva.
Esta relacdo de equivaléncia sobre Z € habitualmente designada por relagao de con-

gruéncia modulo n. Se aRb dizemos que a é congruente com b modulo n e denotamos
por a = b(mod n).

2.4 Classes de equivaléncia

Sejam X um conjunto e R uma relacao de equivaléncia sobre X. Seja a € X. Ao
conjunto dos elementos de X que estao relacionados por R com a, que representamos por
[a]r (ou simplesmente por [a], se ndo houver ambiguidade), isto é, a

[alp ={xr € X : zRa},

chamamos classe de equivaléncia de a (médulo R) ou classe de equivaléncia de R deter-
minada por a.

Ao conjunto

X/R={[a]r: a€ X}
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das classes de equivaléncia de R chamamos conjunto quociente de X por R.

Exemplo 2.6 1. Consideremos a relagio de equivaléncia R sobre X = {1, 2, 3} do
exemplo 1. de 77:

G J0

K”‘—\\
~—— T
3

O

Entao, [1]r = {1, 2} = [2]g,

Blr = {3}.
Donde, X/R = {{1, 2}, {3}}.

2. Consideremos a relagao de congruéncia modulo n, com n um inteiro fixado, sobre Z,
(exemplo 7. de ??) isto €, a relagdo definida por

a=blmodn) <= (3keZ) a—b=kn,

para quaisquer a, b € Z.

Para cada a € Z, denotamos por a +nZ o conjunto
a+nZ={a+kn: keZ}.
E fdcil ver que, dados a, b€ Z
a=b(modn) <= be€a+nZ,
pelo que
al|=a+nZ={...,—2n+a, —n+a, a, n+a, 2n+a,...}.
Pode também ser demonstrado que

z)=={[0], [1],..., [n—1]}.

Exercicio

1. Mostre que a relagao ~ definida em Z por
m~n <= |m|=|n|,
para quaisquer m, n € Z, é uma relacao de equivaléncia sobre Z. Verifique que

[m]~ = {—m, m}, para qualquer m € Z.
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2. Seja z € IR. Denotemos por |z| o maior inteiro menor ou igual a z. Por vezes este
niimero é denotado por |z| (exemplos: [0.5] =0, |-1.2] = =2, [V2] =1).

No conjunto IR defina-se a relagdo R da seguinte forma:
Ry <—  [z] =y,

para quaisquer z, y € IR.

Prove que R é uma relacao de equivaléncia sobre R tal que [z] = [n, n + 1] (intervalo
real) com n = |z], para qualquer x € RR.

Proposigao 2.7 Sejam X um conjunto e R uma relagdo de equivaléncia sobre X. Para

quaisquer a, b € X, as sequintes afirmagoes sdo equivalentes:

(1) bRa;

Demonstracao
(1) = (2) Imediata por definigao.
(2) = (3) Admitamos que b € [a]r. Entao, bRa. Tomemos x € [b]r. Entao xRb. Como
R é transitiva,
zRb, bRa = xRa,

donde x € [a|r. Reciprocamente, tomemos x € [a]r. Entao xRa. Como bRa e R é simétrica,
aRb. Usando a transitividade de R,

rzRa, aRb = zRD,
temos que x € [b]g. Provdmos assim que
x € [G]R =T E [b]R,

ou seja, [a]r = [b]r.
(3) = (1) Como bRb entao b € [b]r = [a]r, pelo que b € [a]g, ou seja bRa. O

Teorema 2.8 Sejam X um conjunto e R uma relacdo de equivaléncia sobre X. Temos:

1) Para qualquer x € X, [x]g # 0;

)
2) Para quaisquer x, y € X, [x]r = [y]r ou [x]r N [y]r = 0;
3) X = UxeX[l']R;

)

4) A relagio R fica determinada pelas suas classes de equivaléncia, isto é, se R’ é uma
relagdo de equivaléncia sobre X e X/R = X/R/, entao R = R'.

(
(
(
(
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Demonstragao
(1) Porque zRx = x € [z|r = [z]r # 0.

(2) Sejam z, y € X e suponhamos que [z]r # [y]r.

Se [z]r N [ylr # 0, existia a € [z]gr N [y]r. Entdo, a € [z]g e a € [y]g. Usando a
Proposicao anterior, teriamos [z]r = [a|r = [y]r, contra a hipétese. Logo, [z]rN[y|r =

0.

(3) Imediato tendo em conta que x € [x]gr C X, para qualquer = € X.

(4) Seja R’ outra relagao de equivaléncia sobre X tal que X/R = X/R'. Seja x € X. Por
hipétese, [z]r = [y|r’, para certo y € X. Como z € [z]|g, entdo x € [y|r/, pelo que
usando a Proposicao anterior, [z|gr = [y|g = [x]r/. Assim,

(z, yyeReyclzlpeyce lzlp < (z, y) € R,

para quaisquer z, y € X, donde R = R’. O

Definicao 2.9 Seja X um conjunto. Um conjunto {X; : i € I} de subconjuntos nao vazios
de X diz-se uma particao de X se:

(1) X = Uie] Xi

(2) i #j = X;NX; =0, para quaisquer i, j € I.

Exemplo 2.10 1. Seja X um conjunto. Se A € P(X) € tal que ) C A C X, entdo
{A, A} € uma particio de X.

2. Seja X ={1, 2, 3, 4}. Entao,

{1 {25 8 {40 (L 23, {3, 43 ({1, 3% {2 {43 {1, 2, 3, 4}}

sao particoes de X. Mas,

{5 2}, {31 {1 25 {1 3, 4}

ndao sao particées de X.

Exercicio Determine todas as partigoes de X = {1, 2, 3, 4}.

Teorema 2.11 Seja X um conjunto.

1. Se R é uma relacao de equivaléncia sobre X, entao X/R é uma particio de X .
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2. SeP={X;: i€l} éuma particio de X e R € a relagao definida por:
xRy <— (Jiel) z, y € Xj,
para quaisquer x, y € X, entao:

(i) R € relagdo de equivaléncia sobre X
(ii) P = X/R.

Demonstracgao

1. Tendo em atengao o Teorema anterior, ¢ imediato que se R é uma relagao de equivaléncia
sobre X, entdao X/R é uma particao de X.

2. Seja P ={X, : i € I} uma partigdo de X e R a relacao definida por:
xRy < (Jiel) x, y € X,

para quaisquer z, y € X.

(i) Vejamos que R é uma relacao de equivaléncia sobre X.
I) Seja z € X. Como X = |J
xRx. Portanto, R é reflexiva.

ier Xi, entao existe 7 € I tal que x € X;, donde
IT) A simetria é imediata.
III) Sejam z, y, z € X tais que xRy, yRz. Entao, existem i € [ e j € I tais que
z, y€ X;ey, z€ X;. Como y € X; NXj, entdo X; N X; # 0, pelo que i = j.
Entao z, z € X; e consequentemente zRz. Portanto, R é transitiva.
Logo, R é relagao de equivaléncia.

(ii) Vejamos que P = X/R:
Seja [x]r € X/R. Como x € X, entdo existe ¢ € I tal que = € Xj.
Mostremos que [z]g = X;.
Se y € [z]Rr, entdo xRy. Como {X; : j € I} é uma particao de X e z € Xj,
entao y € X;. Logo, [z]r C X;.
Reciprocamente, se z € X;, entdo zRx e consequentemente, z € [z|r. Portanto,
[z]r = X e [z]g € P. Donde, X/R C P.
Vejamos que P C X/R.
Seja X; € P. Porque X; # 0, seja x € X;. Como ja vimos, [x]g = X;, donde
X; € X/R.
Logo, P C X/R e consequentemente, P = X/R. O

Exemplo 2.12 Sendo X = {1, 2, 3, 4, 5} e P ={{1, 2}, {3, 5}, {4}} wma parti¢ao de
X, entao P determina a relacdo de equivaléncia

R:{(l, 1)7 (27 2)7 (17 2)a (2a 1)7 (3a 3)7 (57 5), (37 5)a (5a 3)7 (47 4)}
sobre X.
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2.5 Relacoes de ordem parcial e relagcoes de ordem total

Sejam X um conjunto e R uma relagdo bindria sobre X. R diz-se uma relagao de
ordem parcial em X (r.o.p.) se for:

. reflexiva;
. anti-simétrica;

. transitiva.

As relagoes de ordem parcial sao usualmente denotadas pelo simbolo <.

Seja < uma r.o.p. sobre X. Dados z, y € X dizemos que x e y sd0 comparaveis se
z<youy<uz.

Uma r.o.p. sobre um conjunto X diz-se uma relagao de ordem total (ou uma ordem
linear) em X se, para quaisquer z, y € X, x e y sdo comparaveis.

Sejam < uma r.o.p. sobre X e x e y € X. Usamos a notagao x < y para significar x < y
ex#y.

Definicao 2.13 Sejam X um conjunto e < uma r.o.p. em X. Dizemos que o par (X, <)
¢ um conjunto parcialmente ordenado (c.p.o.).

Se < for uma ordem linear, dizemos que (X, <) € um conjunto totalmente ordenado
(ou uma cadeia).

Exemplo 2.14 1. Seja < a relagao de ordem usual em IR. Entao (R, <) é uma cadeia.
Também (IN, <), (Z, <), @, <) sao cadeias (para a ordem usual).

2. Seja X um conjunto. A relagio < definida em P(X) por:
A<B <+ ACB

¢ uma relagdo de ordem parcial em P(X), pelo que (P(X), C) é um c.p.o..

Exercicio Mostre que (P(X), C) é uma cadeia se, e sé se, X = ou X € singular
(isto é, X = {x}).

3. Em IN definimos a sequinte relagdo bindria (relagdo de divisibilidade)
alb (a divide b) <= (Jc€IN) ac=b,

para quaisquer a, b € IN. Entao, (IN, |) é um c.p.o..
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Definicao 2.15 Seja (X, <) um c.p.o.. Dados x, y € X dizemos que y cobre x (relati-
vamente a <) se x <y e nao eziste z € X tal que x < z < y.

2.6 Diagrama de Hasse

Sejam X = {x1, x9,..., p} e < umar.o.p. em X. < pode ser representada através de
um diagrama (denominado diagrama de Hasse) construido do seguinte modo:

Os elementos de X sao pontos do diagrama e para quaisquer x, y € X, se y cobre x,
colocamos o ponto que representa y “acima”do ponto que representa x e unimo-los com um

segmento de recta:

Exemplo 2.16 1. Consideremos ({1, 2, 3, 4}, <), em que < € a ordem usual em IN.
Esta cadeia tem o sequinte diagrama de Hasse

49

30

2@

1@

2. Ocpo. ({1, 2,..., 10}, |), em que | € relagdo de divisibilidade, tem a relagdo

<= | = {(17 1)7 (17 2)7 (17 3)7 (17 4)7 (17 5)7 (17 6)7 (17 7)7 (17 8)7 (17 9)7 (17 10)7
(2, 2), (2, 4), (2, 6), (2, 8), (2, 10), (3, 3), (3, 6), (3, 9), (4, 4), (4, 8),
(5, 5), (5, 10), (6, 6), (7, 7), (8, 8), (9, 9), (10, 10)}.

Na relagao | retiramos os pares ordenados do tipo (xz, x) e do tipo (a, b) com a #b e
para os quais existe ¢ tal que a # ¢, b # ¢ e (a, ¢), (¢, b) sao pares de |. Assim sendo,



2.6. DIAGRAMA DE HASSE 25

ficamos com o0s pares ordenados

(1, 2), (1, 3), (1, 5), (1, 7), (2, 4), (2, 6), (2, 10), (3, 6), (3, 9), (4, 8), (5, 10)

pelo que o diagrama de Hasse €

3. O cp.o. (P({1, 2, 3}), Q) possui o sequinte diagrama de Hasse:

{1,2,3}

{2,3}

{1,2}
{3} ‘

{1}

N

0

4. Exercicio Sejam (X1, <1) e (X2, <2) dois c.p.o.’s. Define-se em X1 x Xy a rela¢do
bindria < por

(1, 22) < (y1, ¥2) <= z11y1, 22522
para quaisquer i, y1 € X1, x2, ys € Xa.

Prove que (X1 x Xo, <) é um c.p.o..
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Nas condigoes do exercicio anterior, se X1 = {1, 2}, Xo = {1, 2, 3} e <1, <5 sdo as
ordens usuais, entdo (X1 x Xo, <) possui o sequinte diagrama de Hasse:

(2,1) (1,2)

(1,1)

Defini¢ao 2.17 Sejam (X, <) um c.p.o. eY C X.

1. Chamamos primeiro elemento de Y (ou minimo de Y ) a um elemento a € Y tal
que
a<vy, para qualquery €Y
(este elemento quando existe € 1unico).
2. Chamamos Gltimo elemento de Y (ou mdzimo de Y ) a um elemento b € Y tal que
y <b, para qualquery €Y

(este elemento quando existe € unico).

Exemplo 2.18 Considerando o exemplo 2. de 7?7 em que o c.p.o. € ({1, 2,..., 10}, |),

entdo 1 é o primeiro elemento de X = {1, 2,..., 10} e X ndo tem ultimo elemento.

Se pensarmos em'Y = {1, 2, 5, 10} entdo
1 € o primeiro elemento de Y

10 € o ultimo elemento de Y.

Definicao 2.19 Um c.p.o. (X, <) diz-se um conjunto bem ordenado (e < uma boa
ordem) se qualquer subconjunto ndo vazio de X possui primeiro elemento.

Teorema 2.20 (Axioma da boa ordenacao) O par (IN, <) em que < denota a ordem usual,
€ um conjunto bem ordenado.



Capitulo 3

Principio de Inducao

3.1 Principio de Inducao

Suponhamos que nos pedem para demonstrarmos o resultado

1
1—|—2—|—3+...—|—n:§n(n+1),

para todo o natural n. Noutras palavras, queremos mostrar que a expressao do lado esquerdo
da igualdade é igual a férmula que surge do lado direito da igualdade. O que se faz é o
seguinte:

Por substituicao de n pelo natural 1, concluimos que o resultado é verdadeiro, pois
1 = 1(1)(2). Em seguida, supomos o resultado verdadeiro para um determinado valor de n,
por exemplo para n = k. Ou seja, supomos que

1
L4243+ k= h(k+1).

Usando este facto, podemos simplificar o lado esquerdo da igualdade quando n = k + 1, da
seguinte forma:

14+2434...+(k+1)

14+24+3+...+k+(k+1)
=GR+ 1)+ (k4 1)

= (G +DE+)

- %(k+1)(k+2).

Portanto, se o resultado é verdadeiro para n = k, entdo também é verdadeiro para
n = k + 1. Assim, porque o resultado é verdadeiro para n = 1, também ¢é verdadeiro para
n = 2. Usando o mesmo argumento, como ¢é verdadeiro para n = 2, também o é para n = 3.
Continuando este processo, podemos ver que o resultado é verdadeiro para todo o nimero
natural n.

27
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Esta técnica de demonstragao é conhecida por “Principio de Inducao”’e é utilizada em
indmeros casos. Em primeiro lugar veremos a formulagao mais simples deste principio.

Seja S o subconjunto de IN para o qual o resultado é verdadeiro (o nosso objectivo é
mostrar que S = IN). Primeiro mostramos que 1 € S, e depois mostramos que se k € S
entdo k+1 € S. Através de “muita-terra pouca-terra” (figura) podemos concluir que S = IN.

2¢S
3eS

4€8

18 keS=k+1€S

Felizmente o “muita-terra pouca-terra”’nao é necessario, porque o principio de inducao
é uma consequéncia do Axioma da boa ordenagao.

Muitas vezes, o resultado que pretendemos demonstrar nao é quando o primeiro ele-
mento é o 1, mas outro. Para estes casos o principio de indugao tera de sofrer uma ligeira
modificagao.

Teorema 3.1 (Principio de Indugao) Sejam m € INg = INU{0}, IN,,, ={l{ € Ny : [ > m}

e S um subconjunto de N, tal que:
(i) me S;
(i) ke S=k+1€S8, para qualquer k € IN,,.

Entao, S = IN,,.

Demonstracao Com vista a um absurdo, admitamos que S # IN,,,. Porque S C IN,,,, entao
A =IN,, \ S é um subconjunto nao vazio de IN,,. Atendendo ao Axioma da boa ordenagao,
A possui um primeiro elemento t. Como t € IN,,, entdo ¢ > m. Mas por (i), m € S e como
t ¢S, entao t > m. Consequentemente, t —1 > m, isto é, t —1 € IN,,,. Porque ¢t é o primeiro
elemento de A, t—1 ¢ A, entao t —1 € S. Assim, por (ii), t = (t—1)+1 € S, 0 que é uma
contradicao. Portanto, S = IN,,. O

Na pratica, a “demonstracao por indugao”é mais descritiva. O facto de o resultado ser
verdadeiro para n = m, diz-se a base da indugao, e a afirmacao de que é verdadeiro para
n =k com k > m, diz-se a hipétese de indugao. Quando estes termos sao utilizados, nao
hé necessidade de definir o conjunto S. Vejamos um exemplo.
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Exemplo 3.2 Vamos mostrar que
2n+1 < 2"

para qualquer natural n > 3
Resolugao
(Base da inducdo) O resultado ¢é verdadeiro para n =3 porque 6 +1 =17 < 8 = 23
(Hipdtese de indug¢ao) Suponhamos o resultado verdadeiro para n = k, com k > 3, ou
seja,
2k +1 < 2F.

Entao,
2k+1)+1=(2k+1)+2
<2F42 hipétese de inducgao
< 2F 4 ok

— 2]€+1

Entao o resultado € verdadeiro paran =k -+ 1. Usando o principio de inducdo, podemos
concluir que o resultado € verdadeiro para qualquer natural n > 3.

H&a certos resultados que para serem demonstrados, necessitam de uma hipdtese de
indugao mais alargada. Sao os casos em que a hipdtese de inducao é alterada para “o
resultado é verdadeiro para todo o n < k”em vez de “o resultado é verdadeiro para n = k”.
Esta nova hipdtese de inducao, da origem ao segundo principio de inducao.

Teorema 3.3 (Segundo principio de Indugao) Sejam m € INg = INU {0}, IN,,, = {l €
INo : 1 >m} e S um subconjunto de N, tal que:

(i) me S;
(i) (Vt e {m,....k}, t€S)=k+1¢€S, para qualquer k € IN,,.
Entao, S = IN,,.

Demonstracao Consequéncia imediata do Teorema anterior. O

Exemplo 3.4 Consideremos a sucessao (an)n>0 definida por

ag =1
al =2
an  =4ap_1 —4a,_2

Vamos mostrar, usando o sequndo principio de indugdo, que a, = 2", para qualquer n € INg.
Seja
S:{nE|N02 an:2"}.

Temos que:
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(i) ap =1=2° Pelo que, 0 € S.

(ii) Seja k € S e admitamos que para todo o t tal que 0 < t < k, se tem a; = 2¢ (podemos
supor que k > 1, porque para k = 1 temos a; = 2 = 2%, ou seja, 1 € S). Queremos
provar que k+1 € S. Como k > 1, entdo a = 2F e ap_1 = 281, Assim sendo,

agy1 = 4ap — dag_q

= 4.2F — 4.9k1
— 2k+2 - 2k+1
— 2k+1(2 o 1)
— 2k+1'

Pelo que k+1 € S. Usando o sequndo principio de inducdo, temos que S = INp.

Por dltimo, vejamos uma aplicagao do principio de indugao ao que temos vindo a estudar.

Teorema 3.5 Seja X um conjunto com n elementos (n € INg). Entao,

P(X)| =2

Demonstragcao Vamos fazer a demonstragao por inducdo no numero de elementos do
conjunto X.

(Base da inducao) O resultado ¢ verdadeiro quando |X| = 0 porque se | X| = 0 entao,
X =0eP(X)={0}. Assim sendo,

P(X) =1=2"= 2

(Hipétese de indugao) Suponhamos o resultado verdadeiro para qualquer conjunto X tal

que | X| =k ek >0, ou seja,
P(X)| = 2.
Entao, seja Y um conjunto com k + 1 elementos e seja x € Y. Assim, porque
PY)=PY \{zh)u{zZzu{z}: ZePY \{z})},
PY\{z})n{ZU{z}: ZePY \{z})} =0

PV \{z})] = {ZUu{z}: 2P \{z})}],
podemos afirmar que
P =[PV \{z})|+ {ZU{z}: ZeP¥ \{z})}
= ok 4 ok hipétese de indugao
_ ok+1

Donde, o resultado é verdadeiro para qualquer conjunto com k + 1 elementos. Usando o
principio de indugao, podemos concluir que o resultado é verdadeiro para qualquer conjunto
com n elementos. O
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Aplicacoes

4.1 Definicoes e Exemplos

Sejam X e Y dois conjuntos. Uma aplicagao (ou fungao) de X em Y é uma relagdo R
de X em Y (isto é, R C X xY) tal que, para qualquer z € X, existe um e um s6 y € Y tal
que (z,y) € R, simbolicamente

vee X 3FyeY: (z,9) €R.
Habitualmente as aplicagoes sdo denotadas pelas letras f, g, h,....
Se f é uma aplicagao de X em Y escrevemos
f: X—Y

e, para cada z € X, denotamos por f(x) o unico elemento de Y tal que (z,y) € f. Este
elemento é designado por imagem de z (por f).

Dada uma aplicacao f: X — Y chamamos:
1. conjunto de partida (de f) a X;
2. conjunto de chegada (de f) a Y;

3. imagem de f (ou contradominio de f) ao conjunto das imagens por f de todos os
elementos z € X:

Imf={f(x): xeX}={yeY: JxeX, y=f(v)}.

Exemplo 4.1 1. Sejam X ={1, 2, 3} eY ={1, 2, 3, 4}. Entao:

(a) R =1{(1,2), (2,3), (3,4), (1,4)} € uma relagio de X em Y, mas nao é uma
aplicacdo de X em Y.

31
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X Y

R '1
1 >.2
2 >3
3 \4

(b) R=1{(2,3), (3,4)} ¢ uma relagio de X em Y, mas ndo é uma aplicagao de X
emY.

>3
>4

(c) R={(1,1), (2,3), (3,3)} € uma aplicagao de X emY .

2. Sejam X =Y =IR. Entao:

(a) R = {(z,y) € RxR: x = y?} é uma relacio de R em IR, mas nio é uma
aplicacao de R em IR.
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(b) R={(z,y) € RxR: z? =y} é uma aplicacio de R em R.

a!

Definicao 4.2 Sejam f: X — Y wma aplicacio, A C X e B CY. Designa-se por:

1. imagem de A (por f) ao conjunto
f(A)={f(z): =€ A}
2. imagem reciproca (ou pré-imagem) de B (por f) ao conjunto

fYB)={zxeX: f(x)e B}.

O conjunto f~1(B) também é denotado por f~(B) e o conjunto f(A) por f~(A).

Se B = {y}, denotamos também f~1(B) por f~1(y) ou f~(y).

33



34 CAPITULO 4. APLICACOES

Observagao Seja X = {z1, z2,..., on} um conjunto.
Entao, uma aplicagdo f: X — Y pode ser representada da seguinte forma:

f= (i;l) f(xjg) fgc;n)> '

Exemplo 4.3 Sejam X = {1, 2, 3, 4, 5}, f: X — X a aplicagdio f = (

12345>
A=A{1, 2, 3} e B={1, 2, 3}. Entao,

22433

1. Im f ={2, 3, 4}
2. f(A) =12, 4}
3. f7YB)=1{1, 2, 4, 5}.
Observe-se que f(f~4(B)) ={2, 3} C B.

4.2 Classificagao de aplicagoes

Seja f: X — Y uma aplicacao. Dizemos que:
1. f é injectiva (ou uma injeccao) se
Va, be X, f(a)=f(b)=a=1b
(equivalentemente, se
Va, be X, a#b= f(a) # f(b));
2. f é sobrejectiva (ou uma sobrejeccao) se
f(X)=Y

isto é, se
VyeY Jze X: y= f(z);
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3. f é bijectiva (ou uma bijecgao) se for simultaneamente injectiva e sobrejectiva, isto
é, se
YweY IzeX: y=f(z).

Exemplo 4.4 1. A aplicagao f: X — X do exemplo anterior, f = <; ; i ;l g)v

nao € injectiva nem sobrejectiva.
2. A aplicagao f: IN — IN definida por f(n) =n+1 para qualquer n € IN € injectiva e
nao € sobrejectiva.

3. Sejam X ={1, 2, 3, 4}, Y ={1, 2} e f = (1 f ; ;1> uma aplicacdo de X em Y.

X Y
f
1
2 ——]
3 —

f € sobrejectiva e ndo € injectiva.

4. Sejam X ={1, 2, 3}, Y ={1, 2, 3, 4} e f = <} ; i) uma aplicagdo de X em Y.

f € injectiva e ndo € sobrejectiva.
5. Seja X um conjunto qualquer e f: X — X a aplicagao definida por f(x) =z, para
qualquer x € X. Entdo, f € injectiva e sobrejectiva, donde f é bijectiva.

Esta aplicagdo designa-se por aplicacdo identidade de X e denota-se por 1x ou idx

ou Ix.
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Observacao Sejam X e Y conjuntos e f: X — Y uma aplicagdo. Afirmar que

Ve, ye X, =y = f(z) = f(y)

é o mesmo que dizer que f é uma aplicagao. Nao confundir com o conceito de injectividade!!!

4.3 Composicao de aplicacoes

Sejam f: X — Y eg: Y — Z duas aplicagoes. A aplicagao composta de g com
f € a aplicacao gof : X — Z definida por

(gof)(z) = g(f(z)), para qualquer z € X.

gof
{ ! g v
X Y - 7
T | > f(a) >g(f(z)) = (gof)(x)

Observacgao Sejam f: X — Y eg: Y — Z duas aplicagoes.
1. A composta fog estd definida se, e s6 se, Z = X;

2. Se Z = X (as aplicagbes fog e gof estao definidas) nao temos necessariamente fog =
gof.
Se X #Y ,entao gof : X — X e fog: Y — Y pelo que fog # gof.

Mas mesmo quando X =Y, podemos ter fog # gof.

Exemplo 4.5 Sejam X = {1, 2, 3}, f = (é f 3), g = <;) ? ;) duas aplicagoes
de X em X. Entao,

oo (320) 4 (122) oo

Proposigao 4.6 Sejam f: X — Y, g: Y — Zeh: Z — W trés aplicagoes. Entao
estao definidas as aplicagoes (hog)of e ho(gof) de X em W, tendo-se

(hog)of = ho(gof).

Demonstracao Exercicio. O
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Teorema 4.7 Sejam f: X — Y eg: Y — Z duas aplicagdes. Entdo:
1. Se f e g sao injectivas, entdo gof € injectiva;
2. Se f e g sdo sobrejectivas, entdo gof € sobrejectiva;

3. Se f e g sdo bijectivas, entdo gof € bijectiva;.

Demonstragao

1. Suponhamos que f e g sdo injectivas. Sejam =z, y € X tais que (gof)(z) = (gof)(y).
Entao, g(f(x)) = g(f(y)). Como g é injectiva, entao f(x) = f(y). Como f é injectiva,
entao x = y. Logo, gof é injectiva.

2. Suponhamos que f e g sao sobrejectivas. Seja z € Z. Como g é sobrejectiva, entao
existe y € Y tal que g(y) = z. Como f é sobrejectiva, entao existe x € X tal que

f(z) = y. Logo,
z=g(y) = g9(f(x)) = gof(x).

Portanto, gof é sobrejectiva.

3. Consequéncia imediata de 1. e 2. O

4.4 Aplicacoes invertiveis

Dizemos que uma aplicacao f : X — Y é invertivel se existir uma aplicacado g: Y —
X tal que
gof =1idx e fog =idy.

Proposicao 4.8 Seja f: X — Y uma aplicagao invertivel. Entao, existe uma e uma so

aplicacao g : 'Y — X tal que

gof =1idx e fog =idy.
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Demonstracao A existéncia é garantida por definicdo. Suponhamos que g: Y — X e
h: Y — X sao duas aplicagoes tais que

gof =idx = hof e fog =idy = foh.

Entao, g = goidy = go(foh) = (gof)oh = idxoh = h. O
Definicao 4.9 Seja f : X — Y wma aplicacdo invertivel. Designamos por aplicagao
inversa de f, e denotamo-la por f~', a unica aplicacdo f~': Y — X tal que

flof =idx e fof~t =idy.

Observagao E evidente que, se f: X — Y é uma aplicacdo invertivel, entdo a sua
inversa f~!': Y — X é também invertivel, tendo-se (f~1)~! = f.

Proposicao 4.10 Sejam f: X — Y eg: Y — Z duas aplicagoes invertiveis. Entdo,
a aplicacdo gof : X — Z ¢ invertivel, tendo-se

(gof)™t = f"tog™".

Demonstracao Porque f~': Y — X eg™': Z — Y, entdo estd definida a composicio
f~log=!'. A demonstracio fica concluida se provarmos que

(ftog H)o(gof) = idx

(]
(gof)o(f tog™) = idy.
Ora,
(ftog™Ho(gof) = flo(g  og)of = floidyof = f~lof = idx,
(§]

(gof)o(ftog™') = go(fof ')og™! = goidxog™' = gog™' = idy.

Teorema 4.11 Uma aplicacdo f: X — Y € invertivel se, e s6 se, € bijectiva.

Demonstracao Suponhamos que f é invertivel, isto é, existe f~!1: Y — X tal que
flof =idx e fof~t =idy.

Vejamos primeiro que f é sobrejectiva. Seja y € Y. Porque y = (fof 1) (y) = f(f ' (y)) e
f~Yy) € X, podemos concluir que

YyeY 3JzxeX: y=f(x),
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ou seja, f é sobrejectiva.
Demonstremos agora que f é injectiva. Sejam a, b € X tais que f(a) = f(b). Entao,

a=(f"lof)(a) = fH(f(a)) = fTH(f(0)) = (f'of)(b) =b.

Donde,
Va, be X, f(a)= f(b) =a=0b,

isto é, f é injectiva. Logo, f ¢é bijectiva.
Reciprocamente, admitamos que f é bijectiva. Entéao,
vyeY Fa,eX:y=flz,).

Definamos a aplicagdo g : ¥ — X tal que g(y) = zy, para qualquer y € Y.

Ora, para y € Y, (fog)(y) = f(g9(y)) = f(xy)
para x € X, temos

y, donde fog = idy. Por outro lado,

(gof)(x) = g(f(2)) = Tf@) = ,

donde, gof = idx. Logo, f é invertivel. O



Capitulo 5

Algoritmo da Divisao

5.1 Algoritmo da Divisao

O algoritmo da divisao é mais uma consequéncia do Axioma da boa ordenagao.

Teorema 5.1 (Algoritmo da divisao) Sejam n, m € Z tais que m # 0. Entdo, existem

dois Unicos inteiros q e r tais que

n=mq+r, com0<r<]|m|

Demonstracao Demonstremos em 1° lugar, o Teorema quando m > 0. Seja
S={n—mzx: ze€Z, n—mx >0} CINog.

E claro que S # () (Se n > 0, entdo n—m(0) € S. Sen < 0, entdo n—mn = (—n)(m—1) > 0,
pelo que n —mn € S). Pelo Axioma da boa ordenagao (estendido a INg), S possui primeiro
elemento r. Seja q € Z tal que n — mq = r e, portanto, tal que

n=mgq-+r.

Ora, r > 0, visto que r € S, donde, para provar a existéncia, falta apenas mostrar que
r < m. Com vista a um absurdo, suponhamos que r > m. Entao,

n—m(g+1)=n—mg—m=r—m>0,
pelo que n —m(g+ 1) € S. Mas, como m > 0, entao
n—m(g+1)=n—mg—m<n—mqg=r,

o que contraria a escolha de r como primeiro elemento de S. Logo, n = mg + r, com
0<r<m.

40
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Vejamos agora a unicidade. Suponhamos que q1, g2, 71 € ro sdo inteiros tais que

n=mqy +ry, com 0 < r; < |m)|

n = mgqa + 12, com 0 < 79 < |m|.
Entao, mq; + r1 = mqs + 732, ou seja,
m(q1 — g2) =12 — 11

mas como, 0 <7y <me0 <ry <m,entao —m < ro —r1 < m, pelo que ro —r; = 0, visto
ro — 11 ser um miltiplo de m. Assim, r1 = r9 e, consequentemente, g1 = ¢o.

Se m < 0, entao —m > 0, pelo que atendendo ao que foi demonstrado, existem dois
inteiros, Unicos g e r tais que

n=(-m)g+r com0<r<—m.
Entao, n = m(—¢q) +r com 0 < r < |m| e o Teorema verifica-se. O

Nota: Com a notagdo do Teorema, os inteiros ¢ e r designam-se quociente e resto,
respectivamente, da divisao de n por m.

O algoritmo da divisao justifica a representacao usual dos inteiros. Seja t > 2 um inteiro.
Sendo x um inteiro positivo, através do algoritmo da divisao temos:

T =1tqyg+1rg,com 0 <1ryg <t

g =1tq1 +ri,com0<r <t

Qk—2 = tqg—1 + Tk—1, com 0 < rpq <1
Qu—1 = tqr + 1, com 0 < rp < {t.
O processo termina quando ¢ = 0. Eliminando os quocientes ¢;, obtemos
T = rktk + Tk_ltk_l + ...+ rit+ 1.

Desta forma, x esta representado (com respeito a base t) pela sequéncia dos restos e escreve-
se, x = (rgprg—1...7170)t. Convencionalmente ¢t = 10 é a base dos cdlculos e omitimos o valor

10, assim estamos familiarizados com a notacao,
1456 = 1 x 10° +4 x 10* + 5 x 10 + 6.

A base t = 2 é muito utilizada nas calculadoras.
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Exemplo 5.2 Vamos escrever 245 na base 2.
Dividindo sucessivamente por 2, obtemos

245 =2x1224+1

122 =2 x6140

61=2x30+1

30=2x15+0
155=2x7+1
T=2x3+1
3=2x1+1
1=2x0+1.

Entao,
(245)10 = (11110101)s.

5.2 Maximo divisor comum

Uma das aplicagoes do algoritmo da divisao é o algoritmo de Euclides.

Sejam a, b € Z. Escrevemos a|b para denotar que a divide b, isto é, existe ¢ € Z tal que
ac = b.

Se a|b também se diz que a é um divisor de b, ou ainda que b é um miltiplo de a.

Observagao : A relagao | ¢ uma relagao de ordem parcial em IN, isto é, (IN, |) é um c.p.o.,
mas nao o é em Z, pois 1 # —1 e 1| — 1 e —1|1 (ndo é anti-simétrica).

Teorema 5.3 Dados dois inteiros nao nulos a e b, existe um unico nimero natural d (des-
ignado mdzimo divisor comum de a e b) tal que:

(i) dla e d|b;
(ii) se c € Z € tal que cla e c|b entdo c|d.
Demonstragao Algoritmo de Euclides
Porque b # 0, pelo algoritmo da divisao, existem inteiros q;, r1 tais que

a=bqy +r1, com 0 < ry < |b].
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Se r1 = 0, entao d = b verifica as condigoes (i) e (ii) do Teorema.
Se r1 > 0, aplicando novamente o algoritmo da divisao, encontramos inteiros go, 19 tais
que

b=r1q2 + 72, com 0 < 19 < 7y.

Se r9 = 0, entdo d = r; verifica as condigdes (i) e (ii) do Teorema. Com efeito, temos
que r1|b e a =bqr +r1 = rigaq1 +r1 = r1(g2q1 + 1), pelo que também r;|a. Por outro lado,
seja ¢ € Z tal que cla e c|b. Sejam o, V' € Z tais que a = ca’ e b = cb/. Entao,

r=a—bg =ca —cbtq =cld —Vq),

pelo que ¢|ry.
Se r9 > 0, aplicando uma vez mais o algoritmo da divis@o, encontramos inteiros gs, 73
tais que

1 =712q3 + 13, com 0 < 73 < ro.

Assim, procedendo deste modo, podemos encontrar sucessivamente inteiros g; e r; tais
que

Ti—g = 1i_1¢; + 15, com 0 <71y < 7riq

até ao primeiro k£ € INg tal que ri1 = 0, isto é,
a =bg +ri, com 0 < r; <|b

b=1r1qo+ 12, com 0 <1y <1
r1 =712q3 + 13, com 0 < 7r3 <719

r9 =13q4 + T4, com 0 <1y <713

Tg—2 = Tg—1qk + Tk, com 0 < 7y < 11

Tk—1 = TkQk+1, com 741 = 0.

Nestas condigdes, d = ry, verifica as condigoes (i) e (ii) do Teorema. Logo, a existéncia
estd demonstrada.

Vejamos a unicidade . Suponhamos que d e d’ sdo dois naturais que verificam as condigoes
(i) e (ii) do Teorema. Por (i), dla e d|b, pelo que, como d' verifica (i) e (ii), por (ii), d|d'.
Por outro lado, por (i), d'|a e d'|b, pelo que, como d verifica (i) e (ii), por (ii), d’|d. Mas se
d e d' sao naturais e d|d’ e d'|d, entao d = d'. 0

Notagao Dados dois nimeros inteiros nao nulos a e b, denotamos por mdc{a, b} o seu

maximo divisor comum.
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Exemplo 5.4 Vamos calcular mde{32060, 31652}, usando o algoritmo de Euclides:

32060 = 31652 x 1 4408

31652 = 408 x 77 4 236
408 = 236 x 14+ 172
236 =172 x1+64
172 =64 x1+44
64 =44 x1+20
44 =20x2+4
20=4x540.

Assim, mdc{32060, 31652} = 4.

Teorema 5.5 (Igualdade de Bézout) Dados dois nimeros inteiros nao nulos a e b,
existem numeros inteiros m e n (designados coeficientes da igualdade de Bézout) tais
que

mdc{a, b} = am + bn.
Demonstragao Seja d = mdc{a, b}. pelo algoritmo de Euclides, temos

a="bq +ry, com 0 <r;<|b

b=r1qg2+ 72, com 0 < ro <1y
r1 =roq3 + 13, com 0 < rg3 < ro

r9 =713q4 + T4, com 0 <74 <713

Theo = Th—1qr +d, com 0 < d =1, <rg_q,

para certo k € INg. Entao,

d ="k 2~ Tk-1Gk (*)
e, mais geralmente, para i € {1,...,k},
Ty =Ti—2 — Ti-14; €]

(tomando 19 = b, r_1 = a). Assim, partindo de (*) e substituindo sucessivamente cada r;
usando (**), obtemos d como combinagao linear de a e b. O
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Exemplo 5.6 Vamos calcular os coeficientes da igualdade de Bézout para os inteiros do
exemplo anterior, 4 = mdc{32060, 31652} :

4=44-21x2
=44 — (64 —44) x 2 =44 x 3 — 64 x 2
= (172-64%x2) x3—-64x2=172x3 —64 x 5
=172 x3— (236 — 172) x 5 =172 x 8 — 236 x 5
— (408 — 236) x 8 — 236 x 5 = 408 x 8 — 236 x 13
= 408 x 8 — (31652 — 408 x 77) x 13 = 408 x 909 — 31652 x 13
= (32060 — 31652) x 909 — 31652 x 13
= 32060 x 909 — 31652 x 912,

pelo que
4 = 32060 x 909 + 31652 x (—912).

5.3 Minimo multiplo comum

Depois do maximo divisor comum surge, naturalmente, o minimo muiltiplo comum.
Este valor ndo é mais do que consequéncia do Axioma da boa ordenacio e do Algoritmo da

divisao.

Teorema 5.7 Dados dois inteiros nao nulos a e b, existe um tunico natural m (designado

minimo multiplo comum de a e b) tal que:
(i) alm e blm,

(ii) se c € Z € tal que alc e blc entdo m|c.

Demonstracao Consideremos o conjunto
S={x€IN: a|z e b|z}.

Ora S # ) (por exemplo |ab| € S), pelo que, pelo Axioma da boa ordenagao, S tem primeiro
elemento m. Por defini¢do, m satisfaz a condi¢do (i) do Teorema. Vejamos que também
satisfaz (ii). Seja ¢ € Z tal que alc e blc. Pelo algoritmo da divisdo, existem inteiros q e r
tais que

c=mq+r, com0<r<m.

Uma vez que alc e alm, entdo a|r. Por razoes andlogas, b|r. Logo, se r > 0, terfamos
r €S er <m, o que contraria a escolha de m. Portanto, r = 0 e consequentemente m|c. A
prova da unicidade é deixada como exercicio. O
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Notagao Dados dois inteiros nao nulos a e b, denotamos por mmc{a, b} o seu minimo
multiplo comum.

Proposigao 5.8 Dados dois inteiros nao nulos a e b, entao

B |lab]
mmc{a, b} = mdcla, B}
Demonstragao Como a|— d‘c?l;[ 7 Ga dl‘zi 7= |a1%) e b|%, verifica-se (i) do

Teorema. Mas mmc{a, b} verifica (ii) do Teorema, portanto

ab
mmc{a, medc‘{a‘,b}'
Entao existe r € Z tal que
mdc|f{LZ‘,b} = mmc{a, b}r.

Mas,

ol = ™ mdefa, by
e

= "2 e, o)
ou seja,

(mdc{a, b}r)la e (mdc{a, b}r)lb.

Pelo Teorema ??, (mdc{a, b}r)imdc{a, b}. Donde, r = 1 e mmc{a, b} = %. O

Exemplo 5.9 Vamos calcular mmc{32060, 31652}.
Como mdc{32060, 31652} = 4, entdo mmc{32060, 31652} = 32000x31652

5.4 Teorema Fundamental da Aritmética

Um ndmero inteiro p diz-se um nimero primo se, p > 1 e p apenas possui como divisores
positivos 1 e p.

Lema 5.10 Sejam a, b e ¢ € Z tais que a, b# 0, albc e mdc{a, b} = 1. Entao alc.
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Demonstracao Atendendo a igualdade de Bézout, existem inteiros m e n tais que

1 =am+ bn.
Como albc, entao albne. Mas, alame, entao a|(amc + bnc), ou seja, alc. O
Lema 5.11 Seja p um ndmero primo e sejam ai, az,..., an € Z (com n € IN) tais que
plajas...an. Entao pla;, para algum i € {1,...,n}.

Demonstragao Por indugao em n. Para n = 1 é imediato. Admitamos entao o resultado
para n — 1, para certo n > 1. Sejam a1, ag,..., a, € Z tais que plajasy...ay,.
Se plajaz...an—1, por hipétese de indugao, pla;, para algum i € {1,...,n — 1}.

Se pfajaz . ..an—_1, entdo como p é um nimero primo,
mdc{p, a1as...apn—1} =1,

pelo Lema anterior, p|ay,. O

Teorema 5.12 (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo o nimero inteiro maior
do que 1 pode ser escrito como um produto de nimeros primos. Além disso, uma tal decom-
posicdo € unica, isto €, duas decomposicdes apenas diferem na ordem pela qual os primos
sao escritos.

Demonstracao Seja S o conjunto dos niimeros inteiros maiores do que 1, que nao podem
ser escritos como um produto de numeros primos. Provar a primeira parte do Teorema é
0 mesmo que provar que S é vazio. Admitamos que S # (). Entao, pelo Axioma da boa
ordenacao, S tem um primeiro elemento n. Uma vez que S nao possui nimeros primos,
entdo n nao é primo, donde n = nine, para certos ni, no € IN tais que 1 < ny, no < n.
atendendo ao facto de n ser o primeiro elemento de S, ny, ne € .S, donde n; e ny podem ser
escritos como um produto de niimeros primos e consequentemente, 0 mesmo acontece com
n, o que é uma contradicao. Portanto, S = 0.

A unicidade da decomposigao fica como exercicio. (Sugestao: use o Lema anterior.) O

Observagao Por reordenacao dos factores de uma decomposicao em numeros primos, um
inteiro n > 1 pode ser escrito na forma

71,72 Tk

n=py Py Py, com p; < pg < ...< Dpg,

em que pi, p2,..., Pk sao ndmeros primos e k, ri, ..., r; € IN (unicamente determinados
por n). Uma decomposicao deste tipo é designada por forma standard de n.
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Exemplo 5.13 1. Vejamos qual a forma standard de 350.

350|2
175|5
35(5
7|7

1

pelo que 350 = 2 x 52 x 7.

2. Vejamos que se m e n forem dois naturais maiores ou iguais a 2, entdo m? # 2n>.

Atendendo ao Teorema fundamental da aritmética,
m=2"h e n=2
em que h e g sao produtos de nimeros primos maiores que 2 e x, y € INg. Entao,
m? = 92p? ¢ 9p2 = o%Flg2

ou seja, 02 em m? estd elevado a wma poténcia par, enquanto que em 2n? estd elevado
a uma poténcia impar. Portanto, m? # 2n?.

3. Sen > 2 ndo é um numero primo, entdo existe um nimero primo p tal que pln e
p* <n.

Suponhamos que para todo o mimero primo p tal que pn, p* > n. Como n ndo é
primo,
n = pip2h,

com pi, ps numeros primos. Entao,

n? = pipsh? > nn = n?

o0 que é impossivel. Entdo, existe um niimero primo p tal que p|n e p* < n.
4. Vejamos que 79 € um primo.
Se 79 nao fosse primo, pelo exemplo anterior, existiria um primo p tal que p|79 e

p? < 79. Ora como 9% = 81, entdo p < 7. Mas, 79 ndo é divisivel por 2, nem por 3,
nem por b, nem por 7. Donde, 79 € primo.
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Inteiros modulo n

6.1 Algebra em Z,

Uma das mais familiares particoes de Z é em niimeros pares e ntimeros impares. Esta
particao corresponde a seguinte relagdo de equivaléncia R: dados a, b € Z,

aRb se, esése, 2|(a—0).

A relagao anterior, ndo é mais do que um caso particular das relacées de equivaléncia
que estuddmos em 2.4. Seja n € IN, em 2.4 definimos a relagdo R (relagdo de congruéncia
médulo n) sobre o conjunto Z, tal que, dados a, b € Z,

aRb se,esbse, nl(a—Db).

Demonstramos que R é uma relacao de equivaléncia sobre Z e dissemos que, sendo a, b € Z
tais que aRb, dirfamos que a é congruente com b médulo n e escreveriamos a = b(mod n).
Vimos ainda, que se a € Z, a classe (de congruéncia) médulo n de a é o conjunto

lal,={..., a—2n, a—n, a, a+n, a+2n,...}.

por exemplo, para n = 4, temos quatro classes distintas:

Ols={..., =8, —4, 0, 4, 8,...},
Ma={.., =7, =3, 1,5 9,...},
[2la=1{..., =6, =2, 2, 6, 10,...},
Bla={..., =5, =1, 3, 7, 11,...}.

Definigao 6.1 O conjunto quociente Z/R, em que R é a relagao de congruéncia mddulo
n, € designado por conjunto dos numeros inteiros modulo n e denotado por Z,,.

Observagao Dado a € Z, nao havendo perigo de ambiguidade, denotaremos a classe
médulo n de a, [a],, simplesmente por [a].

49
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Teorema 6.2 Seja n € IN. Entdo cada inteiro € congruente modulo n precisamente com
um dos inteiros 0, 1, 2,..., n— 1.

Demonstracao Seja a € Z. Pelo algoritmo da divisao existem q e r € Z tais que a = ng—+r
com 0 < r < n. Entao, a —r = ng, ou seja,
a = r(mod n).

Assim, a é congruente modulo n a um dos inteiros 0, 1, 2,..., n — 1.

Vejamos que este inteiro r é tnico. Suponhamos que a = s(mod n) com 0 < s < n.
Entao, existe t € Z tal que a — s = nt, isto é a = nt + s com 0 < s < n. Pela unicidade de
r no algoritmo da divisao, s = r. O

Exemplo 6.3 Seja n = 13. O inteiro —15 € congruente maodulo 13 com 9, pois —15 =
13 % (—2) 4+ 9. Donde [—15]13 = [9]13.
O inteiro 25 é congruente modulo 13 com 12, pois 25 =13 x 1 4 12.

Teorema 6.4 O conjunto Z,, dos inteiros modulo n tem precisamente n elementos,

Z, ={[0], [1],..., [n—1]}.

Teorema 6.5 Sejam a, b, ¢, d € Z tais que
a=b(modn) e c=d(modn).
Entao,

a+c=b+d(modn) e ac=bd(modn).

Demonstracao Exercicio.

Este resultado permite-nos definir sem ambiguidade as operacgbes & e ® sobre Z,
seguintes:
Para quaisquer a, b € Z,
[a], @ [b], = [a + b,

[a]n, & [b],, = [ab]y.

Teorema 6.6 Sejam z, y, z € Z,, e sejam 0 =[0],, e 1 = [1],. Entado:

l.z2dy=y®x;
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2. (z@yY) Dz=a® (yd2);

3. 200=ux;

4. Eziste ' € Z,, tal que v ® 2’ = x;
9. TRY=YRQx;

6. (zRY)Rz=120 (Y :2);

7. 201 =ux;

8. 10 (ydz2)=(20y)®(zQ® 2);

Demonstracao Exercicio.

6.2 Congruéncias Lineares

Chamamos congruéncia linear a uma expressao da forma
ax = b(mod n)

em que n € IN, a, b € Z (constantes) e x é uma varidvel inteira.

Uma solucao da congruéncia linear
ax = b(mod n)

¢ um inteiro « tal que aa = b(mod n).

Teorema 6.7 Sejam a, b€ Z en € IN. Se o € Z é uma solugdo da congruéncia linear
ar = b(mod n),

entao qualquer (3 € [a), € também uma solugao.

Demonstragao Porque aa = b(mod n) e f = a(mod n), entao existem u, v € Z tais que
adc—b=un e [—a=ovn.
Assim,

af —b = a(a+vn) — (aa — un)
= ax — avn — ao + un

= (av +u)n
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e portanto af = b(mod n). O
Observacao Seja n € IN e definamos
Z,=10,1,..., n—1}.

Uma vez que Z,, = {[0]n, [1]n,-.., [n—1]n}, 0 Teorema anterior diz-nos que uma congruéncia
linear do tipo az = b(mod n) fica completamente resolvida quando determinarmos as suas
solucoes em Z,,.

Exemplo 6.8 1. Consideremos a congruéncia linear

2z = 1(mod 4).
Como, 2 x 0= 0(mod 4), 2 x 1=2(mod 4),
2 x 2=0(mod 4), 2 x 3 =2(mod 4),

a congruéncia linear nao possui solugoes em Zy = {0, 1, 2, 3}. Portanto, nao possui
quaisquer solugoes (em Z ).

2. Determinemos as solugoes da congruéncia linear

2z = 1(mod 5).
Como, 2 x 0= 0(mod 5), 2 x1=2(mod 5),
2 x 2 =4(mod 5), 2 x 3 =1(mod 5),

2 x 4 = 3(mod 5),

x =3 € a (Unica) solugdo da congruéncia linear em Zs = {0, 1, 2, 3, 4}. As solugies
(em Z) sao pois todos os elementos do conjunto

Bl ={..., =12, -7, =2, 3, 8, 13,...}.

3. Consideremos a congruéncia linear

4x = 4(mod 8)
e determinemos as suas solucoes.
Como, 4 x 0= 0(mod 8), 4 x 1 =4(mod 8),
4 x 2= 0(mod 8), 4 x 3 =4(mod 8),
4 x4 =0(mod 8), 4 x5 =4(mod 8),
4 x 6 = 0(mod 8), 4 x 7=4(mod 8),

1, 3, 5 e 7 sdo solugdes da congruéncia linear em Zg. Assim, o conjunto de todas as
solugoes (em Z) da congruéncia linear é

[1]s U [3]s U [5]s U [7]s.
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Teorema 6.9 Sejam a, b€ Z, n € N e d =mdc{a, n}. Entdao, a congruéncia linear
azx = b(mod n)

tem solugoes se, e sd se, d|b e, neste caso, possui exactamente d solug¢oes em Zy,.

Demonstragao = Seja a uma solucdo da congruéncia linear. Entao,
ac = b(mod n),

pelo que existe r € Z tal que
ac — b =rn.

Como d|a e d|n, entao d|rn, pelo que
d|(ace — rn),

isto é, d|b.
< Suponhamos que d|b. Seja k € Z tal que dk = b. Atendendo a igualdade de Bézout,
existem u, v € Z tais que

d = au + nv.

Entao,
b= kd = k(au + nv) = kau + knv,
donde
a(ku) — b= (—kv)n
e, portanto,

a(ku) = b(mod n)
ou seja, ku é uma solucao da congruéncia linear.

Admitamos que a congruéncia linear possui pelo menos uma solugao «. Vamos provar que
o numero de solucdes em Z,, é precisamente d, ou seja, equivalentemente, que a congruéncia
linear possui exactamente d solugdes em Z nao congruentes médulo n duas a duas.

Sejam m € IN tal que n = dm e

S={a+Im: leZ}.

Comecemos por mostrar que S é o conjunto das solugoes da congruéncia linear. Sejam
a, r, u, v € Z tais que

aac — b =rn, a=dd, d = au + nv.
Seja | € Z. Entao,

ala+1Im) —b=aa+alm—1>
= rn+ld'dm

= (r+1a)n,
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pelo que a + Im é uma solugao da congruéncia linear.
Reciprocamente, seja § uma solucao da congruéncia linear. Entao, existe s € Z tal que
af — b= sn. Assim,

df — da = (au + nv)f — (au + nv)a
= auf + nvf — aua — nva
= snu + bu + nvlG — rnu — bu — nva
= snu + nvf — rnu — nva
= (su+vf3 —ru—va)n
= ((su+vB8 —ru —va)d)m,
pelo que, 8 — a = (su+ vf3 — ru — va)m, ou seja,
B =a+ (su+vs—ru—va)meS.
Provamos entao que
S={a+Im: le”Z}
¢é o conjunto das solugoes da congruéncia linear.
Sejam p, | € Z e consideremos
pr = a+pm , B2 =+ Im.

Vejamos quando é que temos 1 = B2(mod n). Ora, B1 = [a(mod n) se, e s6 se, existe t € Z
tal que 81 — Bs = tn.

Porque, #1 — o = a+pm —a —Ilm = (p — )m, vem 1 = [(a(mod n) se, e sé se,
(p—UDm = (1 — P2 =tn =tdm, com t € Z. Portanto, 51 = B2(mod n) se, e s6 se d|(p — ).
Mas isto permite-nos concluir que S possui exactamente d elementos nao congruentes médulo
n, por exemplo,

a, a+m, a+2m,..., a+ (d—1)m.

a

Observagao Sejam n € IN e a, b € Z tais que d = mdc{a, n} também divide b. Entao,
atendendo ao Teorema anterior, a congruéncia linear

azx = b(mod n)

possui exactamente d solucoes nao congruentes médulo n duas a duas, em particular, possui
exactamente d solugoes em Z,. Como determina-las?

Sejam u, v € Z tais que d = au + nv. Sejam

sl
- d

Entao, pela demonstracao do Teorema anterior,

e”Z.

c”Z e m =

aul 3

a, a+m, a+2m,..., a+(d—1)m
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sao d solugoes nao congruentes médulo n de ax = b(mod n).

Note-se que estas d solugcoes podem nao pertencer todas a Z,,, mas atendendo aos Teo-
remas anteriores, podemos determinar d solugoes em Z,,.

Exemplo 6.10 1. Determinemos em Zi5 todas as solucdes da congruéncia linear
13z = 1(mod 15).
Comecemos por calcular, pelo algoritmo de Euclides, d = mdc{13, 15}:

15 =13x1+2,

13=2x6+1,

2=2x1,
donde d = 1. Como d|1 (neste caso, b = 1), entao a congruéncia linear possui uma
unica solucdo em Zis.
Como,

1=13-2x6=13—-(15—-13) x6
= 13 x 7+ 15 x (—6),

=7 € Zi5 € a unica solugao de 13x = 1(mod 15)

temos que uw = 7. Assim, a = 1%7

em Z15.
2. Consideremos a congruéncia linear

224x = 154(mod 385)

e determinemos todas as solucoes em Zsgs.

Como, d = mdc{224, 385} = 7 e 7 é um divisor de b = 154(= 7 x 22), entao
224x = 154(mod 385) possui exactamente 7 solugoes em Zsgs. Por outro lado,

7 =224 x (—12) + 385 x 7,

pelo que u = —12. Assim,

,_ 154 x (<12)

o = —264,

154(mod 385). Mas, o & Zsss. Como, pelo Teorema, os

€ uma solucao de 224x
inteiros do tipo

ap = o + km, comkcZ
(em que neste caso, m = % = 55), sao solugoes de 224x = 154(mod 385), vamos

determinar o menor oy, tal que 0 < oy, < 385. Mas isto significa determinar o menor

inteiro nao negativo « tal que

—264 = a(mod 55).
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porque, —264 = 55 x (=5) + 11, entao, o = 11. Assim,
11, 66, 121, 176, 231, 286, 341

sao as sete solugoes de 224x = 154(mod 385) em Zsgs.

Proposigao 6.11 Sejan € IN e sejam a, a', b, b’ € Z tais que

a = a'(mod n) e b= b'(mod n).
Entao, as congruéncias lineares

azx = b(mod n) e a'z = b (mod n)

possuem exactamente as mesmas solugoes.

Demonstragao Exercicio.

Observacao O resultado anterior permite-nos concluir que, para estudar todas as con-
gruéncias lineares do tipo ax = b(mod n), n € IN e a, b € Z, basta estudar aquelas com
a, be Z,.

Proposicao 6.12 Seja x € Z e sejam m, n € IN. Entao,

Demonstracao Exercicio.

Corolario 6.13 Sejam m, n € IN e sejam a, a/, b, b/ € Z. Seja a uma solug¢ao (comum)
das congruéncias lineares

ax = b(mod m) e a'z =V (mod n).

Entao, qualquer 8 € [&]mn € ainda uma solu¢ao de ambas as congruéncias lineares.

Lema 6.14 Sejam m, n € IN tais que 1 = mdc{m, n} e sejam b, b/ € Z. Entao as
congruéncias lineares

x = b(mod m) e x =V (mod n)

tém uma e uma s6 solucao em Zpyy,.
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Demonstracao Sejam u, v € Z tais que
1 =mu+ nv.

Entao bnv + b'mu é uma solugao do sistema de congruéncias lineares

1% Shmn

isto é, é uma solucao comum a ambas as congruéncias.
Vejamos a unicidade. Seja a uma outra solugdo comum. Provemos que a = (bnv +
b'mu)(mod mn). Por hipdtese, existem r, s € Z tais que « — b = mr, a« — b’ = ns. Como,

a—bnv —bmu = a+ (mr —a)nv + (ns — a)mu
= o+ mnrv— anv + mnsu — amu
= a— a(nv +mu) + (rv+ su)mn

= (rv + su)mn.

entdo, temos a = (bnv + b'mu)(mod mn). O

Teorema 6.15 Seja n € IN tais que 1 = mde{m, n} e sejam a, o', b, ¥ € Z. Se as
congruéncias lineares

ax = b(mod m) e a'z =V (mod n)

tém ambas solucoes entdo existe uma solucdo comum em Zy,y,.

Demonstragao Sejam «, o’ solugoes de
ax = b(mod m) e a'z =V (mod n),

respectivamente. Atendendo ao Lema anterior, o sistema de congruéncias lineares

{ r = a(mod m)

x = d'(modn)

possuf uma unica solu¢ao 3 € Z,,,. Portanto, como § € [a],, e B € [¢/], entdo § é ainda
uma solucao de

azr = b(mod m) e de a'z =V (mod n),

como pretendido. O

Exemplo 6.16 Determinemos em Zog uma solugao comum as congruéncias lineares

4x = 12(mod 5) e 3x = 6(mod 4).
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Pela Proposicao, porque
12 = 2(mod 5) e 6 = 2(mod 4)

entdo as solugoes de 4x = 12(mod 5) e de 4x = 2(mod 5) sao as mesmas e as solugoes de
3z = 6(mod 4) e de 3x = 2(mod 4) sao as mesmas.

Uma solugao de 4z = 2(mod 5) é o = 3 e uma solugao de 3z = 2(mod 4) é o/ = 2.

Pela demonstracao do Teorema, teremos de calcular a unica solucdo, em Zsg, comum as
congruéncias

x = 3(mod 5) e x = 2(mod 4).
Como, pela igualdade de Bézout, temos
1=5x1+4x(-1)
entao
B=2x5x1+3x4x(—-1)=-2

€ a solucao comum.

Entao, porque —2 = 18(mod 20), 18 € a unica solu¢do comum, em Zyy e também é
solucdo das congruéncias iniciais.



Capitulo 7

Relacoes de Recorréncia

7.1 Definicao e exemplos

Consideremos as seguintes instrugoes para gerar os termos de uma sucessao:
(1) O primeiro termo é 5;
(2) Dado um termo, o termo seguinte obtém-se adicionando-lhe 3.

Obtemos a sucessao
5, 8, 11, 14, 17,...

Se denotarmos a sucessao anterior por
ap, a1, a2, ag,...

as instrugoes (1) e (2) anteriores podem ser reescritas da seguinte forma:
(1"Yyap =5
(2" ap = ap—1+3,n>1.
A equagao dada em (2') é um exemplo de uma relagao de recorréncia.

Definicao 7.1 Uma relagao de recorréncia para a sucessao ag, ai,... € uma expressao
que relaciona cada termo a, (a partir de certa ordem p) com alguns dos seus predecessores

ap, a1;..., Gp—1.

As condicoes iniciais sao valores que sdo explicitamente dados para um numero finito

(p— 1) de termos da sucessao.

Exemplo 7.2 1. Na sucessdo anteriormente referida:

5,8, 11, 14, 17,...

59
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as condi¢oes iniciais sao:

e a relagdo de recorréncia é:

ap = ap-1+ 3, n > 1.

2. Na sucessao de Fibonacci:
1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,...

as condi¢oes iniciais sao:

e a relagdo de recorréncia é:

ap = Qp—1 + Ap—2, n > 2.

3. Uma pessoa investe 2000 euros e tem um juro fizo de 14% ao ano. Seja a, a quantia
de que dispde ao fim do n-ésimo ano.

Vamos determinar a relagdo de recorréncia e as condi¢des iniciais para esta sucessao:
ap, ai, a2, ag,....

Condigao inicial: ag = 2000

Relacdo de recorréncia: ap = ap_1+0.14 X ap_1, n > 1

ou seja,

anp =114 X ap_1, n > 1.

7.2 “Resolver”uma relacao de recorréncia

“Resolver”uma relagao de recorréncia, sujeita a certas condigoes iniciais, é determinar
uma “expressao explicita” para o termo geral da sucessao.

Exemplo 7.3 1. Considere a sucessao ag, ai,... definida pela relagdo de recorréncia
ap = Gp_1 + 3, n > 1.

com a condi¢do inicial

CLO:2.
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Como,

ap = Gp-1+3
= (an72+3)+3:an72+2><3
= (ap-3+3)+2x3=ap-3+3x3

=(ap-+3)+(k—1)x3=a,_r+kx3

:a1+(n—1)x3:(a0+3)+(n—1)x3:ao+nx3
=243 X n,

temos que ap, = 2+3 xn, paran > 0. (Exercicio: prove formalmente esta igualdade,
usando o principio de indug¢ao).

2. Vamos resolver a relacao de recorréncia
ap = 20,1
sujeita a condicdo inicial ag = 1. Temos
_ _ _ 92 _ 92 _
Ap =2 X Ap1 =2 X2X Op_9=2"XAp_o=2"X2Xap_3=
__ 93 _ _ ok _ __on __on
=2"Xap3=...=2"Xap_=...=2" Xayg=2".

Entao, a, = 2", para n > 0. (Exercicio: prove formalmente esta igualdade, usando
o principio de indugdo.)

7.3 Relagoes de recorréncia lineares homogéneas de grau k

Uma relagao de recorréncia linear homogénea de grau k (k£ > 1) com coeficientes
constantes é uma, expressao da forma

Gp = ClGp—1 + C20p—2 + ... + CLOp—k,

com cq, ..., constantes (reais) e ¢ # 0.

Exemplo 7.4 1. A relagdo de recorréncia
Gp = Ap—1 + Gp—2

utilizada na definicao da sucessao de Fibonacci, € uma relagdo de recorréncia linear
homogénea de grau 2 com coeficientes constantes.
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[\V)

. A expressdo
ap = 2ap1

€ uma relagcao de recorréncia linear homogénea de grau 1 com coeficientes constantes.

3. A relacao de recorréncia
ap = 3Ap—10n—2

nao € linear.

4. A relacao de recorréncia
ap = ap-1+3

nao € homogénea.

5. A relacao de recorréncia

an = 3na,_1

nao tem coeficientes constantes.

Observagao Uma relagao de recorréncia linear homogénea de grau 1 com coeficientes
constantes ¢ uma expressao da forma

Gp = CAn—1,

com ¢ uma constante (real) nao nula. E facil concluir que podemos resolver esta relacao de
recorréncia sujeita a condigao inicial ag = a (constante), obtendo-se

an, = a.c”, n > 0.

(Exercicio: prove formalmente esta igualdade, usando o principio de indugao.)

7.4 Relacgoes de recorréncia lineares homogéneas de grau 2

Sejam

Ap = C1Ap—1 + C2Gp—2 + ... + CxQp_j

uma relagdo de recorréncia linear homogénea de grau k (c1,..., ¢ constantes reais) e
S0, S1, S2,... uma sucessao, (abreviadamente escrevemos S ou (s ),>0 para designar esta
sucessdo) dizemos que a sucessao Sp, S1, S2, ... satisfaz a relagado de recorréncia se

Sp = C18p—1 +C28pn—2 + ...+ CxSp—_k-

Exemplo 7.5 Considere a relagao de recorréncia

ap = Gp_1 + 3.
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(i) A sucessao S tal que sg, S1, S2,... sGo respectivamente
2, 5, 8, 11,...

satisfaz esta relacdo de recorréncia pois

Sp = Sp—1+3 (n>1).
(ii) A sucessdo T tal que to, ti, ta,... sdo respectivamente
2, 6, 10, 14,...

nao satisfaz a relagao de recorréncia pois

2+4:6:t1:t0—|—4§£t0—|—3:2+3:5.

Lema 7.6 Seja

Qp = C10p—1 + C20n—2

63

(c1, c2 € R e cy # 0) uma relagao de recorréncia linear homogénea de grau 2 com coeficientes

constantes. Sejam S, T duas sucessoes que satisfazem a relagdo de recorréncia e sejam b e

d duas constantes reais. Entao a sucessao
U=5bS+dT

também satisfaz a relagdo de recorréncia.

Demonstracao Como S e T satisfazem a relagao de recorréncia, entao

Sp = C1Sp—1 + C25p—2 (n>2)

tn = c1lp—1 + cotn—2 (n>2).
Uma vez que u, = bs,, +dt, (n >0), entdao para n > 2,
Up = b(c18p—1 + c28p—2) +d(c1tn—1 + catn_2)
= c1(bsp—1 + dtn—1) + co(bsp—2 + dty—2)

= ClUp—1 + C2UR—2.

Pelo que U satisfaz a relacao de recorréncia.

Lema 7.7 Seja

Qp = C10p—1 + C20n—2

(c1, c2 € R e co # 0) uma relagao de recorréncia linear homogénea de grau 2 com coeficientes

constantes. Seja r uma raiz da equagdo

$2—01$—62:0.

Entdo, a sucessdo (r"),>o satisfaz a rela¢do de recorréncia.
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2

Demonstracao Por hipétese, r é raiz de 22 — c12 — ¢a = 0, pelo que 12 — ¢17 — ¢ = 0, ou

seja, 12 = 17 + co. Entao,
" e =" (e ) = P22 = (n>2),
como pretendido. O

Teorema 7.8 Seja

Ap = C1Gp—1 + C2Gn—2

(c1, c2 € R ecy # 0) uma relagao de recorréncia linear homogénea de grau 2 com coeficientes

constantes tal que a equacdo

m2—01x—02:0

admite duas raizes distintas r1 e ro. Seja (an)n>0 a sucessao definida pela rela¢do de
recorréncia sujeita as condigoes iniciais

ag = Co , a1 = Cq.
Entao, existem constantes (reais) b e d tais que
an =br} +dry, n > 0.
Demonstracao Pelo Lema anterior, as sucessoes S = (r{)n>0 € T = (14)p>0 satisfazem a
relagao de recorréncia. Assim, para quaisquer constantes b e d, a sucessao
bS +dT = U = (u")nz0 ()

satisfaz a relagao de recorréncia. Necessitamos determinar constantes b e d por forma que
U também satisfaca as condigoes iniciais, ou seja, tais que

UO:CO s ulzcl.

Ora, a partir de (*), temos u, = br{’ 4+ dry, para n > 0, pelo que (considerando n = 0 e
=1,

UuQ :b+d
w1 = bry + drs.

Donde, falta-nos resolver o sistema de equacgoes lineares

bri +dro  =Cy,

nas incognitas b e d, cuja matriz simples é

M:[l 1]
1 T2

Como det M = rire # 0, entao o sistema é possivel e determinado. Portanto, provamos

{ b+d =Cy

a existéncia de constantes b e d tais que a sucessao U também satisfaz as condicoes iniciais.
Log07 U= (an)nZO- U
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Exemplo 7.9 1. Vamos resolver a relacao de recorréncia
ap = dap—1 — 6an_2
sujeita as condigoes iniciais
ag =17 ) a1 = 16.
Comecemos por considerar a equagao
22 —5x4+6=0,
cujas raizes sio x =2 e x = 3. Atendendo ao Teorema anterior, temos
a, = b2" +d3", n>0
para certas constantes b e d tais que

b+d =ap=1"17
2b4+3d =a; =16,

ou seja (resolvendo o sistema),
{ b =5
d =2.
Logo, ap, =5 x 2" 4+ 2 x 3", para n > 0.
2. Consideremos a relacdo de recorréncia
ap = 30,1 — 2ap_9
sujeita as condigcoes iniciais
ap = 200 : a; = 220.
Comecemos por analisar a equagao
2?2 —3x+2=0,
cujas raizes (distintas) séo x =1 e x = 2. Pelo Teorema anterior, temos
anp =b+d2", n>0

para certas constantes b e d tais que

b+d =ag=200
b+2d =a; =220,

ou seja (resolvendo o sistema),

b =180
d =20.

Logo, a, = 180 4+ 20 x 2", para n > 0.
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Teorema 7.10 Seja
an = Clap—1 + C2ap—2

(c1, c2 € R e cy # 0) uma relagao de recorréncia linear homogénea de grau 2 com coeficientes
constantes tal que a equacdo
2% — cix—cog =0
admite uma raiz dupla r. Seja (an)n>0 a sucessdo definida pela relagdo de recorréncia sujeita
as condicoes iniciais
apg = Co s a; = Cl.

Entao, existem constantes (reais) b e d tais que

an = br'" + dnr™, n > 0.

Demonstracao Atendendo ao Lema anterior, S = (r"),>0 satisfaz a relagao de recorréncia.

2

Como r é raiz dupla da equacao x* — cijx — ca = 0, entao

(x—7)* =2 — 12 — ¢,

isto é,
22— 2rx +1r? :a:2—clx—02,
pelo que ¢; = 2r e ¢y = —12.
Porque a relacao de recorréncia é de grau 2, entao ¢y # 0, donde r # 0.

Por outro lado,
a(n—1)r""the(n—2)r""2 = 2r(n—1)r""1 —r?2(n—2)r""? =" (2(n—1)— (n—2)) = nr",
pelo que T' = (nr"),>o satisfaz a relagdo de recorréncia. Entao, a sucessao
bS +dT = U = (un)n>0 (%)

ainda satisfaz a relacao de recorréncia, para quaisquer constantes b e d.
Resta-nos determinar b e d por forma que U também satisfaca as condigoes iniciais, ou
seja, tais que
ug = Co , u; = Cy.

Ora, a partir de (*), temos u, = br"™ + dnr™, para n > 0, pelo que (considerando n = 0 e
n=1),

() =b
w1 =Dbr-+dr.

Assim, temos de resolver o sistema de equacdes lineares

b =Cp
br+dr =Cy,

nas incégnitas b e d, o que é equivalente a
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b =0y
d = Cl—rco’

T

portanto, possivel e determinado.

Exemplo 7.11 Vamos resolver a relagao de recorréncia
Ay = 4a,_1 — 4a,_o
sujeita as condig¢oes iniciais
ag=1 , a; = 1.
Comecemos por considerar a equacdo
2 —4dr+4= 0,
a qual possui x = 2 como raiz dupla. Atendendo ao Teorema anterior, temos
an, = b2" + dn2", n>0
para certas constantes b e d tais que
{ b =qp=1
2b6+2d =a; =1,

ou seja (resolvendo o sistema),

Logo, a, = 2" — % Xxnx2®=2"—n2" paran > 0.
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Capitulo 8

Introducao ao estudo dos Grafos

8.1 Alguns problemas classicos

A teoria dos grafos teve a sua origem no estudo de problemas que podemos chamar de
“recreativos”. Vejamos alguns destes problemas.

Problema das Pontes de Konigsberg

Na cidade de Konigsberg, antiga capital da Prussia Oriental, o rio Pregel circundava

uma ilha e separava-a em duas vertentes:

TERRA (
LHA ( ILHA (

\%Eﬂﬁ'ﬂ”

TERRA (D)

No século XVIII existiam sete pontes ligando diversas regioes da cidade e conta-se que,
nos seus passeios, os habitantes se divertiam a tentar encontrar um percurso que lhes per-
mitisse atravessar cada uma das pontes uma, e uma sé vez, voltando ou nao ao ponto de
partida. Dado as suas tentativas resultarem ifrutiferas, alguns comecaram a acreditar que

tal percurso nao existia.

Refira-se que para a resolugao deste problema podemos construir o seguinte diagrama:

68
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em que os “arcos’a, b, ¢, d, e, f, g representam as sete pontes e os “vértices” A, B, C, D
representam as quatro regioes da cidade que tem interesse considerar.

Em 1736 o matematico suico Leonhard Euler escreve um artigo, considerado o primeiro

artigo de teoria de grafos, no qual demonstra a inexisténcia de um percurso nas condi¢oes
anteriormente descritas.

Segundo refere L. Saalschiitz, em 1875 foi construida uma nova ponte h, ligando as zonas

representadas por B e C, apds o que se tornou possivel efectuar um percurso nas condigoes
referidas. Nomeadamente,

D B A B C D A C A
f a b h g e C d

Problemas do mesmo tipo do anterior sao aqueles em que se pretende desenhar certas
figuras, como por exemplo:

sem levantar o lapis do papel e nao passando sobre um “arco”ja desenhado.

Para tais problemas serd dada uma resposta completa no capitulo com o titulo de Grafos
Eulerianos.

Problema do Percurso do Cavalo num Tabuleiro de Xadrez
Este problema, tratado por Euler (1759) e Vandermonde (1771) consistia no estudo da

existéncia de uma sequéncia de movimentos que permitisse a um “cavalo” percorrer, através
de movimentos obedecendo as regras usuais de movimentagao no jogo de xadrez, as 8 x 8
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“casas”do tabuleiro uma, e uma sé, vez regressando a posicao de partida.

Observe-se que num tabuleiro de xadrez o niimero de “casas”brancas é igual ao nimero
de “casas’pretas e que um cavalo através de um tunico movimento licito passa de uma
”casa” para outra de cor distinta.

Tal como anteriormente, o problema pode ser estudado considerando um diagrama com
8 X 8 = 64 “vértices”, cada um representando um quadrado do tabuleiro e estando dois
vértices ligados por um “arco’se, e sé se, o cavalo puder mover-se entre as respectivas

posicoes, através de um tnico movimento licito.

Refira-se que este problema é distinto do anterior. Anteriormente pretendia-se que cada
“arco”fosse “percorrido” uma, e uma sé, vez. Aqui pretende-se que cada “vértice”seja “visi-
tado”uma, e uma sé, vez. Para concretizar este objectivo pode nao ser necessario percorrer
todos os “arcos”.

No ambito deste problema, em 1857, Hamilton apresenta na Associagdo Britanica de
Dublin um “jogo” que, entre outras versoes, tinha uma que envolvia um dodecaedro regular.

Os seus 20 “vértices”representavam 20 cidades importantes e os seus “arcos” representavam
ligacoes entre cidades. Pretendia-se determinar um percurso que permitisse visitar todas as
cidades uma, e uma sé, vez e regressar a cidade de partida.

Uma solugao para este problema é o percurso

a, bv ¢ da €, m, l> ka ja i? hv 9, f7 q, T, S, tv u, n, p, a.

O problema complicava-se quando se pretendia determinar um percurso nas condigoes
anteriores, mas que iniciasse com o trajecto

a, b, g, h, i.

Este problema conhecido por “Viagem a volta do mundo”é do mesmo tipo do “Percurso
do cavalo num tabuleiro de xadrez”. Ambos constituem motivacao para o estudo que efec-
tuaremos no capitulo dos Grafos Hamiltonianos, terminologia que nao esta completamente
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justificada uma vez que, antes de Hamilton, Vandermonde e Kirkman se tinham debrugado
sobre este assunto.

Em 1936, exactamente 200 anos apds o artigo de Euler sobre as pontes de Konigsberg,
é publicado o primeiro livro sobre teoria de grafos da autoria de D. Konig. Konig é o
primeiro a propor chamar “grafos”’aos diagramas referidos bem como a estudar de forma
sistematica as suas propriddades. Desde essa altura os trabalhos nesta area multiplicam-se,
destacando-se os nomes de C. Berge, Ore, Erdos, Tutte e F. Harary.

Actualmente, os grafos sao utilizados nas mais diversas areas. Neste curso ja utilizdmos
estes diagramas quando representamos geometricamente as relagoes binarias e quando de-
senhamos diagramas de Hasse.

8.2 Definicoes elementares

O nosso estudo vai centrar-se em duas espécies de grafos:
- Grafos orientados
- Grafos nao orientados.

Comecaremos pelos grafos orientados.

Definigao 8.1 Chamamos grafo orientado, G, a um par (X, U) em que:

(i) X € um conjunto finito, nao vazio e

(ii) U é um subconjunto do produto cartesiano X x X.

Cada elemento de X diz-se um vértice de G e o cardinal de X, |X]|, designa-se por
ordem de G.

Os elementos de U dizem-se os arcos de G e o seu cardinal é designado por tamanho
de G.

No que respeita a notagoes utilizamos, em geral:

- as letras n e m, com indices se tal se revelar necessario, para designar, respectivamente,
ordens e tamanhos de grafos;

- as letras x, y, z, eventualmente com indices, para designar vértices de grafos;

- as letras u, v, w, também com ou sem indices, para representar arcos de grafos.
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Sejau = (z;, x;) € U. Diz-se que u é um arco de z; para z;, sendo x; o vértice/extremidade
inicial de u e x; o vértice/extremidade final de u. Diz-se, ainda, que x; e z; s@o os vértices
terminais ou as extremidades de u ou que u ¢ incidente nos vértices z; e x;.

Um arco da forma (x;, z;) diz-se um lago.

’

E usual representar geometricamente um grafo, no plano, fazendo corresponder a cada
vértice um ponto, de tal forma que a vértices distintos correspondam pontos distintos, e
fazendo corresponder a cada arco um segmento de recta ou, mais geralmente, uma curva
continua que nao se intersecte a si propria, unindo os dois pontos representativos dos seus
vértices terminais e nao passando por nenhum outro ponto representativo de um vértice.
Arcos com iguais extremidades, como (x;, x;) e (z;, ;), com i # j, sdo representados por
curvas nao coincidentes e sobre cada curva representativa de um arco é desenhada uma seta
“apontando”no sentido do ponto representativo do vértice final.

Exemplo 8.2 Uma representacao possivel para o grafo G = (X,U), em que

X ={x1, x2, x3, x4, x5}

U= {(331’ x2)7 (‘Tla $4), (x5v xﬁ)v (336’ fL‘5), (‘Tla xl)v (SU3, $2)},

€ a sequinte:
1

Z6
T4 2

3 L5

Num grafo orientado G = (X, U) dois vértices distintos z; e z; dizem-se adjacentes
se existir, pelo menos, um arco neles incidentes, isto é, z; e x;, com ¢ # j, sao vértices
adjacentes se (z;, xj) € U ou (xj, x;) € U. Considera-se que um vértice z; é adjacente a si
préprio se, e s6 se, (x;, x;) € U.

Dois arcos distintos dizem-se adjacentes se tém, pelo menos, uma extremidade comum.

Considera-se que um arco u é adjacente a si proprio se, e s6 se, u ¢ um lago.

Num grafo orientado G' = (X, U) designa-se por sucessor (respectivamente, predeces-
sor) de um vértice = todo o vértice que seja extremidade final (respectivamente, inicial) de
um arco cuja extremidade inicial (respectivamente, final) seja . O conjunto dos sucessores
e o conjunto dos predecessores de x serao designados, respectivamente, por:

I(z)={yeX: (z, y) cU}
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P (@) ={yeX: (y, v) eU}
Designaremos por I'(x) o conjunto dos vértices adjacentes a x.

Num grafo orientado tem-se

[(z) =TT (x) Ul (z).
SeI't(z) =0 e I'"(z) # 0 diz-se que = é um pogo.
Se 't (x)
Se I'(x) = 0 diz-se que x é um vértice isolado.

# 0 e T~ (z) = 0 diz-se que x é uma fonte.

Exemplo 8.3 Usando o exemplo anterior, no qual, G = (X,U) com

X: {xlu xr2, I3, T4, .’1}'5}

U=A{(z1, z2), (z1, z4), (w5, w6), (T6, T5), (x3, z3), (v3, 2)},

temos:

1 € T9 sao vértices adjacentes.
Os arcos (x1, x2) e (x3, x2) sao adjacentes.
It (z1) = {x2, 24}
[(z3) = {x2, x3}.
x1 € uma fonte.

T4 € um poco.

O grafo nao tem vértices isolados.

De entre os grafos orientados, existe uma classe muito importante, os grafos orientados
sem lagos que se designam por digrafos.

Conforme veremos posteriormente, pode suceder que no estudo de certas propriedades
dos grafos conhecer a “orientacao”dos arcos, ou mais correctamente, distinguir o arco
(xi, xj) do arco (xj, x;), com i # j, nao se revele importante.
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Definicao 8.4 Dizemos que G = (X, U) é um grafo nao orientado ou, ainda, que
G = (X, U) é um grafo simples se:

(i) X € um congunto finito, nao vazio e
(ii) U € um subconjunto de

XX ={{r, y}: =, ye X, z#y}.

Certas nogoes anteriormente dadas nao tém agora significado. E o caso das nogoes de
extremidade inicial e extremidade final de um arco, de laco, de sucessor e de predecessor de
um vértice, de poco e de fonte. As restantes tém uma adaptacao que julgamos ser evidente.

A representacao geométrica dos grafos simples obedece aos mesmos principios que a dos
grafos orientados, nao figurando apenas a seta representativa da orientagao.

Dado um grafo orientado G = (X, U) consideremos o grafo simples G' = (X, U’)
que se obtém, eliminando os lagos em U e seguidamente substituindo cada par ordenado
(xi, xj) € U pelo conjunto {z, y}. G’ diz-se, entdo, o grafo subjacente a G.

Exemplo 8.5 O grafo subjacente ao grafo orientado descrito no exemplo 7?7

1
L6
T4 2
3 Zs
€ o grafo simples
Z1
T6
Ty 2
3 T5

Seja G = (X, U) um grafo simples e consideremos um grafo orientado G’ = (X, U’) em
que U’ se obteve de U substituindo cada arco {x;, ;} ou por (z;, x;) ou por (x;, x;), sendo
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a disjuncao uma disjuncao exclusiva. Se U é nado vazio, podemos associar a G mais do que
um grafo orientado, cada um dos quais se diz um grafo resultante da orientacao de G.

Exemplo 8.6 Usando o grafo simples que obtivemos no exemplo anterior,

g}
T
x4§12 /
3 x5

Um grafo resultante da orientacdo deste serd:

1
6
fl»‘4/>‘2 /
3 x5

Um outro grafo resultante da orientacdo do grafo simples inicial serd:

x1
T6
5104/>‘2 /
3 x5

Repare-se que unicamente foi alterada a “orientacao”do arco {xg, x5}. O que nunca
6, T5

consegquimos €, através deste processo, obter o grafo orientado inicial.

Na quase totalidade dos problemas que estudaremos, as defini¢oes anteriores de grafo
orientado e de grafo simples sao as que interessa considerar. Contudo para estudarmos
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problemas do mesmo tipo do das pontes de Konigsberg, teremos que considerar uma outra
definicao de grafo, que permita a um arco ocorrer repetido.

Definigao 8.7 Chamamos multigrafo orientado (respectivamente, nao orientado, a um
par G = (X, U) em que:

(i) X é um conjunto finito, nao vazio e

(ii) U € uma familia de X x X (respectivamente, X @ X ).

Se na familia &/ o niimero maximo de vezes que um elemento ocorre é p dizemos que G
é um p-grafo (o grafo do problema das pontes de Kénigsberg é um 2-grafo nao orientado).
Os elementos da familia U que sao iguais dizemos que constituem arcos paralelos.

Assim, grafo simples é um 1-grafo nao orientado e digrafo é um 1-grafo orientado sem
lacos.

8.3 Grau de um vértice. Sequéncias graficas

Seja G = (X, U) um multigrafo nao orientado (respectivamente, multigrafo orientado). O
grau de um vértice x define-se como o nimero de arcos incidentes em = (respectivamente,
o numero de arcos incidentes em x mais o nimero de lagos incidentes em z). Representa-se,
habitualmente, por dg(z), ou simplesmente por d(z), se ndo houver dividas sobre qual é o
grafo que se esta a considerar.

Se G é um multigrafo orientado denomina-se grau exterior (respectivamente, grau
interior) do vértice z, e representa-se por d*(z) (respectivamente, d~(x)) o niimero de
arcos de G que tém z como extremidade inicial (respectivamente, extremidade final).

Das definigdes anteriores resulta que num multigrafo orientado G = (X, U) se tem
d(z) =d¥(z) +d (z), para todo o z € X.
Atenda-se, ainda, a que num grafo orientado G = (X, U) se verifica que

dt(z) = T (2)] e d”(z) =T (x)], para todo o z € X.

Exemplo 8.8 Consideremos o sequinte multigrafo orientado,
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1
T4
2
I3 Y
Tem-se
dt(z1) =1 , d (z1)=0
d+($2) =1 , d_(SUQ) = 3,
d+(333) = 3 5 d_(iﬂg) = 1,
dt(zy) =1 ; d”(z4) = 2,
dt(z5) =2 ; d”(z5) = 2.

O resultado mais conhecido envolvendo os graus dos vértices é o seguinte:

Teorema 8.9 Num multigrafo nao orientado (respectivamente, multigrafo orientado) G =

(X, U) com m arcos tem-se

() Lo d@) = 2m.
(ii)) Se G = (X, U) € um multigrafo orientado verifica-se ainda que

dowexdt () =3 cxd (x) =m.

Demonstracao A demonstracao da afirmagao (ii) é imediata, se atendermos a que cada
arco, independentemente de ser ou nao um laco, tem uma, e uma sd, extremidade inicial
(respectivamente, final) contribuindo, assim, com uma parcela igual a 1 para o somatério

> wex A (x) (respectivamente, Y- v d~(x)).

A demonstragao de (i) para multigrafos orientados, pode fazer-se utilizando (ii), pois

Y d@) = ([dT (@) +d (x) =D d(z)+ > d (x) =2m,

zeX zeX zeX zeX

ou observando que para qualquer multigrafo, orientado ou nao, cada arco tem duas extrem-
idades (que podem ser iguais, no caso dos lagos) e, portanto, por cada arco existe uma
parcela igual a 2 no somatério )y d(z). O
A afirmagao (i) do Teorema anterior é conhecida por Teorema do aperto de maos.

Tal é devido ao paralelo com a seguinte situacao:
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Suponhamos que n pessoas se encontram numa reuniao social e que algumas se cumpri-
mentam com um aperto de maos. Tal situacao pode ser representada por um grafo simples
em que as pessoas sao representadas pelos vértices e em que existe um arco incidente em x;
e x;, comi # j, se, e s6 se, as pessoas correspondentes a tais vértices se cumprimentam com
um aperto de maos. Neste caso o grau de um vértice x representa o nimero de pessoas que
a pessoa correspondente a z cumprimentou apertando a mao e a igualdade (i) do Teorema
afirma, entao, que a soma do nimero de pessoas que cada um dos n presentes na reuniao
cumprimentou € igual ao dobro do ntimero de maos.

Proposicao 8.10 Num multigrafo, orientado ou nao, G = (X, U) é sempre par o nimero
de vértices de G que tém grau impar.

Demonstragao Sejam m o ntimero de arcos de G,

X1 ={z e X: d(x) é impar}

Xo={r € X: d(z) é par}.

Tem-se,

d d(z)= ) d@)+ > d(z) =2m.

zeX reX, r€Xo

Como 2m e ) ., d(x) sio ntimeros pares, concluimos que ) ., d(x) é par.

Dado que a paridade da soma de k = | X | niimeros impares é a paridade de k, concluimos
que k = |X1| é um ndmero par. Como |X;| é o nimero de vértices de G com grau impar,
tem-se o resultado pretendido. O

Definigao 8.11 Define-se sequéncia de graus de um multigrafo ndo orientado (respecti-
vamente, multigrafo orientado) G, com n vértices, como sendo a sequéncia

(db d?) ey dn)7

ndo crescente, isto €, com
di > dy > ... > dp,

cujos elementos sdo os graus dos vértices de G.

Observacao No caso dos multigrafos orientados define-se de forma andloga os conceitos de
sequéncia de graus exteriores e sequéncia de graus interiores.

Exemplo 8.12 Consideremos o multigrafo orientado do exemplo anterior,



8.3. GRAU DE UM VERTICE. SEQUENCIAS GRAFICAS 79

ial
T4
2
I3 Y
Como foi visto,
d*(z1) =1 ) d (z1)=0
d+($2) =1 , df(scg) = 3,
d¥(z3)=3 d (z3) =1,
d+($4) =1 , d_($4) = 2,
dt(zs5) =2 , d~(z5) = 2.

Entao,
a sua sequéncia de graus é (4, 4, 4, 3, 1),
a sua sequéncia de graus interiores é (3, 2, 2, 1, 0),

a sua sequéncia de graus exteriores € (3, 2, 1, 1, 1).

Definicao 8.13 Uma sequéncia de inteiros nao negativos (di, da,..., dy), com dy > dy >
... > dyn, diz-se uma sequéncia grafica se existir um grafo simples cuja sequéncia de

graus seja (dy, da,..., dy).

Proposicao 8.14 Se (dy, da,..., d,) € uma sequéncia grdfica entao (dy, do,..., d,) sdo

nteiros tais que:
(i) 0<d; <n—1, para todo 0oi € {1,...,n},

(ii) Y-, d; é wm ndmero par.

As condigoes (i) e (ii) anteriores sdo, pois, condi¢oes necessédrias para que uma sequéncia
de inteiros, ordenada por ordem nao crescente, seja uma sequéncia grafica, mas nao sao em
geral, condigoes suficientes. Tal verifica-se somente paran =1en = 2.

Para n = 1 a tnica sequéncia nas condigbes pretendidas é a sequéncia (0) que é grafica,

pois o grafo simples
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admite-a como sequéncia de graus.

Para n = 2 as unicas sequéncias graficas que satisfazem (i) e (ii) simultaneamente sao
as sequéncias (0, 0) e (1, 1) que também sao graficas,

G G

Para os casos em que se tem n > 3 é vélido o seguinte resultado:

Proposicao 8.15 Para n > 3 existem sequéncias nao crescentes (dy, da,..., dy) de in-
teiros verificando as condigoes (i) e (ii) da Proposi¢cdo anterior e que ndo sdo grificas.

Demonstracao Considere-se dq =n—1ed, = 0. Se n é par tome-se do = 1 e os restantes
elementos da sequéncia iguais a zero. Se n é impar, considerem-se os restantes elementos da
sequéncia nulos.

Finalmente concluimos que nao existe nenhum grafo simples que tenha qualquer uma
das sequéncias anteriores como sequéncia de graus. Se um tal grafo simples existisse teria n
vértices sendo, pelo menos, um de grau n — 1 e, portanto, adjacente a todos os outros. Mas,
entao, em tal grafo nao existiriam vértices de grau zero. O

Proposigao 8.16 Num grafo simples, com n > 2 vértices, existem pelo menos dois vértices
com o mesmo grau.

Demonstracao Se nao existissem dois vértices com o mesmo grau, a sequéncia de graus
do grafo seria

(n—1, n—-2,..., 1, 0),

que nao é uma sequéncia grafica. O

O Teorema seguinte permite-nos decidir se uma dada sequéncia é ou nao grafica e, em
caso afirmativo, indicar grafos simples que a admitam como sequéncia de graus.
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Teorema 8.17 A sequéncia de inteiros ndo negativos
S : di, do,..., dy,
comd; >dos>...>dy,n>2ed >1 € uma sequéncia grdfica se, e so se, a sequéncia
S do—1,..., dg, 41 — 1, dg,42,..., dn

(depois de ordenada por ordem ndo crescente) é uma sequéncia grdfica.

Demonstragao Suponhamos que S’ é uma sequéncia gréfica e seja G’ é um grafo simples
cuja sequéncia de graus é S’. Sejam xo, ..., x, 0s vértices de G’ e considere-se que

d (x)_ di—1 se2<i<d;+1
SN BA sedi +2<i<n.

Seja G um grafo que se obtenha de G’ acrescentando um novo vértice z1 e os dy arcos
{z1, z;}, para 2 <i < d;+1. G é um grafo simples cuja sequéncia de graus é S e, portanto,
S é uma sequéncia gréfica.

Reciprocamente, suponhamos que S é uma sequéncia grafica. De entre os grafos simples

cuja sequéncia de graus é S, seja G um grafo com conjunto de vértices X = {z1, xa,..., z,},
d(xz;) = d;, para i =1, 2,..., n, e tal que a soma dos graus dos vértices adjacentes a x1 é
maxima.

Demonstremos, primeiro que os vértices adjacentes a x1, cujo nimero é dj, tém graus
da, d3,..., dg,+1.

Caso tal nao suceda, existem vértices x, e x5, com d, > dg, tal que x1 nao é adjacente a
x, mas é adjacente a 5. Dado que o grau de x, é superior ao grau de x5, podemos afirmar
que existe um vértice x; tal que z, é adjacente a x;, mas x5 nao é adjacente a xy.

T — &'

, com d, > dg

o————O
o) Ls

Eliminando em G os arcos {z1, xs} e {z,, x:} e acrescentando os arcos {1, z,} e

{:L's; xt}a

X1 Ls

obtemos um garfo G’ cuja sequéncia de graus é, ainda S. Contudo, como d, > dg, em G’ a
soma dos graus dos vértices adjacentes a x1 é superior a correspondente soma em G, o que
contradiz a escolha de G.
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Logo, em G, os vértices adjacentes a z1 tém graus ds, ds, ..., dg,+1, conforme se pre-
tendia demonstrar.
Eliminando em G o vértice 1, e obviamente os arcos nele incidentes, obtemos um grafo

simples cuja sequéncia de graus é a sequéncia que se obtém ordenando S’ por ordem nao
crescente. d

Exemplo 8.18 Determinemos se a sequéncia (6, 5, 5, 4, 3, 3, 2, 2, 2) é uma sequéncia
grafica.

Tem-se:
St 6, 5, 5, 4, 3, 3, 2,2, 2
S 4, 4, 3, 2, 2, 1, 2, 2
So 4, 4, 3, 2, 2,2, 2, 1
Sy 3,2,1,1, 2,2, 1
Ss 3,2,2,2,1, 1, 1
S5 1, 1,1, 1,1, 1

em que de S; para S, i € {1, 2, 3}, se aplicou o Teorema e de S! para Sit1, i € {1, 2},
se ordenou a sequéncia por ordem ndo crescente. Embora possamos continuar a aplicar o
Teorema, concluimos facilmente, que S5 € uma sequéncia grdfica, pois um grafo simples da
forma

G/

tem Sy como sequéncia de graus.

Atendendo a primeira parte da demonstracao do Teorema, podemos construir um grafo
simples G cuja sequéncia de graus é Ss. Teremos de acrescentar um novo vértice ao grafo
e tornd-lo adjacente a 3 vértices de grau 1.

AN

Acrescentando um novo vértice a Gs e tornando tal vértice adjacente a 4 vértices,

G3

nomeadamente ao vértice com grau 3, a um dos de grau 2 e a dois vértices com grau 1,
obtemos um grafo cuja sequéncia de graus € Ss.
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Go

Procedendo de forma andloga, concluimos que o grafo

G

tem sequéncia de graus Si.

8.4 Isomorfismo de grafos

Dois multigrafos podem parecer diferentes, mas representarem o mesmo multigrafo. Eo
caso dos multigrafos G1 e Go,

Gl GQ

z3 L2 Ty €T3

z1 T4 T4 T2

No entanto pode acontecer dois multigrafos parecerem semelhantes e representarem
multigrafos distintos. E o caso dos multigrafos G; e G5 (enquanto que em G os vértices 1
e x3 sao adjacentes, em G3 nao o sao),
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I3 €To T €T3

x1 Zq Zq x1

Expressamos esta semelhanca dizendo que os multigrafos sao isomorfos.

Defini¢ao 8.19 Sejam Hy = (X1, U1) e Hy = (X2, Us) multigrafos nao orientados (respec-
tivamente, multigrafos orientados). Diz-se que Hy € isomorfo a Hy se existe uma aplica¢do
bijectiva
(Yol X1 I X2

tal que, para quaisquer x; e x; € X1, o numero de arcos incidentes, em Hy, nestes dois
vértices (respectivamente, com extremidade inicial em x; e extremidade final em x;) seja
igual ao niumero de arcos incidentes, no multigrafo Ho, em o(x;) e ¢(x;) (respectivamente,
com extremidade inicial em ¢(z;) e extremidade final em ¢(z;)).

Proposicao 8.20 A relagao de isomorfismo de multigrafos ndao orientados (respectiva-
mente, multigrafos orientados) é uma relag¢ao de equivaléncia.

Observagao

1. Atendendo & simetria da relacdo de isomorfismo de multigrafos (respectivamente,
multigrafos orientados) podemos escrever “Hj e Ha sao isomorfos”.

2. Se Hy = (X1, U1) e Hy = (X2, Us) sao multigrafos isomorfos, através da bijecgao ¢,
entao

dm, (x) = de(@(x))’ Vr € X;.

Exemplo 8.21 1. Os multigrafos G1 e Gs do exemplo que temos vindo a considerar
nesta sec¢ao sao isomorfos pois, sendo X = {x1, xa, 3, x4} 0 conjunto dos vértices
de G1 e de G3, a correspondéncia

p: X — X

tal que p(r1) = w2, p(w2) = w1, Y(r3) = T3, Y(T4) = T4 € uma bijec¢ao que verifica
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- O numero de arcos incidentes em x1 e x2, em Gy, € zero e € igual ao numero de
arcos incidentes em p(x1) = x2 € p(x2) = x1, em Gs.

- O numero de arcos incidentes em x1 e x3, em G1, € um e € igual ao numero de
arcos incidentes em @(x1) =z e p(x3) = x3, em Gs3.

- O numero de arcos incidentes em x1 e x4, em G1, € um e € igual ao numero de
arcos incidentes em p(x1) = x2 e p(x4) = x4, em Gjs.

- O numero de arcos incidentes em xo e x3, em Gy, € zero e € igual ao numero de
arcos incidentes em p(x2) = x1 e p(x3) = x3, em G3.

- O numero de arcos incidentes em xa e x4, em Gy, € dois e € igual ao numero de
arcos incidentes em ¢(x2) = x1 e @(x4) = x4, em G3.

- O numero de arcos incidentes em x3 e x4, em (1, € zero e € igual ao numero de

arcos incidentes em @(x3) = x3 e @(x4) = x4, em Gs3.

2. Os grafos simples

sao isomorfos.

Proposigao 8.22 Multigrafos nao orientados isomorfos(respectivamente, multigrafos ori-
entados) tém sequéncias de graus iguais.

A reciproca da Proposicao anterior é falsa. Os grafos

Gl G3

tém a mesma sequéncia de graus, (3, 3, 2, 2, 1, 1), mas nao sao isomorfos. Basta atender
a que os dois vértices de grau 3 de (G1 sao adjacentes, mas o mesmo nao sucede aos dois
Unicos vértices de grau 3 de Ga.

Observagao Multigrafos orientados isomorfos, tém a mesma sequéncia de graus exteriores
e a mesma sequéncia de graus interiores.
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Existem 16 digrafos, dois a dois nao isomorfos, com 3 vértices:

> >
> >
> 0
i
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8.5 Exemplos de grafos

Nesta seccao veremos alguns grafos importantes.

Seja G = (X, U) um grafo simples. Se existe r € INg tal que, dg(x) = r, para todo o
x € X, dizemos que G é um grafo regular de grau r ou r-regular.

Um grafo simples regular de grau 0, isto é, com todos os vértices isolados, diz-se um
grafo nulo e representa-se por, no caso de ter n vértices, N,,.

Ny Ny N3 Ny N5

Um grafo simples, com n vértices, regular de grau n — 1, diz-se um grafo completo e

_ n(n-1)

n
2 - 2

representa-se por K,,. Este grafo tem arcos, conforme se verifica aplicando

o Teorema do aperto de maos.

AR

K Ko K K, K

Proposigao 8.23 Ndo existem grafos requlares de grau impar com wm numero par de

vértices.
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Demonstracao Se G = (X, U) é um grafo regular de grau r com n vértices e m arcos,
entao pelo Teorema do aperto de maos tem-se

Z dg(x) =rn =2m.
rzeX

Como o produto de dois nimeros impares é impar, concluimos que r e n nao podem ser
simultaneamente fmpares. O

Diz-se que um grafo G = (X, U), simples, é bipartido, com classes de vértices X; e
Xo, se {X1, Xo} é uma particao de X e cada arco de G tem extremidade num elemento de
X1 e a outra extremidade num elemento de Xs. A notagao utilizada é G = (X7 U X, U).

O grafo simples G = (X1 U X5, U), em que os elementos de X sdo os vértices brancos
e os elementos de X5 sao os vértices pretos,

é um grafo bipartido.

Um grafo simples G = (X, U) diz-se p-partido, com classes de vértices X1,...X), se
{X1,..., X,} é uma particao de X e nenhum elemento de U/ tem ambas as extremidades
em elementos da mesma classe.

O grafo simples G = (X1 U X2 U X3, U), em que o elemento de X; é o vértice branco, o
elemento de X5 é o vértice preto e o elemento de X3 é o vértice asteristico

é um grafo 3-partido.

Um grafo p-partido, com p > 2, em que existe um arco unindo todo o par de vértices
pertencentes a classes de vértices distintas diz-se um grafo p-partido completo. Se o
grafo tiver ny,...,n; elementos nas classes, representé-lo-emos por Ky, . n,. De entre este
destacamos os Ki ,—1 que sao os grafos estrelas.
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~ A AN

Ky, Ko Ki3 K4

Seja G = (X, U) um grafo simples completo, com n > 2 vértices. Chamamos torneio
ao digrafo resultante da orientagdo de G.

S6 hé dois torneios do Kj:

Diz-se que G’ = (X', U") é subgrafo do grafo orientado (respectivamente, nao orientado)
G=(X,U)se X CX' el C(X'xX")NU (respectivamente, U’ C (X' @ X') NU).

De entre os subgrafos temos que destacar:

Seja G = (X, U) um grafo. Um grafo G' = (X, U') com U’ C U diz-se um grafo
parcial de G. G’ obtém-se de G eliminando em U os arcos pertencentes a U” = U \U', pelo
que pode representar-se por G' — U".

Se G’ = (X', U') é um subgrafo de G = (X, U) com U' C (X' ® X')NU (se G nao é
orientado) ou U’ C (X' x X')NU (se G é orientado), dizemos que G’ é o subgrafo de G
gerado por X’. Sendo X’ = X \ X’ representamos G’ por G — X"

Se G = (X, U) é um grafo orientado (respectivamente, nao orientado) e " C (X x X)\U
(respectivamente, U"” C (X ® X) \ U) representamos por G +U" o grafo (X, U UU").
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Exemplo 8.24 Consideremos o digrafo G = (X, U)

x1

Z2

I3 Ty

O digrafo

e

Zq

€ um grafo parcial de G.
O digrafo

Z2

T4

é o subgrafo de G gerado por {x1, xa, x4}, que se denota por G — {x3}.

Seja G = (X, U) um grafo simples. Chama-se grafo complementar de G e representa-
se por G, o grafo simples G = (X, ) em que U = (X ® X) \ U.

Exemplo 8.25 Sendo
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Seja G = (X, U) um digrafo. Chama-se grafo complementar de G e representa-se
por G, o digrafo G = (X, U) em que U = (X x X)\U.

Exemplo 8.26 Sendo



Capitulo 9

Conexidade de grafos

9.1 Nocao de cadeia. Componentes conexas

Muitas das aplicacoes da teoria de grafos falam “ir de um vértice para outro”num grafo.
Por exemplo, qual o caminho mais curto entre Lisboa e Porto? Comecamos por precisar
este conceito através de definigoes.

Definigao 9.1 Num multigrafo ndo orientado (respectivamente, multigrafo orientado) G =
(X, U) chama-se cadeia a uma sequéncia alternada de vértices e arcos de G, iniciada e
terminada num vértice, tal que cada arco tem extremidade no vértice que imediatamente
o precede na sequéncia e a oulra extremidade mo vértice que imediatamente o sucede na
sequéncia.

Trata-se, pois, de uma sequéncia da forma

L: Zo, U1, T1, U2,..., Up, Ty
comu; €U, ie{l,...r},z; € X,j€{0, 1,..., r} e em que u; = {z;—1, x;} (respectiva-
mente, u; = (;-1, ;) ou u; = (x4, x-1)), 1 € {1,..., r}.

O vértice xg diz-se o vértice inicial da cadeia L e o vértice x, o seu vértice final.
Diz-se que xg e x, sdo as extremidades da cadeia L.

Designamos, frequentemente, por cadeia xg — x, uma cadeia cujo vértice inicial € xqo e
o vértice final € x,.

Uma cadeia cujas extremidades sdo iguais diz-se uma cadeia fechada, caso contrdrio,

diz-se uma cadeia aberta. O numero de arcos de uma cadeia diz-se o seu comprimento.

z

De acordo com as defini¢oes dadas, se x € X, entao x € uma cadeia x — x de com-
primento zero. As cadeias de comprimento zero designam-se por cadeias triviais e as de
comprimento nao nulo por cadeias nao triviais.

92
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Uma cadeia diz-se simples se todos os arcos da cadeia sao distintos e diz-se elementar
se todos os vértices da cadeia sao distintos, a excepcao das extremidades que podem coincidir

no caso da cadeia ser fechada.

Uma cadeta simples, fechada e nao trivial diz-se um ciclo

Um grafo simples com n vértices, sem vértices isolados e formado por uma tnica cadeia
elementar aberta, que contenha todos os seus vértices, diz-se um grafo cadeia e denota-se

por P,.
[ *—0 o——0 @ L 4 L L ]
P P P Py

Um grafo simples com n vértices, regular de grau 2, formado por um tnico ciclo diz-se

um grafo ciclo e denota-se por C,.

Cs Cy Cs

Exemplo 9.2 No grafo orientado

G T2

x1 x3

x9, (w2, x2), T2 € um ciclo de comprimento 1.
x1, (x1, x2), w2, (x1, ®2), 1 € uma cadeia nao trivial, fechada que € elementar mas

nao € simples.
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Observagao Num multigrafo, uma cadeia fica completamente determinada se indicarmos
a subsequéncia dos seus vértices.

Defini¢ao 9.3 Um multigrafo G = (X, U) (orientado ou nao) diz-se conexo se para quais-
quer vértices x; e x; existe, em G, uma cadeia x; — x;. Caso contrdrio diz-se desconexo.

Seja G = (X, U) um multigrafo e R a relagdo bindria, definida em X, por

;i Rx; se, e 8o se, existe em G' uma cadeia x; — z;.

Proposigao 9.4 R ¢ uma relagdo de equivaléncia.

A relagao de equivaléncia R origina uma particao de X em classes Xi,..., X, cujo
nimero p se designa por niimero de conexidade de G.

Os subgrafos de G, gerados respectivamente por X7i,..., X, dizem-se as componentes
conexas de G e representam-se por Ri,..., R,.

Exemplo 9.5 Consideremos o grafo orientado G = (X, U)

3
L2

® L6

I Ty Is

A relagao de equivaléncia R origina uma particio de X em 3 classes

X1 ={z1, z2},
Xo ={z3, x4, 5},
X3 = {6}

As componentes conexas de G sdo os grafos
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L3

® g

x1 T4 €5

e o numero de conexidade de G € 3.

9.2 Resultados sobre conexidade

Restringindo-nos aos grafos simples, existem como veremos propriedades dos grafos que
se tornam mais faceis de demonstrar quando os mesmos sao conexos. Se o grafo inicial nao
for conexo, basta pensarmos em cada uma das suas componentes conexas.

Proposicao 9.6 Num grafo simples G = (X, U) existe uma cadeia xo — x, se, e s se,
existe uma cadeia xog — x, elementar.

Demonstragao — Se xy = x,, a cadeia trivial xg é elementar. Suponhamos que xg # .
Seja L uma cadeia g — x, e x um vértice arbitrario de L. Se x ocorre mais do que uma vez
na cadeia L entao elimine-se a subsequéncia de L compreendida entre a primeira e a 1ltima
ocorréncia de x, bem como uma dessas ocorréncias. Obtém-se, ainda, uma cadeia xg — x,
mas em que x ja nao aparece repetido.

Repita-se este procedimento para todo o vértice que ocorra repetido em L. Obtém-se
entao uma cadeia sem vértices repetidos e, portanto, uma cadeia xg — z, elementar.

<= Imediato. O

Proposigao 9.7 Seja G = (X, U) um grafo simples e xo, x, vértices distintos de G. Se
em G existem duas cadeias xo — x, elementares distintas, entdo em G, existe um ciclo.
Demonstracao Sejam

le Zo, L1, T2y.-., Tr € L2: Zo, Y1, Y2,---5 Tr

duas cadeias x¢p — x, elementares distintas, existentes em G. Seja ¢ o indice minimo para o

qual x;11 # y;4+1 e j o indice minimo tal que j > i e y; é vértice de Ly, isto é, y; =z} € Lq.
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X; Lk
x.o—. ........... - o .—x.r
g
Entao,
Liy Litls--s Lhy Yj—15--+5 Yi+l, Yi
é um ciclo de G. O

Proposicao 9.8 Seja G = (X, U) um grafo simples, sem ciclos. Seuw € (X @ X)\U entdo
G + u tem, no mdzimo, um ciclo.

Demonstracao Suponhamos que em G + u existiam pelo menos dois ciclos e sejam Cp e
(5 dois desses ciclos. Se o arco u nao pertencesse aos dois ciclos, entao concluiriamos que
(G +u) —u = G tinha um ciclo, o que é impossivel.

Portanto, u = {x, y} é arco de C; e de (. Entao existiam duas cadeias x —y elementares
distintas, nao incluindo o arco u. Consequentemente, estas cadeias existiam também em G.
Mas isto implicaria que G tinha um ciclo, o que é impossivel.

Portanto, em G + u existe, no méximo, um ciclo. |

Teorema 9.9 Um grafo simples, com n > 2 vértices, é bipartido se, e sé se, ndo tem ciclos
de comprimento impar.

Demonstragao Vamos fazer a demonstragao para o caso do grafo ser conexo.
Seja G = (X, U) um grafo conexo, com classes de vértices X7 e Xo. Seja

C: To, T1, T2, .-+, Tk—1, L0

um ciclo de comprimento k£, de G. Como G ¢ bipartido, se g € X1, x1 € Xo, ..., pelo que
rip_1 € Xo, ou seja, k — 1 é impar e k é par. logo, C tem comprimento par.

Reciprocamente, suponhamos que G é um grafo conexo que nao tem ciclos de compri-
mento impar e demonstremos que G ¢é bipartido. Seja x um vértice de G. Consideremos

X1 ={ye X: d(z, y) é impar}

Xo={yeX: d(z, y) é par}

em que d(x, y) é o menor comprimento das cadeias = — y.
E evidente que = € Xo. Vejamos que GG é bipartido, com as classes de vértices X7 e Xo.
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Suponhamos que existiam z, w € Xy (ou em X7) tais que {z, w} € U. Seja L, , uma
cadeia x — z de comprimento d(z, z) e L, uma cadeia x —w de comprimento d(z, w). As
cadeias L ., Lz, tém pelo menos um vértice em comum, x. Da esquerda para a direita,
seja s o ultimo vértice comum a Ly . e Ly ,. Como as cadeias s — 2, s — w tém a mesma
paridade entao,

s—z, {2z, w}, w—s
é um ciclo de comprimento impar. O que contradiz a hipétese. Logo, G ¢é bipartido.

Se G nao é conexo, entao se G é o grafo nulo, como n > 2, G é bipartido. Se G nao é nulo,
sejam Ry,..., R as componentes conexas nao nulas de GG. Pelo que ja foi demonstrado, R;
é um grafo bipartido, i = 1,..., k. Sejam Y; e Z; as classes de vértices de R;, i = 1,...,k,
definidas como anteriormente. Considerando

Y=Y U...UuY,uY’ e Z=71U...UZ,

em que Y = {a € X : d(a) =0}, entdo G é bipartido com classes de vértices Y e Z. O

Definigao 9.10 Seja G = (X, U) um grafo simples. Diz-se que u € U é uma ponte de G
se o numero de conexidade de G — u € superior ao numero de conexidade de G.

Exemplo 9.11 Consideremos o grafo simples conexo G

3 T4

I Z2

o arco u = {xa, x4} € uma ponte pois o grafo G — u tem duas componentes conexas

Ry Ry
T3 [ o

x1 Z2
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Proposicao 9.12 Seja G = (X, U) um grafo simples. Tem-se, u € U é uma ponte se, e s6
se, u nao faz parte de nenhum ciclo.

Demonstracao Dado que todo o arco de G tem extremidades, em vértices da mesma
componente conexa, podemos supor que G é conexo.

<= Suponhamos que u = {x, y} ndo é ponte. Entao, G — u é conexo, pelo que existe
uma cadeia elementar x — y, em G — u. Entao,

=Y, {x7 Z/}7 x

é um ciclo em G ao qual u pertence.
= Suponhamos que u = {z, y} faz parte de um ciclo,

Ty Yy Ylyoovy Yky T

Sejam x;, x; vértices de G, i # j. Como G é conexo, existe uma cadeia elementar z; — ;.
Se u nao ¢ arco desta cadeia, entao a cadeia x; — x;, é cadeia em G — u. Se u é arco da
cadeia, entao x; — x; é cadeia

pelo que,

Liyeuwey Ly Ykyoooy Y1y Yyoooy Ty

também ¢é cadeia x; — xj, s6 que nao inclui o arco u. Portanto, cadeia em G — u. Logo,
G — u é conexo, ou seja, u nao é ponte. O

Proposicao 9.13 Um grafo simples G e o seu complementar G nao podem ser ambos de-

SCONEXOS.

Demonstracao Suponhamos que G é desconexo e vejamos que G é conexo.

Sejam x;, x; dois vértices de G.

Se x; = xj, tem-se a cadeia trivial. Suponhamos que z; # x;. Se {z;, x;}ndo é arco de
G, entdo é arco de G, pelo que z;, x; é cadeia x; — x; em G.

Se {z;, z;} é arco de G, entdo x; e x; pertencem a mesma componente conexa de G.
Como G ¢é desconexo, existe um vértice x; que nao pertence a componente conexa de x; e
z;, em G. Entdo, {z;, z} e {xx, ;} ndo sdo arcos de G, pelo que o sao de G. Assim,

Liy, Tk, Tj

¢ cadeia x; — x; em G. Logo, G é conexo.

Se G fosse desconexo, entao por um raciocinio andlogo, G = G é conexo. Logo, G e G
nao podem ser ambos desconexos. O
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9.3 Nocao de caminho. Componentes fortemente conexas

Muitas das definigbes que vimos neste capitulo, para um multigrafo qualquer, tém paralelo
com outras que se podem estabelecer s6 nos multigrafos orientados. Isto é importante
porque muitos dos problemas que sao resolvidos através da teoria dos grafos, s6 se podem
colocar com grafos orientados. Por exemplo, o caminho mais curto entre duas ruas de uma
determinada cidade (neste problema temos de ter em linha de conta que nem todas as ruas
tém os dois sentidos).

Definicao 9.14 Num multigrafo orientado G = (X, U) chama-se caminho a uma sequéncia
alternada de vértices e arcos de GG, iniciada e terminada num vértice, tal que cada arco tem
extremidade inicial no vértice que imediatamente o precede na sequéncia e extremidade final
no vértice que imediatamente lhe sucede na sequéncia.

Trata-se de wma sequéncia da forma
L: T, UL, T1, ULy-wny Upy, Ty
em que u; = (zj—1, x;)) EU,i=1,..., rex; € X,i=0,..., r.

Diz-se que xq (respectivamente, ) é o vértice inicial (respectivamente, vértice final)
do caminho L e que L € caminho o — x,.

As definigcoes de caminho fechado/aberto, comprimento de um caminho, caminho sim-
ples, caminho elementar, ..., obtém-se substituindo, nas correspondentes defini¢oes para
cadeias, “cadeia”’por “caminho”.

Um caminho simples, fechado e nao trivial diz-se um circuito.

Observacao

1. Se L é um caminho xy — z, num multigrafo orientado GG entao L é também uma cadeia
Trog — Tp.

2. Num grafo orientado pode existir um caminho zy — z, e nao existir nenhum caminho
x, — xg9. Por exemplo

o—— 0
Zo Ly

3. Num digrafo, um caminho fica completamente determinado se indicarmos apenas a
subsequéncia dos seus vértices.
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Definicao 9.15 Um multigrafo orientado G = (X, U) diz-se fortemente conexo se, para
quaisquer vértices x;, xj, existe em G um caminho x; — x; e um caminho r; — ;.

Seja G = (X, U) um multigrafo orientado e S a relagao bindria, definida em X, por:

x;Sw; se, e s0 se, existe em G’ um caminho x; — x; e um caminho x; — ;.

S é uma relacao de equivaléncia. Sejam X7, ..., thz as suas classes de equivaléncia.
Ao ntimero ¢ chama-se niimero de conexidade forte de G. Os subgrafos gerados por
X1, thz dizem-se as componentes fortemente conexas de GG e representam-se, re-
spectivamente, por S1,...,95.

Exemplo 9.16 Sejo G = (X, U)

L3 L6

X1 €2 X4 T5

A relagao de equivaléncia S, origina uma particio de X em trés classes

Xj ={x}
X ={x2, x4, x5, x6}
X3 = {x3}

e as componentes fortemente conexas de G sao

Sl S2 S3

L6

€1 x3

X2 T4 Ts5

Proposicao 9.17 Seja G = (X, U) um multigrafo orientado. Entdo:

(i) Um arco de G pode nao pertencer a nenhuma componente fortemente conexa.

(ii) Um arco de G nao pode pertencer a mais do que uma componente fortemente coneza.
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(iii) Um arco de G pertence a uma componente fortemente coneza se, e sé se, faz parte de
um circuito.

Demonstragao

(i) No grafo do exemplo anterior, o arco (z1, x3) nao pertence a nenhuma componente
fortemente conexa.

(i) Seja v = (x;, xj) um arco de G. Como x; pertence a uma, e uma s6 componente
fortemente conexa, entao temos o resultado.

(iii) = Seja u = (x;, ;) um arco de G, que pertence a componente fortemente conexa
S;. Vejamos que u faz parte de um circuito.

Se x; = xj, o resultado ¢ trivial. Suponhamos que z; # xj;. Como S; é um grafo
fortemente conexo, existe em S; um caminho elementar Tj— X O arco u nao pertence
a este caminho, pelo que

Tj — Ty, Uy, Ty

¢ um circuito.

<= Suponhamos que u = (x;, x;) faz parte do circuito

Ly Uy 5, Tj, ULy, Y1y---5 Yk, Ukt1, Ti-

Entao, z;, u, xj; ¢ um caminho x; — x;, em G, e

Tjy ULy Ylyeooy Yky Uk+1, T4

¢ um caminho z; —z;, em G. Entao u pertence a uma componente fortemente conexa.
O

Proposicao 9.18 Seja G um digrafo. Se G € desconexo entdo o seu digrafo complementar

G ¢ fortemente conezo.

Demonstragao Suponhamos que G = (X, U) é desconexo e demonstremos que, quaisquer
que sejam x;, r; € X, existe em G = (X, U) um caminho z; — xj e um caminho z; — ;.

Se x; = x;j o resultado é trivial. Suponhamos que x; # x;. Se x;, x; nao sao adjacentes
em G, entao (x;, z;) €U e (z;, x;) ¢ U pelo que (z;, z;) €U e (xj, ;) € U. Logo, x;, z;
¢ um caminho z; — x; em Ge xj, x; ¢ um caminho z; — x; em G.

Se x; e z; sao adjacentes em G, entao pertencem a mesma componente conexa de G.
Como G é desconexo, existe um vértice xp pertencente a uma componente conexa distinta
da componente a que pertencem x; e ;. Entdo, (z;, zx), (xg, i), (x5, zx), (xg, ;) néo
pertencem a U, pelo que sao elementos de U. Mas isto implica que, ;, zy, xj ¢ um caminho
T; — xj, em G, e xrj, Ty, r; € um caminho z; — x;, em G. O



Capitulo 10

Arvores

10.1 Resultados sobre arvores

As arvores sao um género de grafos muito utilizado. No capitulo anterior, conhecemos
os grafos cadeia, P,, que sao conexos e verificam a seguinte propriedade: qualquer seu arco
é uma ponte. Estes grafos sao arvores.

Como o préprio nome indica, quando construimos a arvore genealégica, de uma deter-
minada familia, estamos a construir um grafo que é uma arvore.

Como veremos, o estudo das arvores é feito em grafos simples.

Definigao 10.1 Designa-se por floresta um grafo sem ciclos e por arvore um grafo conexo
sem ciclos.

Observacao Uma floresta é um grafo em que cada componente conexa é uma arvore.

Exemplo 10.2 Consideremos o sequinte grafo:

Este grafo ¢ uma floresta composta por duas drvores.
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Teorema 10.3 Seja G = (X, U) um grafo simples, com n > 2 vértices. Entao sao equiva-
lentes as afirmacoes:

(i) G € um grafo conexo sem ciclos.

(ii) G nao tem ciclos e tem n — 1 arcos.

(ili) G € conexo e tem n — 1 arcos.

(iv) G € conexo e se u € U entdo G —u € desconexo.
)
)

(v) Va;, z; € X, x; # x; existe uma, e uma so, cadeia x; — x; em G.

(vi) G nao tem ciclos e se u € (X @ X)\U entao G + u tem um, e um sé, ciclo.

Demonstragao

(1) = (ii) A demonstragao serd feita por indu¢ao em n. Para n = 2 temos o resultado

G

verdadeiro.

Suponhamos o resultado verdadeiro para todo o grafo conexo sem ciclos com um
ntimero de vértices inferior ou igual a k, com k > 2. Seja G’ = (X', U’) um grafo
conexo com k + 1 vértices. Como G’ nao tem ciclos, todo o arco v’ € U’ é uma ponte.
Logo, G' — v/, com v’ € U’, tem duas componentes conexas R e Ry com ki e ko
vértices, respectivamente. Como Ry e Ry sao grafos conexos sem ciclos, por hipdtese
de inducao, o ntimero de arcos de R; é k1 — 1 e o nimero de arcos de Ry é ko — 1.
Porque 1+ k = kq + ko e o ntimero de arcos de G’ é 1 +k; — 1 + ko — 1, temos

1+ki—14+k—1=14+k—-1=k.

Usando o principio de inducao podemos concluir o resultado.

(17) = (i4i) Demonstremos que G é conexo. Suponhamos que G nao é conexo e sejam
Ry,..., R, as componentes conexas de G, com p > 2. Sejam n; e m;, respectivamente,
o nimero de vértices e o nimero de arcos de R;, i =1,..., p.

Porque R; é conexo sem ciclos, temos
m; =n; — 1 t=1,..., p.

entao, o numero de arcos de G seria

p p
Zmi:z:ni—p:n—p.
=1 =1
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Como p > 2, concluiriamos que o niimero de arcos de G
n—ps<n-—2,
o que contradiz a hipétese.

(791) = (iv) Dado que G tem n vértices e n — 1 arcos, entao para qualquer u € U,
G — u tem n vértices e n — 2 arcos. Pelo que foi visto na implicagao (i) = (i), G —u

é desconexo.

(tv) = (v) Como G é conexo, entao para quaisquer dois vértices de G existe uma
cadeia elementar, da qual sao extremidades.

Se existissem dois vértices distintos de G que fossem extremidades de pelo menos duas
cadeias distintas, entdo, em G, existiria um ciclo. Sendo u um arco deste ciclo, como
u nao era ponte, G — u era conexo, o que contradiz a hipdtese.

(v) = (vi) Se em G existisse um ciclo, entao sendo x e y dois vértices distintos deste
ciclo, existiriam duas cadeias distintas « — y, o que contradiz (v). Logo, G nao tem
ciclos. Seja u = {x;, x;} ¢ U, com z;, z; € X. Como por (v) existe, em G, uma
cadeia z; — x;, entao

Ti—Tj, U, T;
é um ciclo em G + u.

Porque G nao tem ciclos, entdo G 4+ v tem no maximo um ciclo.

(vi) = (i) Demonstremos que G é conexo. Suponhamos que G é desconexo e sejam
xj, xj vértices de componentes conexas distintas. Tem-se {z;, z;} ¢ U. Como G
nao tem ciclos e nao existem cadeias com extremidades em vértices de componentes
conexas distintas, podemos dizer que G +u nao tem ciclos, o que contradiz (vi). Logo,
G é conexo. O

Proposigao 10.4 Uma floresta com n vértices e p componentes conexas tem n — p arcos.

Demonstragao Resulta da demonstragao de (ii) = (i7i) do Teorema anterior. 0

Proposigao 10.5 Ezistem grafos simples com n vértices e n—1 arcos que nao sao florestas

e, portanto, nao $aGo Arvores.

Demonstracao Seja G = C,,_1 U K1, com n > 4. G é grafo simples com n vértices e n — 1

arcos, com um ciclo, portanto G nao é floresta. O

Proposigao 10.6 Numa drvore, com n > 2 vértices, existem pelo menos dois vértices de

grau 1.
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Demonstragao Seja G uma arvore com n > 2 vértices. Seja (di,..., dy) com d; > ... >

dy,, a sequéncia de graus de G. Como G é conexo e n > 2 entao, d, > 1.
Suponhamos que G sé tinha um vértice de grau 1, entao

> di>1+2(n-1).
i=1

Como G é uma arvore com n vértices, o niimero de arcos é
m=mn—1.
Aplicando o Teorema do aperto de maos, temos a contradigao,
2n—1)>142(n—1).

Logo, G tem pelo menos dois vértices de grau 1. O

Teorema 10.7 Sejam di,..., dn, comn > 2, inteiros tais que
di>...>d,>0.

Entao, existe uma drvore cuja sequéncia de graus €

(di,..., dyp)
se, € 80O se
n
Z d; = 2n — 2.
i=1
Demonstragao Suponhamos que existe uma arvore G cuja sequéncia de graus é (dy, ..., dy).

Entao G tem n vértices e n — 1 arcos. Aplicando o Teorema do aperto de méaos temos

n

> di=2(n-1)=2n-2.

i=1
Reciprocamente, suponhamos que di, ..., d,, com n > 2, sdo inteiros tais que
i)dr>...>d, >0
(i) Yo, di =2n—2.
e demonstremos que existe uma arvore cuja sequéncia de graus é (dy, ..., dy).

A demonstracao é por inducao em n.
Paran =2, porqued; > 1,dy > 1e

Zdi:d1+d2:2n—2:2
=1
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entao, di = de = 1. Ko é uma arvore com a sequéncia pretendida.

Suponhamos que o resultado é vélido para k — 1, com k — 1 > 2, inteiros nas condigoes
do enunciado.

Sejam dy, ..., di, com k > 3, inteiros satisfazendo (7) e (ii). Se dj > 2 entao, 2k — 2 =
Sk d;i > 2k (contradicdo).

Portanto, dp = 1. Por outro lado, se di = 1, entao

k
2k —2=> di =k,
=1

o que contradiz a hipétese de k > 3. Portanto, d; > 1.
Assim, dy — 1, do, ..., dr_1 sdo k — 1 inteiros positivos, ndo necessariamente ordenados
por ordem crescente, tais que

k
dy—1+4dy+ ... +dpy =) di-1-dp=02k-2)-1-1=2(k-1) -2
i=1
Por hipétese de indugao, existe uma arvore GG, com k — 1 vértices, em que os graus dos
vértices sdo dy — 1, da,..., di_1. Acrescente-se a G um novo vértice e torne-se este vértice
adjacente a um vértice de G' com grau d; — 1. Obtém-se um grafo G’, com k vértices, que é
ainda uma arvore e em que os graus dos vértices sao

(dl _1)+17 d27"'> dk—lv 1<: dk)

Logo, G’ é uma arvore com sequéncia de graus (di, ..., di).
Usando o principio de inducao, obtemos o resultado. O

10.2 Arvores Maximais

Em certas situagoes, o grafo conexo que temos nao é uma arvore, mas queremos obter,
a partir do grafo inicial, um grafo parcial que seja uma arvore. Por exemplo, no problema
da “viagem a volta do mundo”, se nao exigirmos que o viajante regresse a cidade de que
partiu, o que queremos é uma arvore maximal do dodecaedro.

Teorema 10.8 Um grafo € conexo se, e so se, admite uma drvore como grafo parcial.

Demonstracao <= Se um grafo G admite uma arvore como grafo parcial entdao G admite
um grafo parcial conexo, logo é conexo.

= Se G ndo tem ciclos, entdao G é uma arvore (grafo parcial de G).

Se G tem um ciclo, seja u; um arco de um dos ciclos de G. Entao u; nao é ponte, pelo
que G1 = G — uq é conexo e tem um numero de ciclos inferior ao ntimero de ciclos de G.
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Se G — uj nao tem ciclos entdao G = G — uy é arvore (grafo parcial de G). Caso contrério,
seja us um arco de um ciclo de G1 — us = Go.

Porque o ntimero de ciclos de G é finito, procedendo deste modo, obtemos um grafo
G = Gi_1 — ug—1 que é conexo, sem ciclos. Logo G}, é drvore (grafo parcial de G). O

Definicao 10.9 Seja G um grafo (respectivamente, grafo conexo). Designa-se por floresta
(respectivamente, arvore) maximal de G qualquer grafo parcial de G, que tenha o mesmo
nimero de conexidade que G e que seja floresta (respectivamente, arvore).

Exemplo 10.10 Consideremos o sequinte grafo simples,

o
G
I3 L2
Ty Zs
Ze
T €1
Gl GQ
@
T3 T2 T3 T2
T4 xT5 T4 '.Z’5
T6 L6

G1 e Go sdo duas drvores maximais, nao isomorfas de G

Defini¢ao 10.11 Chamamos grafo ponderado a um par (G, v) em que G = (X, U) €
um grafo e v € uma aplicacao de U no conjunto dos nimeros reais.
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Se u € U designa-se por valor /peso do arco u o numero real v(u) e designa-se por
valor de G, e representa-se por v(G), o nimero real

Vejamos dois algoritmos para determinar arvores maximais com valor minimo.

Algoritmo de Kruskal

Seja (G, v) um grafo ponderado, sendo G = (X, U) um grafo conexo com n vértices.
1?) Considere-se um arco u; de G que nao é lago e tal que

v(uy) = 151611111 v(u).

2°) Se os arcos uq,..., u; ja foram escolhidos, entao, sendo U; = {uy, ..., u;}, escolha-se
um arco u;41 tal que

(1) wips & Ui
(2) G' = (X, U; U{ui+1}) nao tem ciclos

(3) w;y1 € de entre os arcos que verificam as condigoes (1) e (2), um com valor minimo.

39) Se ja foram escolhidos n—1 arcos, entao o algoritmo termina. Caso contrario, repita-se
29).

Exemplo 10.12 Consideremos o sequinte grafo ponderado

2

Calculemos, usando o Algoritmo de Kruskal, uma drvore mazximal de valor minimo.
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cujo valor é1+14+1+24+3 =28

Algoritmo de Prim
Seja (G, v) um grafo ponderado, sendo G = (X, U) um grafo conexo com n vértices.

1°) Considere-se um vértice arbitrario de G, que designamos por z.

2°) Escolha-se um arco u; de G, incidente em x1, que nao seja lagco e que tenha valor

minimo.
3°) Se os arcos uy, ..., u; ja foram escolhidos, sendo as suas extremidades os elementos
do conjunto X; = {x1,..., %41}, escolha-se qualquer arco u;4+1 = {x;, x1} tal que

rj € Xjex, € X; e ujp1 6 de entre todos os arcos de G com precisamente uma
extremidade em X; que ainda nao foram escolhidos, um arco com valor minimo.

4°) Se ja foram escolhidos n—1 arcos, entao o algoritmo termina. Caso contrario, repita-se
39).

Exemplo 10.13 Com o grafo ponderado do exemplo anterior,

2

calculemos uma drvore mazimal de valor minimo, mas utilizando o Algoritmo de Prim e
partindo do vértice x1.

X1 x1 L1
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x7 I

cujo valor €1 +14+14+2+3=28

Observagao Se temos um grafo simples conexo e queremos uma sua arvore maximal,
podemos usar qualquer um dos algoritmos anteriores bastando para isso, atribuir o mesmo
valor a todos os arcos do grafo.

Em geral, em termos de implementagao em computador, o Algoritmo de Prim é mais
rapido do que o de Kruskal.

A demonstracao do Algoritmo de Kruskal (respectivamente, de Prim) pode encontrar-se
nas paginas 63 e 64 (respectivamente, 66 e 67) de “J. Clark, D. A. Holton, A First Look at
Graph Theory, World Scientific, 1991”.



Capitulo 11

Grafos Eulerianos

11.1 Grafos Eulerianos. Algoritmo de Fleury

Como ja o referimos, é neste capitulo que iremos tratar de resolver o problema das pontes
de Konigsberg.

Uma charada muito conhecida, deste tipo de problemas, é a seguinte:
A seguinte figura

pode ser desenhada através de quatro tragos continuos. E serd possivel através de trés?
Neste capitulo veremos que tal nao é possivel.

Definicao 11.1 Seja G = (X, U) um multigrafo. Chamamos cadeia euleriana a uma

cadeia simples contendo todos os arcos de G e ciclo euleriano a um ciclo contendo todos
os arcos de G.

Se G é um multigrafo orientado, substituindo na definicao “cadeia” por “caminho” obtém-
se as correspondentes definicbes de caminho euleriano e de circuito euleriano.

111
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Definicao 11.2 Um multigrafo diz-se euleriano se admite um ciclo euleriano e semi-
euleriano se admite uma cadeia euleriana aberta.

Observagao
1. Nao existem multigrafos simultaneamente eulerianos e semi-eulerianos.

2. Para determinar se um multigrafo é euleriano ou semi-euleriano nao podemos consid-
erar que é equivalente efectuar tal estudo no grafo simples que lhe esta associado. Por
exemplo, o multigrafo

Z2

U1 Uz

tem um ciclo euleriano x1, w1, T3, ug, x1 € 0 mesmo nao sucede no grafo simples

Z2

3. Se um multigrafo admite uma cadeia euleriana entao, no maximo, uma componente

conexa do multigrafo é um multigrafo nao nulo.

Teorema 11.3 (i) Um multigrafo conexo G, com n > 2 vértices, tem um ciclo euleriano

se, e s0 se, todo o vértice de G tem grau par.

(ii) Um multigrafo conexo G, com n > 2 vértices, tem uma cadeia x —y euleriana, com
T £y se, e s0se, x ey sao os unicos vértices de G com grau impar.

Demonstragao Para o estudo da existéncia de cadeias eulerianas abertas ou fechadas, num
multigrafo G podemos considerar, sem perda de generalidade, que G nao tem lagos.

(i) Suponhamos que G = (X, U) é um multigrafo conexo, com n > 2 vértices, que tem
um ciclo euleriano. Seja

C: 1, U, 2, U2y..., Tk, Um, L1

um ciclo euleriano de G, sendo m o nimero de elementos da familia &/. Como G é
conexo e C' inclui todos os arcos de (G, podemos afirmar que todo o vértice de G esta
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em C. Seja x um vértice de G e seja r o nimero de vezes que x ocorre na sequéncia
L1, UL, T2, U2..., Ty Um.

Como todos os arcos de C sao distintos, podemos afirmar que

d(x) > 2r,

mas, C inclui todos os arcos de G, logo, d(z) = 2r. Concluimos entdao que todo o
vértice de G tem grau par.

Reciprocamente, suponhamos que G = (X, U) é um multigrafo conexo, com n > 2
vértices, em que todo o vértice tem grau par e demonstremos por inducao sobre o
numero m de arcos, que G tem um ciclo euleriano.

Sem perda de generalidade, consideraremos que G nao tem lagos. Se todo o vértice
tem grau par, G é conexo e n > 2 entao m > 2.

Se m = 2 entao G é isomorfo a

que tem um ciclo euleriano.

Suponhamos que o resultado é verdadeiro para todo o multigrafo conexo, sem lacos,
com n > 2 vértices, com numero de arcos inferior a k, em que todo o vértice tem
grau par e demonstremos que €, ainda, verdadeiro para todo o multigrafo conexo, sem
lacos, com n > 2 vértices, com exactamente k arcos e tendo todo o vértice grau par.
Seja G = (X, U) um multigrafo verificando estas condigoes.

Como G é conexo, com n > 2 vértices, G nao tem vértices de grau zero. Se G nao
tivesse um ciclo, G era uma arvore, o que implicava que existiriam dois vértices de
grau 1, contrariando a hipétese de todo o vértice ter grau par.

Seja C' um ciclo de G com comprimento maximo.

Suponhamos que C nao inclui todos os arcos de G e seja G’ = (X, U') o grafo parcial
de G que se obtém eliminando em G os arcos de C. Em G, temos, dg/(z) é par, para
todo o x € X porque se x é vértice de C, entao

dey (:E) = dg(.’L’) — 2k, com k; € IN
e se x nao é vértice de C, entao

dgl (a?) = dG (1‘)

Como todo o vértice de G tem grau par, concluimos que todo o vértice de G’ tem
grau par. Como G é conexo e G’ tem pelo menos um arco, existe um arco u = {x, y}
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de G', com z vértice de C. Seja H a componente conexa de G’ de que u faz parte.
H é um multigrafo conexo, sem lagos, com nimero de vértices superior ou igual a 2
em que todo o vértice tem grau par e com nimero de arcos inferior a k. Atendendo a
hipétese de indugao, H tem um ciclo euleriano, que contem o vértice z,

' T, Uy, Y1, Y1, UL, @
emqueu, e, i=1,...,rey; € X,j=1,....,r—1
Porque x é vértice de C,
C: Ty ULy, Z1y---y Zh1, Uh, T
emquew; €U, i1 =1,...,hez;€X,j=1,...,h—1. Entao
Ty, U1, Z1y-+-4y Zh—1, Up, T, ’U,ll, Yiyoeoy Yr—1, U;, T

¢ um ciclo em G mas com comprimento superior ao de C, que por hipétese tem
comprimento maximo. Contradi¢ao. Logo, G tem um ciclo euleriano.

Usando o principio de indugao obtemos o resultado.

(ii) Seja G = (X, U) um multigrafo conexo, com n > 2 vértices. Seja z ¢ X. Atenda-se a
que G tem uma cadeia x — y euleriana, com x # y, se, e sé se, o grafo

A~

G=(XU{z}, UU{x, 2z} U{y, z}), com z ¢ X
tem um ciclo euleriano.
Por (i) tal sucede se, e s6 se,
de(xi) € par, para todo o z; € X U {z}.

Como

de(z) = da(z) + 1,

de(y) = da(y) + 1
de (i) = da(w:),

para todo o z; € X \ {z, y}, concluimos que G tem uma cadeia z — y euleriana, com

I

x #y, se, e 86 se, x e y a0 os Unicos vértices de G com grau fmpar. O

Regressando a pergunta que foi feita no inicio deste capitulo: Sera possivel desenhar a
seguinte figura com trés tracos continuos?
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Construamos o seguinte grafo: os vértices correspondem ao ponto de encontro de duas
rectas da figura e dois vértices sao adjacentes, se os dois pontos a que correspondem estes
dois vértices, na figura, estao unidos por uma recta. Este grafo tem doze vértices, sendo
oito deles de grau impar. Colocando mais trés rectas na figura inicial, obtemos a figura

que pelo Teorema, pois o grafo que lhe estd associado tem s6 dois vértices de grau impar,
tem uma cadeia euleriana. Entao, com menos de quatro tracos continuos, nao conseguimos

desenhar a figura inicial (cada recta que acrescentdmos a figura, corresponde a uma descon-
tinuidade).

Teorema 11.4 (i) Um multigrafo orientado conexo G = (X, U), com n > 2 vértices,

tem um circuito euleriano se, e so se,

para todo o x € X.

(ii) Um multigrafo orientado conexo G = (X, U), com n > 2 vértices, tem um caminho
x —y euleriano, com T # y se, e 6 se,

dt(z) =d (z) - 1,

d™(y) =d (y) + 1,
d* (a;) = d” (i),
para todo o x; € X \ {z, y}.

Sendo G = (X, U) um multigrafo euleriano, como determinar um ciclo euleriano? O
algoritmo seguinte, dd-nos a resposta.

Algoritmo de Fleury

Seja G = (X, U) um multigrafo euleriano.

1° Escolha um vértice x1 de G.
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2° Sendo L :  x1, ui, T2,..., up, T uma cadeia simples, seja ugy1 = {x, 7} um arco
incidente em zj, que ndo pertence a L e que s6 é ponte de G' = (X, U\ {u1, ..., ug})
se nao existir mais nenhum arco incidente em z;, de G”.

3¢ Se dg/(x;) = 1, o algoritmo termina, caso contréario repita-se 2°.

Exemplo 11.5 Consideremos o grafo

Zs5
3@ ®Lg
T4
Z2 xTr
X1 L T

que € euleriano pois todos os seus vértices tém grau par. Utilizemos o algoritmo de Fleury
para determinar um ciclo euleriano. Ao longo do esquema, hd duas linhas de grafos mais
proézimas, em que os grafos da linha inferior estdo numa coluna distinta dos da linha supe-
rior. Os grafos da linha superior indicam o arco que apanhdmos cada vez que aplicimos a
algoritmo (o primeiro grafo indica-nos, unicamente, o vértice em que iniciamos o ciclo), e
os grafos da linha inferior indicam-nos quais sdo os possiveis arcos que temos para aplicar
o algoritmo, a partir do vértice considerado.

Zq

T2

1 @ { ] L J

T4
/ 2
1 G @ L J L J
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L5

Ty

T2

3@
30
[
T
[
([
Z1

I3

T2

Oxg
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®
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[ J
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Capitulo 12

Grafos Hamiltonianos

12.1 Alguns resultados sobre grafos Hamiltonianos

Consideremos o seguinte tabuleiro 3 X 4 em que as “casas”brancas estdo identificadas
com numeros e as “casas’pretas com letras,

E possivel, através de movimentos licitos, no jogo de xadrez, o cavalo percorrer todas as
“casas”do tabuleiro, comegando na “casa”’ntmero 1. Por exemplo,

1, ¢, 5, a, 3, ¢, 2,d, 6,0, 4, f.

Mas nao existe maneira do cavalo comecar e regressar a “casa’numero 1, depois de
percorrer todas as “casas”do tabuleiro.

Definigao 12.1 Seja G = (X, U) um grafo. Chamamos cadeia hamiltoniana a uma
cadeia elementar que contenha todos os vértices de G e ciclo hamiltoniano a um ciclo
elementar que contenha todos os vértices de G.

Se G é um grafo orientado substituindo, nas definigdes anteriores “cadeia”por “cam-
inho”obtém-se as correspondentes definicoes de caminho hamiltoniano e de circuito
hamiltoniano.

119
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Definicao 12.2 Um grafo diz-se hamiltoniano se admite um ciclo hamiltoniano e semi-
hamiltoniano se admite uma cadeia hamiltoniana aberta.

Observagao
1. Todo o grafo hamiltoniano é semi-hamiltoniano.
2. Se um grafo admite uma cadeia hamiltoniana entao é conexo.
3. Se um grafo orientado admite um circuito hamiltoniano entao é fortemente conexo.

4. Nao ha perda de generalidade em enunciar os resultados referentes a existéncia de
cadeias hamiltonianas em termos de grafos simples e os resultados referentes a ex-

isténcia de caminhos hamiltonianos em termos de digrafos.

Proposigao 12.3 Se um grafo simples admite um ciclo hamiltoniano entao ndo tem pontes.

Demonstragao Seja G = (X, U) um grafo simples que admite um ciclo hamiltoniano.
Logo G é conexo. Suponhamos que u = {z, y} é uma ponte de G.

G — u = G’ tem duas componentes conexas, uma contendo o vértice x e outra o vértice
V.

Seja C' um ciclo hamiltoniano em G. Como C inclui todos os vértices de GG, entao os
vértices x, y sao vértices de C. Logo, existe uma cadeia x —y em G’, o que é impossivel. O

O reciproco da Proposigao anterior nao é verdadeiro. O grafo associado ao problema
que colocdmos no inicio do capitulo, é um grafo cujos vértices correspondem as “casas”do
tabuleiro e dois vértices sdo adjacentes se for possivel ao cavalo deslocar-se duma das
“casas”’para a outra, através de um movimento licito. Neste caso, tabuleiro 3 x 4, temos o
grafo bipartido
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Pretendia-se saber se existe maneira do cavalo comegar e regressar a “casa”’nuimero 1, depois
de percorrer todas as “casas”do tabuleiro. Para existir um tal percurso, teria de existir um
ciclo hamiltoniano, neste grafo. Ora, como certos vértices tém grau dois, teriamos de ter as
sequéncias

2, f, 4 4, b, 6 6, d, 2.

Mas isto obrigaria a termos o ciclo
27 f’ 47 b? 67 d7 2

que nao é um ciclo hamiltoniano.

Proposigao 12.4 K,,, com n > 3, tem um ciclo hamiltoniano.

Este ciclo é o grafo parcial de K, isomorfo a C,.

Teorema 12.5 Seja G = (X, U) um grafo simples, com n > 3 vértices, tal que
d(z) +d(x') > n, Vo, 2’ € X ndo adjacentes.

Entao, G ¢ hamiltoniano.

Corolério 12.6 Seja G = (X, U) um grafo simples, com n > 3 vértices, tal que

d(x) > n

_57 VCCGX.

Entao, G ¢ hamiltoniano.

Exemplo 12.7 Consideremos os grafos

Usando o Coroldrio anterior, porque d(x) > 3, qualquer que seja o vértice do grafo A, e

6 € o numero de vértices deste grafo, concluimos que o grafo tem wm ciclo hamiltoniano.

No caso do grafo B, o Coroldrio ndo pode ser usado, no entanto pelo Teorema, podemos
concluir que este grafo também tem uwm ciclo hamiltoniano.



Capitulo 13

Matrizes e Grafos

13.1 Matriz de Adjacéncias

Uma outra forma de representar um grafo é através de uma matriz quadrada de ordem

igual a ordem do grafo.

Defini¢ao 13.1 Chamamos marcagao dos vértices de um grafo G = (X, U), com |X| =
n, a uma aplicagao bijectiva v de X em {1,..., n}.
Um grafo marcado nos vértices é um par (G, ¥) em que G é um grafo e ¥ é uma

marcacao dos vértices de G.

Definigao 13.2 Seja G = (X, U) um digrafo marcado nos vértices, com (G, ¢) e X =
{1,..., n}. Chamamos matriz de adjacéncias de G, em rela¢io a marcagao ¥, a matriz
A(G) = [asj], de ordem n, tal que

. 1 se(xy, xj) el
CEvE) T 0 se (z, ;) U

Seja (G, 1) um grafo marcado nos vértices, com G = (X, U) e X = {1,..., n}.
Referimo-nos & marcagao (z;,,..., x;,) para designar a marcagao ¢ tal que
w(l'lj):]a ]Zlvan

Exemplo 13.3 Consideremos o digrafo G

122
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x1 x2

x3 Zq

A matriz de adjacéncias de G, em relacdo a marca¢ao (x1, T2, x3, T4) € a matriz

0111
0000
0000
1000

A(G) =

E em relagdo a marcagao (x2, x3, 1, T4) € a matriz

0000
0000
1101
0010

A(G) =

As matrizes de adjacéncias de um digrafo em relacdo a marcagoes diferentes sdo, em
geral, diferentes.

Proposicao 13.4 Sejam A e A" matrizes de adjacéncias de um digrafo G = (X, U) em
relacao a marcacoes diferentes dos seus vértices. Entao, existe uma matriz de permutacdo
P tal que

A= PAP™!

(uma matriz de permutacao de ordem n € uma matriz que se obtém da matriz identidade
de ordem n efectuando uma troca nas suas linhas).

Observagao
1. Sendo G = (X, U) um digrafo com X = {z1,..., z,}, referimos marcagao usual
dos vértices de G, a marcagao (x1,..., ,). A matriz de adjacéncias de G, em relacao

a marcacao usual, é a matriz A = [a;;] em que

1 ose(x, x;) €U
YN0 se (zi, zj) U
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2. Através da matriz de adjacéncias A = [a;;] de um digrafo G, em relacdo a marcacao
(z1,..., x,), podemos determinar o grau exterior e o grau interior de cada vértice de

G.
d*(z;) = Z Qij s
j=1

isto é, é a soma dos elementos da linha 7 de A, ou equivalentemente, o ntimero de

elementos da linha 7 que sao iguais a 1, e
n
d*(yc,) = Zaﬁ,
=1

isto é, é a soma dos elementos da coluna 7 de A.

Exemplo 13.5 Considerando o grafo do exemplo anterior, cuja matriz de adjacéncias em

relagdo a marcagao (r1, x2, T3, T4), dos seus vértices €

0111
0000
AG=10000
1000
temos
Zalj:3:d+(x1)
=1
e

Zajg =1= di(xg).
j=1

Teorema 13.6 Seja G = (X, U) um digrafo marcado nos vértices e A = [a;;] a matriz de

adjacéncias de G, em relagdo a marca¢ao usual (xy,..., x,). Entdo, na matriz
T _ g
AAT = [s4]
s;j representa o numero de sucessores simultaneos de x; e xj, isto €,

sij = |07 () N0 ().

Demonstracao O elemento da linha ¢ coluna j de AAT ¢
Sij = ;1051 + 2052 + ... + AinQjn.

Se i = j tem-se
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2 2 2
Sij = ai1+ai2+...+am
_ _ gt
=apn+ag+ ...+ ap,=d (z;)
e, portanto, s; é igual ao nimero de sucessores de x;.

Se i # j, os vértices x; e x; tém o vértice x, como sucessor simultaneo se, e s6 se,
(zi, o) € U e (x5, xp) € U. Mas isto sucede se, e s6 se, a;; = 1 e aj, = 1, ou ainda, se, e

s6 se, a;ra;; = 1. Pelo que o resultado se verifica. O
Definicao 13.7 Seja G = (X, U) um grafo simples, com X = {1,..., n}. Chama-se
matriz de adjacéncias de G, em relagio a marca¢io (r1,..., Tn) dos seus vértices, a

matriz A(G) = [ai;], de ordem n, tal que
0= 0 sei=j ou{x;, xzj} ¢U
1 sed{w, ziteld
Observagao
1. A matriz de adjacéncias de um grafo simples tem todos os elementos diagonais nulos.

2. A matriz de adjacéncias de um grafo simples tem a propriedade de ser simétrica, isto
é, A= AT,

Teorema 13.8 Seja A = [a;j] a matriz de adjacéncias de um grafo simples G = (X, U),

em relagdo a marcagdo usual (x1,..., x,). Entdo, na matriz
k
AF = [al(»j)], com k € N,
az(-j) € igual ao nimero de cadeias x; — x; com comprimento k, existentes em G.

Demonstragao Faremos a demonstracao por indugao em k.
Para k = 1, o resultado é vélido, pois para i = j, a;; = 0 e, para i # j, a;;j = 1 se, e
sé se, {z;, z;} € U. Como num grafo simples nao existem arcos paralelos, a;; representa o

nimero de cadeias x; — x;, com comprimento 1, existentes em G.

Suponhamos entdo que na matriz A"~ = [ag_l)], ag_l) ¢é igual ao nimero de cadeias
x; — xj, de G, com comprimento [ — 1, e demonstremos que em Al = [ag-)], ag;) é igual ao
numero de cadeias z; — x;, de GG, com comprimento [.
Tem-se
Al _ Al—lA
pelo que

n

0 _ (=1

a;j —Zais Agj.
s=1
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(1-1)

De acordo com a hipétese de inducao, a;, ' é igual ao nimero de cadeias x; — x5, de G,

com comprimento [ — 1. Entao,
(I-1)

Qg Usj

é igual ao ntimero de cadeias x; — xj, de G, com comprimento ([ —1) +1 = e tendo como
pentiltimo vértice xs. Logo, o resultado é verdadeiro para I. Pelo principio de inducao,
temos que o resultado é verdadeiro. O

Observagao Substituindo no Teorema anterior, “grafo simples”por “digrafo”’e “cadeia” por
“caminho”, obtemos um resultado valido.

Exemplo 13.9 Com o exemplo anterior, vejamos se em G existem caminhos x4 — x3 de
comprimento 2. Ora,

1000
0000
0000
0111

A(G)? =

Como esta matriz, tem na posicio (4, 3) um elemento nao nulo, usando o Teorema,
existe um caminho de x4 — x3, em G.
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