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1.1 Conjuntos, relacoes binarias e inducao matematica
1. Sejam A =1{1,2,3,4}, B={1,2,4} e C = {2,3,4}. Indique os elementos de:

2. Sejam X = {{0}} e Y = {0),{0}}. Determine os elementos de X x Y.
3. Sejam A, B, C' e D quatro conjuntos. Mostre que:

(a) Ax B=0seesése A=0ou B =0

(b)) Ax B=Bx Aseesése Ax B=(ouA=DB,
(c) SeACCeBCDentso AxBCCxD;

(d) Ax(BNC)=(AxB)N(AxC);

) A
e) Ax(BUC)=(AxB)

( U((Ax(C);
(f) (ANB)xC=(AxC)N(BxC);
(g) (AUB)xC=(AxC)U(Bx();
(h) (ANB)x (CND)=(AxC)N(BxD)Nn(Ax D)n (B xC);

(i) SeC#0eAxC=DBxC entdo A= B.
4. Seja X = {0}. Diga, justificando, se sdo verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacdes:
(a) X =0,
(b) 0 é simultaneamente elemento e subconjunto de X;
(c) P(0) = X.
5. Indique todos os subconjuntos de {0, {0} }.
6. Seja A = {z € N |z é um quadrado perfeito menor que 10}.
(a) Justifique quese X = {4,9} e Y ={—1,1} entdo X € P(A) e Y € P(A);
(b) Defina P(A) em extensio;
(c) Justifique que se B = {z? | x € N} entdo P(A) C P(B).
7. Sejam A e B dois conjuntos. Mostre que P (A) NP (B) =P (AN B).

8. Sejam A e B dois conjuntos. Prove que P (A) UP(B) C P(AU B). Mostre, com um exemplo,
que a igualdade P (A) UP (B) = P (AU B) n3o é verdadeira (em geral).

9. Determine os elementos de P(P(P(())).

10. Sejam X ={X; |i € I} eY = {Y; | i € I} duas familias ndo vazias de conjuntos tais que Y; C X,
para qualquer ¢ € I. Mostre que:
(a) Uy c UX (i-e' UieIYi < Uie[ Xi);
(b) NY € NX  (ie. Ne; Ys € Nics Xi)-



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19

20.

Sejam X = {X; | i € I} uma familia de conjuntos e ) C J C I. Mostre que:

(a) Uz’eJ X; C Uie[ Xi;
(b) ﬂief X C mieJ Xi.

Sejal ={1,2,3} e, paracadai € I, seja A; = {i,i+1,i+2,i+3}. Determine (,.; A; e J,c; Ai-
Seja X = {{0},{{0}}}. Determine os elementos de P(X), UX, P(UX) e de UP(X).
Seja X = {{0},{1,2},{2,3},{1,3}}. Determine os elementos de UX e de NX.

Determine (), .+ Xn € U,,en+ Xn e€m cada um dos seguintes casos:

(a) Para cada n € N*, X,, = [-%, L] (intervalo real);
(b) Para cadan € N*, X,, = [—% i;
(c) Paracadan e Nt, X, =] — 1 0];
(d) Para cadan € N, X, =] — 2 0];
11 4
(e) Paracadan e Nt X, = [ " ”1 " impar
] =+, =] népar;
1 ,
N ~J ]—=+,0] néimpar
(f) ParacadanGN,Xn_{]_%’O[ n é par

Seja X um conjunto. Prove que UP(X) = X.

Seja X uma familia ndo vazia de conjuntos. Mostre que X C P(UX). Em que condigdes se verifica
a igualdade?

Sejam X uma familia ndo vazia de conjuntos e A € X. Mostre que P(A) € P(P(UX)).

Indique os dominios e as imagens das seguintes relagdes sobre os conjuntos indicados:

(a) Ry ={(1,1),(2,2),(1,5),(1,3),(2,3)} de X ={1,2,3,4} em Y = {1,2,3,4,5};

(b) Ry ={(1,1),(2,2),(1,5),(1,3),(2,3)} de X ={1,2,3,4,5} em Y = {1,2,3,5};

(c) Ry ={(1,1),(2,2),(1,5),(1,3),(2,3)} de X = {1,2} em Y = {1,2,3,5};

(d) Ry ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,1),(1,3),(3,1)} de X ={1,2,3,4,5} em X

(e) Rs ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,5),(5,1),(5,1),(1,3),(3,1)} de X = {1,2,3,4,5}
em X;

(f) Rs = {(1,5),(5,1),(3,5), (5,1),(1,3),(3,1)} de X = {1,2,3,4,5} em X;
5,1),(3,5), (5,1),(1,3),(3,1)} de X = {1,2,3,4,5} em

—~
o
~
F
~
—~
[S—
—_
P
—
0o
[\
~
—~
ot
Ot
~—
—~
[u—
ot
~—
—~

(h) Rs ={(1,1),(2,2),(4,4),(5,5),(1,5),(5,1),(3,5),(5,1)} de X = {1,2,3,4,5} em X.
Considere as relagdes do Exercicio 19 como relagdes bindrias sobre o conjunto X = {1,2,3,4,5}.

(a) Represente cada das relagdes por meio de um diagrama.

(b) Represente cada das relagdes por meio de uma matriz de adjacéncias.



21. Determine os dominios e imagens das seguintes relacdes binarias sobre R:
(@) R={(z,y) eR? |y >2?};
(b) S={(z,y) eR*|y* =1~ 5}

22. Indique todas as (dezasseis) relagdes bindrias que se podem definir sobre um conjunto com dois

elementos e classifique-as quanto a reflexividade, irreflexividade, simetria, anti-simetria e transitivi-
dade.

23. Dé um exemplo de uma relagdo bindria definida sobre o conjunto {1,2,3,4} que seja:

Reflexiva, n3o simétrica e n3o transitiva;

o W

Reflexiva, simétrica e nao transitiva;

Reflexiva, anti-simétrica e ndo transitiva;

—_~ o~
o 0

Reflexiva, n3o simétrica e transitiva;

Irreflexiva, ndo simétrica, ndo anti-simétrica e transitiva;

(0]

—~
)

Irreflexiva, simétrica e transitiva;

Irreflexiva, ndo simétrica e n3o transitiva;

>

Irreflexiva, simétrica e ndo transitiva:

Irreflexiva, anti-simétrica e n3o transitiva;

—~

Irreflexiva, ndo simétrica e transitiva;

—
—.

— —~ o~
~ oQ
~— v N N N N N N N N N N N

Reflexiva, ndo simétrica, nao anti-simétrica e transitiva;

Reflexiva, simétrica e transitiva;

—~

N3o irreflexiva, n3o reflexiva, ndo simétrica, ndo anti-simétrica e transitiva;

3

N3o irreflexiva, nao reflexiva, simétrica e transitiva.

—~
>

24. Classifique quanto a reflexividade, irreflexividade, simetria, anti-simetria e transitividade as seguintes
relacbes R definidas no conjunto Z dos niimeros inteiros:

(a) (z,y) € R seesése x=y>%

(b) (z,y) € R seesése x>y;

(c) (z,y) € R seesbése x>y,

(d) (z,y) € R seesése x=y;

(e) (z,y) € R seesése x divide y;

(f) (z,y) € R seesése 3dividex —y.

25. Sejam R e S duas relagcGes bindrias definidas sobre um conjunto X. Mostre que:

) Se R e S s3o reflexivas entdo RNS e RU S sdo reflexivas;

) Se R e S s3o irreflexivas entdo RN S e RU S sio irreflexivas;

) Se R e S sdo simétricas entdo RN .S e RU S sdo simétricas;

) Se R e S sdo transitivas entdo RN S € transitiva; (O que pode afirmar acerca da relagdo
RUS?)

(e) Se R e S sdo anti-simétricas entdo R N S é anti-simétrica. (O que pode afirmar acerca da
relagdo R U S7?)
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32.

33.
34.

35.

Seja R uma relagdo bindria definida sobre um conjunto X. Mostre que:

(a) Se R é reflexiva entdo R~ é reflexiva;
(b) Se R é irreflexiva entdo R™! é irreflexiva;
(c) Se R é simétrica entdo R™! é simétrica;
(d)
(¢)

€

Se R é transitiva entdo R~! é transitiva;

Se R é anti-simétrica entdo R~! é anti-simétrica.
Sejam R e S duas rela¢des bindrias definidas sobre um conjunto X.

(a) Mostre que se R e S sdo relagdes reflexivas entdo R o .S é reflexiva.
(b) Indique relagdes bindrias R e S tais que:
i. Re S sdo irreflexivas e Ro S é reflexiva (logo é também n3o irreflexiva);
ii. R e S s3ao simétricas e R oS nao é simétrica;
iii. R e S s3o anti-simétricas e R o S n3o é anti-simétrica;
iv. R e S sdo transitivas e Ro .S nao ¢ transitiva.

No conjunto {1,2,3,4} considere as relagdes binarias
R=1{(1,1),(1,2),(3,4),(4,2)} e S={(1,1),(2,1),(3,1),(4,4),(2,2)}

Indique os elementos das relagdes Ro S, SoR, R"'oR, R7'0S, S71oR, S710 S, So(S7toR),
(SoS™)oR Ro(R'0S)e(RoR 1)oS.

Sejam R uma relagdo de A em B e S uma relagdo de B em C'.

(a) Mostre que Dom(S o R) C Dom(R);
(b) Prove que, se Im(R) C Dom(S) entdo Dom(S o R) = Dom(R);

(c) Enuncie e demonstre resultados andlogos aos das alineas anteriores para Im(S o R).

Sejam R uma relacdo de A em B e S uma relacdo de B em C. Mostre que So R = () se e sé se
Im(R) N Dom(S) = 0.

Sejam R uma relagdo de A em B e sejam S e T duas relagdes de B em C'. Mostre que
(SoR)\(ToR)C(S\T)oR.
Averiglie se a inclusdo reciproca (i.e. (S\7T)o RC (SoR)\ (T o R)) é verdadeira.

Seja R uma relag¢do bindria definida sobe um conjunto X com pelo menos dois elementos (distintos).
Suponhamos que R é simétrica, transitiva e ndo reflexiva. Averigle se a relagio binaria sobre X

R=(XxX)\R
é reflexiva, simétrica, transitiva ou anti-simétrica.

Sejam R e S duas relacbes binarias reflexivas sobre um conjunto A. Mostre que R o S é reflexiva.

Sejam R e S duas relagdes bindrias simétricas sobre um conjunto A. Mostre que R o S é simétrica
seesdse RoS=SoR.

Sejam R e S duas relagdes bindrias transitivas sobre um conjunto A. Prove que, se RoS C So R
entdo S o R é transitiva.



36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Indique se cada uma das relagdes bindrias sobre o conjunto X = {1,2,3,4,5} a seguir apresentadas
é uma relacdo de equivaléncia e, em caso afirmativo, determine as respectivas classes de equivaléncia:

(a) {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,3), (3, D}

(b) {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,3),(3,1),(3,4), (4,3) };

(c) {(1,1),(2,2),(3,3), (4, 4)};

(d) {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,5),(5,1),(3,5), (5,3),(1,3), 3, ) };
(e) {(x,y) € X x X | 4 divide = — y};

(f) {(z,y) € X x X | 3 divide = + y};

(g) {(z,y) € X x X | x divide 2 — y}.

Determine a relagdo de equivaléncia R definida sobre o conjunto X = {1,2,3,4} tal que:

(@) X/R={{1,2},{3,4}};
(b) X/R={{1},{2},{3,4}};
(c) X/R={{1,2,3},{4}};
(d) X/R={{1,2,3,4}},

(¢)

e) X/R={{1},{2}, {3}, {4}}.

Considere a relacdo binaria R definida sobre o conjunto dos pares ordenados de niimeros inteiros,
Z, X 7., do seguinte modo: para quaisquer a,b,c,d € 7Z,

(a,b) R(c,d) seesése a+d=b+c.
Mostre que R é uma relacdo de equivaléncia.

Seja R uma relacdo bindria reflexiva e transitiva definida sobre um conjunto X. Prove que RN R~!
é uma relacao de equivaléncia sobre X.

Sejam R e S duas relacdes de equivaléncia definidas sobre um conjunto X. Justifique que RN S
é uma relagdo de equivaléncia sobre X (cf. Exercicio 25) e relacione as classes de equivaléncia de
RN S comasde RedeS.

Averigle se a relacao binaria R definida sobre Z por

mRn seesdése m —mn épar,
para quaisquer m,n € 7Z, € uma relacdo de equivaléncia.
Averigle se a relacdo binaria .S definida sobre Z por

mSn seesbése |m—n|<1,
para quaisquer m,n € Z, é uma relacdo de equivaléncia.
Considere a seguinte relacao R definida em Z x Z por

(a,b) R (¢,d) seesdse ad=bc,

para quaisquer a, b, ¢, d € Z. Verifique se:

(a) R é uma relagdo de equivaléncia sobre Z x Z;

6



(b) RN((Z\{0}) x (Z\{0})) é uma relagdo de equivaléncia sobre o conjunto (Z\{0}) x (Z\{0}).

44. Considere a relagdo R definida sobre o conjunto X = {1,2,3,4} representada pelo diagrama
seguinte:

(a) Determine a matriz das adjacéncias da relagdo R.

(b) Indique, justificando, se R é reflexiva, simétrica ou transitiva.

45. Seja R uma relag3o definida num conjunto X e Y um subconjunto de X. Seja Ry = RN (Y xY)
(a que chamamos relagdo induzida em Y por R).

(a) Mostre que:
i. Se R é reflexiva entdo Ry é reflexiva;
ii. Se R é simétrica entdo Ry € simétrica;
iii. Se R é anti-simétrica entdo Ry é anti-simétrica;
iv. Se R é transitiva entdo Ry ¢é transitiva.
(b) Conclua que:

i. Se R é uma relacdo de equivaléncia sobre X entdo Ry é uma relacdo de equivaléncia
sobre Y';

ii. Se R é uma relacdo de ordem parcial sobre X entdo Ry é uma relacdo de ordem parcial
sobre Y.

46. Seja R a relagdo definida sobre o conjunto X = {1,2,3,4} cuja matriz das adjacéncias é

1 1
1 1
1 0
1 1

o O O

1
1
0
1
(a) Represente a relagdo R por meio de um diagrama.
(b) Indique, justificando, se R é reflexiva, simétrica ou transitiva.
47. Considere o conjunto X = {1,2,3,4} e a relagdo
R = {(17 1>> (17 2)7 (17 3)7 (174)7 (27 1)7 (27 2)7 (274)7 (37 1)7 (4> 1)7 (47 2)7 (47 4)}
sobre X.

(a) Represente a relagdo R por meio de um diagrama.

(b) Indique, justificando, se R é reflexiva, simétrica ou transitiva.



48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

Sejam R; e R» relacdes de ordem parcial definidas nos conjuntos X; e X5, respectivamente. Defina-
se uma relacao R no conjunto X; X X5 do seguinte modo: para quaisquer 1,1, € X7 € T9,ys € Xo,

(96’1,952)]%(91,3/2) seesése xRy e x2 Ryys.

Mostre que R é uma relacdo de ordem parcial sobre X; x X,. Supondo que R; e R, sdo relacdes
de ordem total, podemos ainda garantir que R é uma relacao de ordem total?

Considere o conjunto A = {a,b,c,d, e} e a relagdo binaria
R ={(a,a),(a,b),(a,c),(a,d),(a,e), (b,b), (b,d), (c,c),(c,d), (d,d),(e,e)}
definida sobre A.

(a) Represente a relagdo R por meio de um diagrama.
(b) Prove que R é uma relagdo de ordem parcial sobre A.

(c) Indique, justificando, se R é uma relagdo de ordem total sobre A.

Considere a relacdo R definida sobre o conjunto Z dos niimeros inteiros do modo seguinte: dados
a,be,

a Rb se e s se existe ¢ € Z tal que ac = b.

Verifique se:

(a) R é uma relagdo de equivaléncia sobre Z;

(b) R é uma relagdo de ordem parcial sobre Z.

Seja X um conjunto. Mostre que (P(X), C) é uma cadeia se e s6 se X € o conjunto vazio ou X é
um conjunto singular (i.e. com um sé elemento).

Considere em N a seguinte relagdo binaria:
a|b (lé-se a divideb) <= (3ce N)ac=0,
para quaisquer a,b € N. Mostre que (N, |) é um conjunto parcialmente ordenado.

Para n € N*, sejam X,, = {1,2,...,n} e D,, o conjunto dos divisores inteiros positivos de n.
Considere os conjuntos parcialmente ordenados (X,,,|) e (D,,|) cujas relacdes de ordem parciais
sdo as induzidas pela r.o.p. de (N, |) (cf. os exercicios 45 e 52).

(a) Construa os diagramas de Hasse de (X,,,|), paran € {1,2,...,15}.
(b) Construa os diagramas de Hasse de (D,,,|), para n € {1,2,...,24}.

Sejam X7 = {1,2,3,4} e X5 = {1,2,3} e considere os conjuntos parcialmente ordenados (X7, <)
e (X3, <), em que < é a ordem usual. No conjunto X = X; x X, considere a relacdo de ordem
parcial <. definida por

(x1,22) <c (Y1,y2) <= 21 <11 A2 <5y,

para quaisquer x1,y; € X e 9,y € Xy (cf. Exercicio 48). Construa o diagrama de Hasse do
c.p.o. (X,<,).

Seja X ={1,2,3,4}. Construa o diagrama de Hasse do c.p.o. (P(X), Q).

8



56. Sejam <; e <, relagdes de ordem parcial definidas nos conjuntos X; e X5, respectivamente. No
conjunto X = X; x X defina-se uma relacdo < do seguinte modo: para quaisquer x1,y; € X1 e
To, Y2 € Xy,

(z1,72) < (y1,92) seesdse (z1#y Az <iy1) ou (z1=y1 Ax2 <y ).
(a) Mostre que < é uma relagdo de ordem parcial sobre X; x X5. Supondo que <; e <, sdo

relacdes de ordem total, podemos ainda garantir que < é uma relacao de ordem total?

(b) Considere os c.p.o.'s X = {0,1} com a ordem usual e Y = {a,b,c} com a ordem R =
{(a,a), (b,0), (¢, c), (¢, a), (¢, b)}.
i. Construa os diagramas de Hasse de Y e do produto cartesiano de X7 por Xs.
ii. Sendo A = {(z,y) € X1 x Xy | yRc} indique, caso exista, o primeiro elemento de A.

57. Sejam X um conjunto. Uma relagdo bindria sobre X diz-se uma relacdo de ordem parcial estrita se
for irreflexiva e transitiva.

(a) Seja < um relagdo de ordem parcial sobre X. Considere a relagdo bindria < sobre X definida
por
r<y <= zF#Fyhzx<y,

para quaisquer x,y € X. Prove que < é uma relacao de ordem parcial estrita.

(b) Seja < um relagdo de ordem parcial estrita sobre X. Considere a relagdo bindria < sobre X
definida por
<y < xT=yVae<y,

para quaisquer x,y € X. Prove que < é uma relacdo de ordem parcial.

58. Verifique se R é uma relagao de ordem parcial sobre A, em cada um dos casos seguintes:
(a) A={a,b,c} e R={(a,a),(b,a),(b,b),(b,c),(c,c)};
(b) A=Re R={(z,y) ERxR | [z] < |y|};
(c) A=ReR={(z,y) e RxR||z| < |y|Vz =y}

Nos casos em que R é uma r.o.p., verifique se também é uma relacdo de ordem total.
59. No conjunto X = {1,2,3,4}, considere a seguinte rela¢do binaria
R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3), (4,4)}.

a) Mostre que R é uma r.o.p..

b
c

d

Verifique se R é uma r.o.t..

(a)
(b)
(c) Represente R por meio de um diagrama.
(d)

Represente R por meio de um diagrama de Hasse.

Sendo B = {2,3,4}, determine, se existirem, o minimo, o maximo, os elementos minimais, os
elementos maximais, o infimo e o supremo de B.

60. Considere o conjunto R dos nimeros reais com a ordem usual <. Determine, se existirem, o
minimo, o maximo, os elementos minimais, os elementos maximais, o infimo e o supremo dos
seguintes subconjuntos de R:



61.

62.

63.

64.

65.

66.

(a) [1,2[ (i) 1, 2[NQ; (a) [1,2[N(R\ Q); (v) [1.V2[N(R\ Q);

(b) [0,1]; ) [0, 1NQ; (r) [0, ] (R\ Q) () [0,v3] N (R Q);
@1-37:  ()]=3.V7INQ  (5]-37nR\Q; ) ]-V37NR\Q)
(d) ] =11 ()] = 1L1NQ (t)]—1 1[ (R\ Q); (D)1 - VT 1NR\ Q)
(€) ] =00, =3f; (m)]—o00,=3[NQ; (u)]—o0,=3]N(R\Q);

()]-o00.2i  (0)]-002NQ (V)] - o0, 2N(R\Q);

() [-2. 400l (o) [-2.+00[nQ  (w) [-2, +OO[0(R\@):

(h) 12,100l (p) ]2, +oo[Q: () 12, +oo[ (R \ Q)

Considere o c.p.o. (P({1,2,3,4,5}),C). Determine, se existirem, o minimo, o maximo, os elemen-

tos minimais, os elementos maximais, o infimo e o supremo de:

(a) A=P({1,2,3,4,5});

(b) B =P({1,2,3,4,5}) \ {0};

() C =P({1,2,3,4,51)\ {{1,2,3,4,5}}:

(d) D={X € P({1,2,3,4,5}) | X tem trés ou quatro elementos};

(e) E=7({1,2,3,4,5})\ D;

() F=7P({12,3,4,51)\ {0, {1}, {2}, {3}, {4} };

(€) G =P({1,2,3,4,5})\ {0, {1}, {2}, {3} };

(h) H =P({1,2,3,4,5})\ {{1,2,3,4},{2,3,4,5},{1,3,4,5},{1,2,4,5},{1,2,3,4,5}};
(i) I=P({1,2,3,4,5})\ {{2,3,4,5},{1,3,4,5},{1,2,4,5},{1,2,3,4,5}};

1) 7 9’({1 2,3,4,5) \ {0, {1}, {2}, {3}, {4}.{1,2,3,4,5} };

(k) K =P({1,2,3,4,5})\ {0, {1,2,3,4},{2,3,4,5}, {1,3,4,5}, {1,2,4,5}, {1,2,3,4,5}}.

Considere o c.p.o. (P(N),C) e seja B = {X € P(N) | X tem no maximo cinco elementos}.
Determine, se existirem, o minimo, o maximo, os elementos minimais, os elementos maximais, o
infimo e o supremo de B.

Mostre que uma relacdo R sobre um conjunto X é simultaneamente simétrica e anti-simétrica se e
sé se R Cidy.

Sejam A; e A, dois conjuntos disjuntos e sejam R; uma r.o.p. sobre A; e Ry uma r.o.p. sobre A,.

(a) Mostre que R; U Ry é uma r.o.p. sobre A; U As;
(b) Mostre que Ry U Ry U (A; x Ay) é uma r.o.p. sobre A; U Ay;

(c) Supondo que R; e Rs sdo ambas relagdes de ordem total, alguma das relagdes de ordem parcial
definida nas alineas anteriores é uma r.o.t.?

Seja R uma r.o.p. sobre um conjunto X. Considere o subconjunto P, = {a € X | a Rz}, para
cada z € X. Sejam z,y € A. Prove que z Ry se e sé se P, C P,.

Sejam (X, <) um c.p.o. e A e B dois subconjuntos de X tais que
Ve A)(JyeB)z<y e (VxeB)(FyecAz<y.
Mostre que:

(a) Para qualquer z € X, x é um majorante de A se e s6 se x é um majorante de B;

(b) Se AN B = entdo A e B n3o possuem elementos maximais.
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67. Sejam (A, <) um c.p.o., B um subconjunto de A e b € A. Prove que:

(a) bé ominimode Bseesésebe Bebéo infimode B;

(b

)
(c) béomaximode Bseesdésebe Bebéosupremo de B;
(d)

68. Utilizando o Principio de Indugao, prove que:

Se b é o minimo de B ent3o b é o Unico elemento minimal de B;

Se b é o maximo de B entdo b é o Unico elemento maximal de B.

(a) 4+10+ 16+ -+ (6n —2) = n(3n+ 1), para qualquer n € NT;
1)(2 1
(b) 12422 +3% +... 4 n? = nn + )6( nt ) para qualquer n € N*;
(=)™ n(n+1)
2

(C) 12_22+32_‘__+(_1)n+1n2:

69. Prove que:

, para qualquer n € N*.

() 1 N 1-3 T 1-3-5---(2n— 1) 1 1-3-5---(2n+1) o e
_ L comn ;
24 2-4-6 2:4-6-8---(2n+2) 2 2-4-6-8---(2n+2)
b ey -2 _ | | N+
()22_1+32_1+ +(7’L+1)2_1 4 2(n+1) 2(n+2) para quaquerne
1 1 1 n
= ) I e N*.
O T8 50 T Ran 1) dn g1 PR qualauern

70. Prove que:

1-3:5---(2n—1)
2-4.-6---2n
2 +1<2",comn23;

c) (1+z)">1+nx, comneNexeR tal que z > —1;
d) 2" > n? paran > 4;
(e) n*>n+1, comn > 2.

,comn € N*;

a

b

S

(@) 5
(b)
()
(d)

71. Prove que:

(a) 7 — 1 é divisivel por 6, para qualquer n € N*;

(b) 11™ — 4™ é divisivel por 7, para qualquer n € N¥;
7" — 3™ é divisivel por 4, para qualquer n € N¥;

n3 4 2n é um mdltiplo de 3, para qualquer n € N*;

1-3-5---(2n—-1) _ 1
2:4.-6---(2n) ~ Vn+1

1 2 n n?
73. P =+ =+ < , > 9.
roveque2+3+ +n+1 1 para n >

72. Prove que para qualquer n € N*,

1 1 1
74. Sejaup, =1+ =+ = +---+ —, para qualquer k € N*. Prove que ugn > 1+ g, para qualquer

2 3 k
n € N.
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75. Mostre, usando o Principio de Inducao, que:

76.

77.

78.

79.

80.

1
(a) Zj(j 1) = nil’ para qualquer n € N7;

& 2n)!
(b) H(Zj —1) = %, para qualquer n € N7;

, n!2
7j=1
n+1 1 5
(c) - < —, para qualquer n € N*;
on +7 76

(d) i = (@) , para qualquer n € NT;

a;+---+ap . , . )
, para quaisquer numeros reais nao negativos ai,...,a, € para

qualquer natural n GWIL\I*.
Mostre, usando o Principio de Inducdo, que sendo a; =2 e a,, = 3 + a,,_1, para n > 2, entao
a, =3n —1,
para qualquer n € N7

Mostre, usando o Principio de Inducao, que sendo ug = a € u, = 2u,_1 + b, com a,b € R, para
qualquer n € N*, ent3o

u, = a2 4+ b(2" — 1),

para qualquer n € N.

Considere a sucessdo (b, )nen definida por by = 2, by = 3 e b, = 3b,,_1 —2b,,_2, paran > 2. Mostre
que

b, = 142",

para qualquer n € N.

Considere a sucessdo (¢, )nen definida por cg = 1, ¢; =0 e ¢, = 4¢,, 1 —4¢, o, paran > 2. Mostre
que

n n
cp =2" —n2",

para qualquer n € N.

Considere a sucessdo (v, )nen definida por v = 7, v1 = 16 e v, = 5v,_1 — 6V, _o, para n > 2.
Mostre que

v, =5-2"+2-3",

para qualquer n € N.
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1.2 Funcoes

1. Indique todas as aplicagdes do conjunto X = {1,2} no conjunto Y = {a, b}.

2. Considere as fungdes f : R — R e g : R — R definidas por f(z) = |z| e g(z) = max{z, —z},
para qualquer x € R. Mostre que f = g.

3. Considere as fungdes f : RxR — R e g: R x R — R definidas por f(z,y) = %lz_yl e
g(z,y) = max{z,y}, para qualquer (z,y) € R x R. Mostre que f = g.

4. Considere as fungdes f : RXR — R e g: R x R — R definidas por f(z,y) = ”y_TM e
g(x,y) = min{x, y}, para qualquer (z,y) € R x R. Mostre que f = g.

5. Sejam X e Y dois conjuntos, f : X — Y uma aplicacdo, A e A’ dois subconjuntos de X e, ainda,
B e B’ dois subconjuntos de Y.

(a) Mostre que:
i f(0)=0;
ii. Se A C A’ entdo f(A) C f(A");

ii. fAUA) = f(A) U f(A);
v. f(ANAY) C f(A) N fA).

(b) Mostre, com um exemplo, que se pode ter:

i fIANAY) # f(A) N f(A);
i. f(A)=f(A"), com A# A,
ii. f(A\A) # f(A\f(A).
(c) Demonstre que:
i f7H0) =
i. f7YY) = X;
ii. Se BC B’ entdo f~}(B) C f (B,
iv. [f{(BUB')=f"YB)Uf B,
BN B) = fUB)N B
vi. f[THYAB) = X\f71(B).
(d) Mostre que:
i AC A
i. f(f7'(B))C B.
(e) D& um exemplo em que A & f1(f(A)).

<

6. Sejam f: A — B uma aplicacdo e C' C B. Prove que f~1(B\C) = A\ f~}(C).

7. Determine todas as aplicagdes do conjunto X = {1,2,3} no conjunto Y = {a,b}. Indique as que
sao injectivas e as que sao sobrejectivas.

8. Determine todas as aplicagdes do conjunto X = {1,2} no conjunto Y = {a, b, c}. Indique as que
s3o injectivas e as que sao sobrejectivas.

9. Determine todas as aplicagdes bijectivas do conjunto X = {1,2,3} no conjunto Y = {a,b, c}.

10. Seja f: R — R tal que f(z) = sin(z), para todo o = € R. Determine f~'(2) e f~*(3).
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11. Sejam X um conjunto e A e A’ dois subconjuntos de X. Defina-se uma aplicagdo x4 : X — {0,1}
da seguinte forma:
1, sexe A

XA(x):{O, sex ¢ A

(x4 designa-se habitualmente por funcdo caracteristica de A).

(a) Determine x;'(1), x4 (0) e x3'(—1).
(b) Mostre que, para qualquer z € X, se tem:
i Xana(z) = xa(z) xa(2);
i Xava(2) = xa(@) + xa/(X) = xal() X (2);
iii. xx\a(x) =1—xa(z);
V. xava(7) = xa(@) [1 = xa(2)].
(c) Mostre que:
i. Se A C A entdo xa(z) < xa(x), para qualquer z € X.
i, Xava () = xa(x) + xa(X), para qualquer x € X, se e s se AN A" = (.

(d) Indique uma expressdo para X anar-

12. Dé exemplo de uma aplicacao que seja:

(a) Sobrejectiva mas ndo injectiva;
(b) N3o sobrejectiva mas injectiva;

(c) N3o sobrejectiva nem injectiva.

13. Considere as seguintes aplicacdes:

e f: R — R definida por f(x) = sin(x), para todo o x € R;
e g: [-2,Z] — R definida por g(z) = sin(z), para todo 0 z € [—Z, Z];
e h: R — [—1, 1] definida por h(z) = sin(x), para todo o = € R;

ok [_g, ﬂ — [—1, 1] definida por k(x) = sin(z), para todo o z € [_g’

B

l.
Estude f, g, h e k quanto a sobrejectividade e injectividade.
14. Considere as aplicacdes f : R — R e g : R — R definidas por f(z) =z +1e
g(e) = (1+ (1 —)3)%
para qualquer x € R.

(a) Indique se f ou g é sobrejectiva ou injectiva e, se a aplicagdo for invertivel, determine a sua
inversa.

(b) Determine fogego f.

(c) Escreva g como composi¢do de quatro aplicagdes, sem que nenhuma delas seja a aplicagdo
identidade.

15. Considere as fungdes f : R — R e g : R — R definidas por

x? sex >0 (2) = r+1 sex >0
-1 sex<0 © 9TV 9 sex <0

flz) =
Determine go f e fog.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Considere as fungdes f : R — R e g : R — R definidas f(z) = cos(z) e g(z) = 22* + 1, para

qualquer x € R.

(a) Determine go fe fog.
(b) Calcule as imagens das fun¢des f, g, go f e fog.

Sejam A = {{1,2},{1,3},{2},{2,5},{3,4,5}} e f : A — N a aplicagdo definida por
f(X) = soma dos elementos de X,
para qualquer X € A. Considere ainda a aplicagdo ¢ : N — N definida por

(n) = 0 maior primo menor ou igualan sen > 1
I =11 sen=1

(a) Determine go f.
(b) Calcule as imagens de f ede go f.

(c) A aplicagdo g é injectiva? E a aplicagdo go f?

Seja f: X — Y uma aplicacdo. Mostre que:

(a) f é sobrejectiva se e s6 se, para qualquer subconjunto B de Y, se tem f(f~(B)) = B;

(b) f é injectiva se e s se, para qualquer subconjunto A de X, se tem f1(f(A)) = A;

(c) f é injectiva se e s6 se, para quaisquer subconjuntos A e A’ de X, se tem
fLANA) = f(A) N f(A);
(d) f é injectiva se e s se, para quaisquer subconjuntos A e A’ de X, se tem
AGA = f(A) & f(A).
Sejam f: X — Y e g: Y — Z duas aplicagdes. Mostre que:

(a) Se f e g sdo sobrejectivas entdo g o f é sobrejectiva;
(b) Se f e g sdo injectivas entdo g o f é injectiva;

(c) Se f e g sdo bijectivas entdo g o f é bijectivae (go f)! = f~log™L
Sejam f: X — Y e g: Y — Z duas aplicagdes. Mostre que:

(a) Se go f é injectiva entdo f € injectiva;

(b) Se go f é sobrejectiva entdo g é sobrejectiva.
Dé um exemplo de aplicagdes f e g tais que:

(a) go f éinjectiva e g ndo é injectiva;

(b) go f n3o é injectiva e g é injectiva.
Dé um exemplo de aplicagées f: X — Y, 9:Y — X eh:Y — X tais que:

(@) fog=foheg#h;
(b) gof=hofeg#h

Seja f: X — Y uma aplicacao. Mostre que:

15



24.

25.

26.

27.

28.

29.

(a) f € injectiva se e sé se existe uma aplicagdo g : Y — X tal que go f = idx;
(b) f é sobrejectiva se e s6 se existe uma aplicagdo g : Y — X tal que fog =idy ;
(c) f é bijectiva se e s6 se existe uma aplicagdo g : Y — X tal que go f =idx e fog=idy.

Determine todas as aplicagdes invertiveis do conjunto {1,2,3,4} no conjunto {1,2,3,4} e indique
as respectivas aplicacoes inversas.

Sejam f: X — Y e g: Y — X duas aplicacdes. Mostre que f é invertivel com g = f~!see
sO se, para quaisquer t € X ey € Y,

fle)=y <<= gly)==x.

Seja f : X — X uma aplicacdo. Demonstre que as condicdes seguintes sao equivalentes:

(a) fo f=idx;
(b) f é bijectivae f~1 = f.

Seja f : X — Y uma aplicagdo. Mostre que:

(a) f é injectiva se e sé se, para quaisquer aplicagdes g e ¢’ de um conjunto arbitrario Z em X,

se tem
/

fog=fogd = g=4;

(b) f é sobrejectiva se e s6 se, para quaisquer aplicacdes h e h' de Y num conjunto arbitrdrio Z,
se tem
hof=hof = h=hn.

Uma aplicacdo f : X — X diz-se idempotentese f = fo f. Seja f : X — X uma aplicacdo,
Imf a imagem de f e Fixf o conjunto dos pontos fixos de f (i.e. Fixf ={z € X | f(z) =z}).
Mostre que:

(a) f é idempotente se e s6 se Imf = Fixf;

(b) Se f é idempotente e sobrejectiva entdo f é a aplica¢do identidade.

Sejam f : X — Y uma aplicagdo e Ry o niicleo de f, i.e. a relacdo bindria sobre X definida do
seguinte modo:

Ry ={(z,y)lz,y € X e f(z) = f(y)}-

Prove que:

(a) Ry é uma relagdo de equivaléncia sobre X
(b) Para qualquer z € X, [z], = f~'({f(2)});

(c) f é injectiva se e s6 se Ry é a relagdo de identidade sobre X.
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1.3 Divisibilidade

1. Sejam m, n e c trés inteiros. Mostre que:

(a) Se c|m e c|n entdo c| (m + n);

(b) Se ¢|m ou c|n entdo c|mn.
2. Dé exemplo de inteiros positivos a, b e ¢ tais que a nao divide b, a nao divide c e a divide bc.
3. Sejam m,n € Ne q,r € Z taisque m # 0 en =mq+r, com 0 <r < |m|. Prove que
mdc{m,n} = mdc{m, r}.
4. Sejam a e b dois inteiros positivos. Mostre que mdc{a, b} = mdc{a,a + b}.

5. Sejam a e b dois inteiros tais que @ > b > 0. Mostre que mdc{a, b} = mdc{a — b, b}.

6. Determine o cociente g e o resto r da divisdo inteira do inteiro n pelo inteiro m seguintes:

(a) n =106 e m = 12;
(b) n=221em =17,
(c) n=0em=31,;
(d) n=-20em=3;
(e) n=19em =25;
(f) n=—Tem=
(g) n=13em =20
(h)y n=50em==6

7. Utilizando o Algoritmo de Euclides, determine:

mdc{6, 14};
mdc{—75,105};
mdc{60, 90};
mdc{20,0};
mdc{—371,65};
mdc{—371, —65}.

(a)
(b)
()
(d)
(¢)
(f)

8. Sejam a e b dois inteiros ndo nulos. Mostre que a e b s3o primos entre si se e s6 se existem inteiros
m e n tais que 1 = am + bn.

9. Para os valores inteiros m e n indicados a seguir, determine mdc{m,n} e coeficientes da Igualdade
de Bézout associados (i.e. inteiros u e v tais que mdc{m,n} = mu + nv):

(a) n=20em =14

(b)y n=T72em =17

(c) n=8359 e m = 9373;
(d) n=1001 e m = 33;
(e) n =56 em =26
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

(f) n=—90 e m = 1386;
(g) n = —2860 e m = —2310.

Sejam a e b dois nimeros inteiros nao nulos. Prove que:

a) O conjunto S ={ax +by | z,y € Z ¢ ax + by > 0} é ndo vazio;
b) S tem elemento minimo (designemo-lo por d);

) Se k € S entdo d|k;

)

d) Se cla e ¢|b entdo c|d.

C

(
(
(
(

Determine a forma standard dos seguintes niimeros inteiros:

(a) 105;
(b) 684;
(c) 1375;
(d) 139.
Sejam
m=prpy Bt e n=plgopl
(k € NT), em que p; < py < -+ < pi sdo nlmeros primos e s; e t; s3o nlimeros inteiros ndo
negativos, para i = 1,2,..., k. Prove que m|n se e s6 se s; < t;, para qualquer i = 1,2,... k.

Sejam m e n tal como no enunciado do exercicio anterior. Sejam
U; = min{si,ti} e v; = max{si,ti},
para qualquer : = 1,2, ..., k. Prove que:

Uk

(a) mdc{m,n} = pi"py*---p;
(b) mmc{m,n} = p'py>--- p;*.

Use o resultado do exercicio anterior para calcular o maximo divisor comum e o minimo mdiltiplo

comum dos seguintes pares de nimeros inteiros:

(a) 10,105;
(b) —39,54;
(c) 56,126;
(d) —2860, —2310.

Determine todos os divisores positivos dos seguintes nlimeros inteiros:

2"-3°% (r,s € N).
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1.4 Congruéncias lineares

1. Indique as classes de equivaléncia determinadas em Z pela relagao congruéncia médulo 4.
2. Quantas classes de equivaléncia s3o determinadas em Z pela relagdo de congruéncia médulo 737
3. Indique trés elementos de Z que sejam congruentes médulo 5 com 0, 1, 2 e 3.

4. Indique o Unico inteiro b € Z4 = {0, 1,2, 3} tal que a = b (mod 4), com:

(a) a =17,
(b) a =T,

(c) a=-7
(d) a=2;

(e) a=—-88;
(f) a =—1503

5. Mostre que se a,b € Z e a = b (mod m) entdo a? = b? (mod m).

6. Determine se cada uma das congruéncias lineares seguintes tem solugdes e, em caso afirmativo,
determine todas as suas solucdes em Zog.

(a) 5z =1 (mod 26)
(b) 92 =1 (mod 26)
(c) 42 =1 (mod 26);
(d) 13z =1 (mod 26);
(e) 5z =3 (mod 26)
(f) 4z =8 (mod 26)
g) 2x =16 (mod 26)

(
(h) 13z =13 (mod 26).

7. Determine a congruéncia linear ¢’z = b’ (mod m), com da/,b' € Z,,, que possui exactamente as
mesmas solu¢Bes que a congruéncia linear ax = b (mod m), com:

(a) a=2000, b =5, m = 21;
(b) a =1647, b =20, m = 4;
(c) a =500, b =200, m=3.

Em cada um dos casos, determine as solucdes da congruéncia linear em Z,,.
8. Determine todas as solu¢des da congruéncia linear
4x = 16 (mod 24)
no conjunto {—32,—-31,...,—1,0,1,...,28}.
9. Determine todas as solu¢des da congruéncia linear
2z = 8 (mod 14)

no conjunto {0, 1,...,27}.
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10. Determine todas as solucoes da congruéncia linear
3z = 12 (mod 15)
no conjunto {—14,—13,...,—1,0,1,...,14}.
11. Determine todas as solu¢des da congruéncia linear
8xr =4 (mod 12)
no conjunto {0, 1,...,35}.
12. Determine, se existir, uma solucdao em Z,,,, comum as congruéncias lineares

ar =b(modm) e dx=1V (modn),

com
(a) a=1,b=8 m=13 e d=1,0=0 n=99
(b)y a=8,b=4, m=12 e d =500 =10, n= 25
(c) a=10,b=5 m=25 e da =12,V =6, n=09;
(d)a=2,b=4 m=8 e d=3 V=6 n=09

() a=3,b=6, m=24 e a=3,V=9, n=239.

13. Consideremos n = abcd onde abed é a representacdo do niimero n na base 10, isto é,
n = a.1000 + 5.100 + ¢.10 + d.
Mostre que:

a) n é divisivel por 9 se, e s6 se, a + b+ ¢+ d é divisivel por 9;

c) n é divisivel por 5 se, e s6 se,o Ultimo digito d é divisivel por 5;

(
(
(
(

)

b) n é divisivel por 2 se, e sé se,o Ultimo digito d é divisivel por 2;
)
)

d) n é divisivel por 11 se, e sé se, a — b+ ¢ — d é divisivel por 11.

14. Determine uma solugdo do sistema de congruéncias lineares

{ 3x =2 (mod 5)
2z =1 (mod 3)

no conjunto {0,1,...,14}.

1.5 Relacoes de recorréncia

1. Resolva as seguintes relacdes de recorréncia:

(a) a, = —3a,_1, com a condi¢do inicial ag = 2;

(b) a, =2n a,_1, com a condi¢3o inicial ag = 1;

(c) a, = a,_1 +n, com a condi¢do inicial ag = 0;

(d) an =a, 1+ 142", com a condi¢io inicial ay = 0;

20



~1 e
(€) a, =2+>"", a;, com a condi¢cdo inicial a; = 1.
2. Resolva as seguintes relacoes de recorréncia:

a, = 6a,_1 — 8a,_s, com as condicdes inicias ag = 1 e a1 = 0;

o o

a, = Ta,_1 — 10a,_o, com as condicdes inicias ag = 5 e a; = 16;

a, = 2a,_1 + 8a,_o, com as condicdes inicias ag = 4 e a; = 10;

o 0
~— ~— e e N N

2a, = Ta,_1 — 3a,_o, com as condicdes inicias ag = a; = 1;

a, = 6a,_1 — 9a,_s, com as condicbes inicias ag = a; = 1;

—_
-+ @D

a, = —8a,_1 — 16a,,_o, com as condi¢des inicias ag = 2 € a; = —20;

9a,, = 6a,_1 — a,_s, com as condicdes inicias ag = 6 e a; = 5;

—~ o~
= 0 o]

L,=1L,_1+ L,_5, com as condicdes iniciais L; =1 e Ly = 3.

3. Resolva a relagdo de recorréncia
Tp = Tp_1 + Tp_2,
.. N C o~ C e Ty — 1
sujeita as condicOes iniciais
I = 2
(sucessdo de Fibonacci).

4. Resolva a relacido de recorréncia
Ty = DTp_1 — 63771—27

.]?0:1

sujeita as condi¢des iniciais { 1
1 — —1.

5. Resolva a relagdo de recorréncia

.. N .~ e o = 0
sujeita as condig¢des iniciais
Ir = 7.
6. Resolva a relagdo de recorréncia
Up = —Qp_1+ 6a, 2

CLO:3

sujeita as condig¢des iniciais { G =5
1=9.

7. Resolva a relacao de recorréncia

a0:—7

sujeita as condi¢Oes iniciais { 0 =T
1= 1.

8. Resolva relacdo de recorréncia

Van = \/Up_1 + 2\/0n_2
sujeita as condi¢des iniciais ag = a; = 1.

Sugestdo: utilize a substituicdo b,, = /a,,.
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2.1 Generalidades

1.

10.

11.

12.

Seja G = (X,U) um multigrafo com n vértices e m arcos. Sejam ainda §(G) = mindg(x) e

zeX
A(G) = l’IlE}Z(){dg(I). Justifique que §(G) < 22 < A(G).
Te

. Seja G um multigrafo com n vértices, t dos quais tém grau k e os restantes tém grau k + 1.

Justifique que, sendo m o nimero de arcos de G, se tem t = (k + 1)n — 2m.

. Seja G um multigrafo com n vértices e m arcos. Seja k o menor inteiro positivo tal que k > 27’"

Justifique que GG tem pelo menos um vértice com grau superior ou igual a k.

. Seja G um multigrafo com n vértices e n — 1 arcos. Conclua que GG tem pelo menos um vértice

com grau 1 ou um vértice isolado.
Quantos vértices tem um grafo simples G com:

(a) 12 arcos e com todos os vértices de grau 27

(b) 15 arcos, 3 vértices de grau 4 e todos os outros com grau 37

E possivel ter um grupo de 7 pessoas em que cada uma delas conhece exactamente 3 pessoas do
grupo?

Compare esta questdo com o seguinte problema: Sete estudantes vdo de férias e cada um deles
decide enviar um postal a trés dos outros. E possivel cada estudante receber postais exactamente
das trés pessoas para quem enviou?

Indicando primeiro uma formulagdo em termos de grafos, responda as seguintes questdes:

(a) O ndmero de pessoas que, numa festa, ndo conhecem um ndmero impar das outras pessoas
da festa é sempre um nimero par?

(b) O nimero de pessoas nascidas até hoje que tiveram ou tém um nimero impar de irm&dos é um
numero par?

. Justifique que n3o existe nenhum grafo simples com 12 arcos, 28 arcos e em que o grau de cada

vértice é 3 ou 4.

Qual é o maior niimero possivel de vértices num grafo com 19 arcos em que todos os vértices tem
grau superior ou igual a 37

Um digrafo G = (X, U) diz-se um isografo se, para todo o x € X d*(z) = d™(z). Indique um
isografo em que nem todos os vértices tém o mesmo grau.

Um digrafo G = (X, U) diz-se exteriormente (respectivamente interiormente) regular de grau r se,
para todo o z € X, d*(x) = r (respectivamente, d™(x) = 7).

(a) Indique um digrafo exteriormente regular que n3o seja interiormente regular.

(b) Mostre que se G é um digrafo exteriormente regular de grau r e interiormente regular de grau
k entdo k =r.

Um digrafo G = (X, U) diz-se regular de grau r ou r-regular se, para todo o z € X, d*(z) =
d-(x)=r.

(a) Dé o exemplo de um digrafo 1-regular, com n vértices, para cada n > 2.

(b) D& o exemplo de um digrafo 2-regular, com 5 vértices.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.

23.

(c) Mostre que, quaisquer que sejam os inteiros n e 7, com 0 < r < n, existe um digrafo r-regular
com n Vvértices.

(a) Justifique que em qualquer grafo simples existem pelo menos dois vértices com o mesmo grau.

(b) Indique um grafo que ilustre que é falsa a afirmacdo que se obtém de (a) retirando a hipStese
do grafo ser simples.

Justifique que a sequéncia com n elementos (n —1,n —1,1,...,1) ndo é uma sequéncia grafica.

Indique, se existir, um multigrafo com a sequéncia de graus (5,5,5,5,3,3). Existe algum grafo
simples com a sequéncia de graus indicada?

Determine se cada uma das sequéncias seguintes é grafica e, em caso afirmativo, indique um grafo
simples que a admita como sequéncia de graus:

(a) (77 67 57 47 37 27 13);

3,2%);
42,24,

—~

Indique, caso existam, cinco grafos simples n3o isomorfos, com a sequéncia de graus (32,22,1?).
Considere as sequéncias, nao crescentes

(a) (5,4,4,3,k,1,1) e
(b) (8,%,7,6,6,5,4,3,3,1,1,1).

Determine se existem valores de k para os quais as sequéncias sao graficas.

Justifique que existe um grafo simples com 7 vértices, 12 arcos, contendo vértices de grau 2, 3 e 4
e nao contendo vértices com outros graus.

Sugestdo: Mostre que a unica sequéncia de graus possivel para este grafo é (4,4,4,4,3,3,2).
Justifique que (k, 3¥) € uma sequéncia grafica, para todo o inteiro k, com k > 3.

Por inducdo, mostre que, para todo o nimero inteiro positivo n, a sequéncia com 2n elementos
(n,n,mn—1,n—1,...,2,2,1,1) é uma sequéncia grafica.

Justifique que os seguintes grafos tém a mesma sequéncia de graus, mas nao sao isomorfos:

O G

Sejam G, Gy e G3 trés grafos simples com 4 vértices e dois arcos. Justifique que pelo menos dois
desses grafos sao isomorfos.
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24. Indique, a menos de isomorfismo, todos os grafos simples com 4 vértices.

25. Considere os grafos ndo isomorfos (mas com a mesma sequéncia de graus):

G, G 2 - %

Existe algum grafo com a mesma sequéncia de graus dos anteriores e que n3o seja isomorfo a
nenhum deles?

26. Mostre que Fm,m__,n e K,,, UK,,U---UK,, sao isomorfos.

T

27. Indique dois digrafos, ndo isomorfos, com 4 vértices e 6 arcos.

28. Dé um exemplo, caso seja possivel, de dois grafos simples regulares de grau » com o mesmo nimero
de vértices e nao isomorfos, para r = 1,2, 3.

29. Seja GG um grafo simples r-regular, com n vértices e m arcos.

(a) Exprima m em fung¢do de n e de 7.
(b) Qual o valor de m se G = K,,?

30. Apenas dois dos grafos seguintes sao isomorfos. Determine-os.

& vy

G A

31. Qual o nimero minimo de vértices necessario para construir um grafo completo com pelo menos,
1000 arcos?

(

32. Seja GG um grafo simples r-regular, com r impar. Justifique que r divide o nimero de arcos de G.

33. Um grafo simples diz-se birregular se GG tem n, vértices com grau d; e os restantes n vértices tém
grau ds.

(a) Mostre que se G é um grafo nas condi¢des indicadas atrds, com n vértices e m arcos, entdo
n1<d2 — dl) = ndg — 2m.

(b) Seja G um grafo birregular com 9 vértices e em que cada vértice tem grau 5 ou 6. Justifique
que GG tem, pelo menos, 5 vértices com grau 6 ou, pelo menos, 6 vértices com grau 5.
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

Justifique que se G = (X; U X5, U) é um grafo bipartido regular entdo | X;| = | X|.
Indique uma condicao necessaria e suficiente para que o grafo tripartido completo K, ; seja regular.
Indique, a menos de um isomorfismo, todos os grafos bipartidos de ordem 4.

Mostre que um grafo simples G = (X, U), ndo nulo, é um grafo r-partido completo para algum
r > 2 se, e s6 se, para quaisquer trés vértices distintos x,y, z, se {z,y} ¢ U e {y,z} ¢ U entdo

{z,2} ¢ U.
(a) Justifique que um grafo bipartido de ordem 10 tem, no maximo, 25 arcos.

(b) Determine o niimero méaximo de arcos de um grafo bipartido de ordem n, com n > 2.

Num campeonato de futebol 26 equipas estdo divididas em dois grupos de 13 equipas. O regulamento
diz que cada uma das equipas deve jogar 14 jogos: 11 contra equipas do seu grupo e 3 jogos com
equipas do outro grupo.

Justifique que este regulamento n3o pode ser aplicado.

Determine quais dos seguintes grafos sdo bipartidos e, para esses, apresente uma representacao

geométrica que torne evidente a correspondente particdo do conjunto dos vértices.

G
1 G,z' G,

Justifique as afirmacdes:

(a) Se T'= (X,U) é um torneio e X’ C X entdo T'— X' é um torneio ou um vértice isolado.

(b) Um torneio tem, no maximo, uma fonte (respectivamente, pogo).
Indique, a menos de um isomorfismo, todos os torneios de ordem 4.
Mostre que num torneio G se verifica a igualdade > (d"(2))* = >, . (d™(x))>.

Um digrafo G = (X, U) diz-se regular de grau r se d*(x) = d~(x) = r, para todo o x € X. Mostre
que:
Nao existem torneios regulares com um nimero par de vértices.

Existem torneios regulares com n vértices, para todo o inteiro n é impar, com n > 3.

Dé um exemplo de dois torneios regulares com a mesma ordem nao isomorfos.

Mostre que é possivel cinco equipas disputarem um torneio e ficarem todas com o mesmo
numero de vitdrias e derrotas.

(c) Justifique que a situag¢do anterior ndo pode ocorrer se o torneio for disputado com seis equipas.

(d) Mostre que num torneio com n equipas, n > 3, é possivel todas as equipas ficarem com o
mesmo numero de vitdrias e derrotas se, e sé se, n é impar.
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46.

47.

48.

49.

50.

51.

Seja G um grafo simples e G o seu grafo complementar. Se G e G s3o ambos bipartidos o que
pode concluir sobre G 7

Seja G um grafo simples r-regular, com n vértices. O seu grafo complementar G é ainda regular?
Em caso afirmativo, de que grau?

Indique o nimero de arcos do:

(a) Grafo complementar do grafo r-partido completo K,y .-

(b) Grafo complementar de um grafo simples, r-regular, com n vértices.

Sejam (G e G5 grafos simples e GG; e G5 os respectivos grafos complementares. Justifique que G,
¢é isomorfo a GG se, e sO se, G1 é isomorfo a Gs.

Seja G um grafo simples. Se (dy,ds,- - ,d,), com dy > dy > ... > d,,, é a sequéncia de graus de
(G, qual a sequéncia de graus do grafo complementar de G 7

Considere a tabela

Tl | Tty | Mg | Ty | Mg | Ny
010 |2 (3 |0 |1

em que n;, com i € {0,1,2,3,4,5}, representa o nimero de vértices de grau ¢ de um grafo simples
GG em que ndo existem vértices com grau superior a 5. Indique:

(a) A sequéncia de graus de G.

(b) Uma tabela idéntica para o grafo complementar de G.

2.2 Conexidade

1.
2.

3.

D& um exemplo de uma cadeia num grafo G = (X, U) que seja elementar e ndo seja simples.
Sejam G = (X, U) um grafo simples e z; e x; vértices de GG. Justifique que:

(a) G possui uma cadeia z; — xj se, e sO se, possui uma cadeia z; — x; elementar.
(b) Se G possui duas cadeias z; — x; elementares distintas, com x; # x;, entdo G possui um ciclo.
(c) G pode ter duas cadeias z; — z; n3o triviais elementares distintas sem ter ciclos.

Seja G um grafo com ciclos. Designa-se por contorno de G o comprimento minimo dos ciclos de
G. Determine o contorno dos seguintes grafos:

a
b
c
d

Ks 7
C

Grafo de Petersen

(a) Ky
(b)

(c) Cs
(d)
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4

10.

11.

12.

(e) Grafo do dodecaedro

. Sejam G = (X, U) um grafo simples e R a relacdo bindria definida em U por u;Ru; se, e s6 se, u;
e u; pertencem ao mesmo ciclo elementar. Mostre que 12 € uma relagdo de equivaléncia.
(a) Justifique que se um grafo G admite um grafo parcial conexo entdo GG é conexo.
(b) Indique um grafo conexo G tal que todo o grafo parcial G’ , com G’ # G, seja desconexo.
(a) Justifique que um grafo simples i e o seu grafo complementar GG n3o podem ser simultanea-
mente desconexos.

(b) Indique um grafo simples conexo com n > 2 vértices, cujo complementar também seja conexo.

s

. Seja G = (X, U) um grafo conexo, ndo completo. Justifique que existe X’ C X tal que G — X' é
desconexo ou possui um Unico vértice.

. Mostre que se G = (X, U) é um grafo simples conexo com n > 3 vértices, ndo completo, entdo em
G possui vértices x, y, z, distintos dois a dois, tais que {z,y} € U, {y,z} € U e {z,z} ¢ U.

. Justifique que um grafo G = (X,U) é conexo se, e sé se, para toda a particdo {X;, Xp} de X
existe um arco de G com uma extremidade num vértice de X; e a outra extremidade num vértice
de Xg.

Justifique que:

(a) Num grafo bipartido conexo G = (X,U) existe uma unica particdo {X;, Xo} de X com
a propriedade de todo o arco u € U ter uma extremidade num vértice de X; e a outra
extremidade num vértice de Xs.

(b) A propriedade (a) é falsa se G é desconexo.

Um grafo simples G = (X, U) diz-se localmente conexo se, para todo o x € X, o subgrafo de G
gerado pelos vértices adjacentes a x é um grafo conexo. Indique:

(a) Um grafo conexo que n3o seja localmente conexo.

(b) Um grafo localmente conexo que n3o seja conexo.

Seja G = (X,U) um grafo simples. Define-se a distancia d(z;,x;) do vértice z; ao vértice x; da
seguinte forma:

d ) +o0 se G ndo possui cadeias x; — z;
T, Tj5) = . . ;o
e menor comprimento das cadeias x; — x; de G caso contrario

Seja G um grafo simples conexo com n vértices. Justifique as afirmacdes:
(a) Para quaisquer z;,z; € X, d(z;,x;) = d(xj,z;) <n—1

ara quaisquer vertices x;, T, Ty € tem-se d(x;,xr;) = d(x;, Tr) + d(Tgk, ;).
b) P i érti ; X d(zs,z;) = d d ’
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

(c) Se d(z;,z;) > 1 entdo existe um vértice x;, com =, # xz; e x # x;, tal que d(x;,x;) =
d(x;, xy) + d(xg, ;).

Sejam x,y, z vértices de um grafo simples conexo G = (X, U) tais que d(z,y) =, d(y,z) = s e
d(z,z) =r+s. Seja Bs(z) ={w € X | d(z,w) < s}. Mostre que Bs(z) U B,.(z) C B,4s(y).

Seja G = (X, U) um grafo simples conexo e J(G) o maximo dos comprimentos das cadeias ele-
mentares abertas existentes em G.

(a) Mostre que duas quaisquer cadeias elementares abertas de comprimento méaximo tém um
vértice em comum.

(b) Justifique que se G é conexo, com n vértices, entdo J(G) > min{n — 1,2§(G)}, onde denota
d(G)o menor dos graus dos vértices de G.

(c) Determine O(G) para G = K, e para G = K, .
Seja G um grafo com 15 vértices e 4 componentes conexas.

(a) Justifique que G tem pelo menos uma componente conexa com 4 ou mais vértices.
(b) Qual o nimero maximo de vértices que uma componente conexa de G pode ter?

Seja G’ um grafo em que existem exactamente dois vértices z; e x; com grau impar. Mostre que z;
e x; pertencem a mesma componente conexa e, portanto, em (G, existe a uma cadeia x; — ;.

Indique o niimero de componentes conexas do grafo bipartido completo K, ; e do seu grafo com-
plementar K, ;.

Seja G = (X,U) um grafo simples com n > 2 vértices tal que dg > ”T’l para qualquer z € X.
Mostre que GG é conexo.

Sugestdo: Suponha que G é desconexo. O que pode afirmar sobre o nimero de vértices em cada
componente conexa?

Indique um grafo simples, com n > 3 vértices, tal que:

(a) Todo o arco é uma ponte.

(b) Nenhum arco é uma ponte.

s

E evidente que existem cadeias elementares que n3o sdo simples. Justifique se existem caminhos
elementares que nao sao simples.

Seja G = (X,U) um grafo orientado e z; e z; dois vértices de G. Justifique que G possui um
caminho x; — x; se, e s6 se, possui um caminho z; — x; elementar.

Seja G = (X, U) um digrafo conexo sem circuitos. Justifique que cada vértice com grau exterior
nulo é a extremidade final de um caminho com extremidade inicial num vértice de grau interior nulo.

Enuncie a propriedade andloga em relagcdo aos vértices com grau interior nulo.

Seja G = (X,U) um digrafo tal que, para todo o z € X, d (x) > r, em que r é um inteiro
positivo. Mostre que GG tem um circuito de comprimento superior ou igual a r + 1.

Indique um digrafo fortemente conexo com dois vértices nao adjacentes.

Se x; é uma fonte (respectivamente, um pogo) de um grafo orientado GG, o que pode afirmar sobre
a componente fortemente conexa a que x; pertence?
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26. Determine as componentes conexas e as componentes fortemente conexas dos digrafos:

(a)

&
J'Cj, x4 .7{6
x
X 3 xs

(b)

3 s x5

x; X x,
(c)
G ) x,
A
X X

27. Mostre que um digrafo fortemente conexo n3o tem fontes nem pogos.

28. Sejam G' = (X, U) um digrafo e R a relagdo bindria definida em X por z;Rz; se, e s se, G possui
um circuito elementar que inclui os vértices z; e z;.

Indique um digrafo fortemente conexo para o qual a relagdo R ndo seja transitiva.

Compare com o Exercicio 4.

29. Mostre que todo o torneio tem um caminho elementar gerador.

2.3 Arvores
1. Existe alguma &arvore cuja sequéncia de graus seja (3,3,3,2,2,1,1,1)?
2. Os graus dos vértices de uma arvore T sdo 5,4,3,2,1,...,1. Determine a ordem de 7.

3. Seja T uma arvore que tem apenas vértices de grau 3 e vértices de grau 1. Se T tem 10 vértices
de grau 3, quantos vértices tem de grau 17

4. Uma arvore T' tem 14 vértices de grau 1 e os restantes vértices tém graus 4 ou 5.

(a) Quantos vértices de grau 4 tem T7?

(b) Quantos arcos tem 77

5. A média dos graus dos vértices de uma arvore T' é 1,99. Determine o tamanho de T'.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

. A média dos graus dos vértices de uma arvore T é % Supondo que T" tem apenas vértices de grau

1 e vértices de grau 3, determine a sequéncia de graus de 7.
A média dos graus dos vértices de um grafo conexo G € inferior a 2. Conclua que G é uma arvore.

Uma arvore T, com n vértices, tem exactamente um vértice com grau 2 e cada um dos restantes
vértices tem grau 1 ou grau 3. Mostre que n é impar e determine, em funcdo de n, o nimero de
vértices de grau 1 de 7.

. Seja T uma 4drvore cujos vértices tém graus 1 e 3. Mostre que T tem tamanho impar.

Seja G uma 4arvore em que todos os vértices tém grau impar.

(a) Mostre que o niimero de arcos de G é também um niimero impar.

(b) Justifique que a afirmagdo anterior é falsa se G ndo é uma arvore.

Seja G = (X,U) uma &rvore, com n > 2 vértices. Sendo X; = {x € X : dg(z) = 1} e
X3 ={r € X :dg(x) > 3}, mostre que |X| =2+ (da(z) —2).

Seja G = (X,U) um grafo simples com n vértices e m arcos.

(a) Mostre que se G satisfaz duas quaisquer das propriedades seguintes entdo também satisfaz a
propriedade restante:

i. G é conexo.
ii. G tem um e um sé ciclo.
i. n=m.
(b) Indique, se existir, um grafo simples que verifique iii. e ndo verifique ii..

Seja G um grafo simples com n vértices e n + 1 arcos. Mostre que G tem pelo menos dois ciclos.

Seja G um grafo simples conexo em que a média aritmética dos seus graus é superior a 2. Mostre
que:

(a) G ndo é uma &rvore.

(b) G tem, pelo menos, dois ciclos.

Seja G = (X,U) um grafo simples conexo e x € X tal que G — = é uma arvore. Justifique as
afirmacoes:

(a) Se dg(x) =1 entdo G é uma arvore.

(b) Se dg(x) =2 entdo G tem um, e um sd, ciclo.
Justifique que toda a arvore, com n > 2, vértices, é um grafo bipartido.
Existem grafos bipartidos completos que sdo arvores? Quais?

Seja G = (X, U) uma &rvore, com n vértices, tal que dg(z) # n—1, para todo o z € X. Justifique
que:

(a) G é um grafo bipartido mas n3o € bipartido completo.

(b) G é conexo.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

(a) Justifique que uma arvore ndo pode ter trés vértices distintos a uma distancia impar uns dos
outros.

(b) Indique um grafo simples que mostre que a afirmag&o reciproca é falsa.

(a) Indique, a menos de um isomorfismo, todos os grafos simples com 4 vértices e 3 arcos.

(b) Quais os valores de n para os quais pode existir uma arvore, com n vértices, cujo complementar
também seja uma arvore?

(c) Conclua que, a menos de um isomorfismo, existem apenas duas drvores com a propriedade
referida em (b).

Seja G = (X,U) uma arvore e G; = (X1,U;) e Gy = (X3,Us) duas subarvores de G (isto é,
subgrafos de G que sdo arvores). Mostre que se X7 N X, # () entdo o subgrafo gerado por X; N X,
¢ ainda uma 4rvore.

O que pode afirmar sobre o nimero de vértices de grau 1 de uma floresta com p componentes
conexas?

Mostre que uma arvore G = (X, U) tem pelo menos A(G) = m%?dg(x) vértices de grau 1.
S

Mostre que uma arvore com pelo menos 3 vértices que tenha exactamente dois vértices com grau
1 é um grafo cadeia.

Determine todas as drvores maximais, ndo isomorfas, dos seguintes grafos:

(a)

Justifique que se G é um grafo simples que tem, a menos de um isomorfismo, exactamente uma
arvore maximal, entdo G é uma arvore.
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27. Sejam G um grafo simples conexo e T" uma arvore maximal de G. Mostre que todo o a ciclo de G
tem, pelo menos, um arco em comum com o grafo complementar de 7.

28. Seja G = (X,U) um grafo simples conexo e u € U. Mostre que u é uma ponte se, e sé e 0 se, u
pertence a toda a arvore maximal de G.
29. Justifique que qualquer arco de um grafo conexo G é um arco de alguma arvore maximal G.

Dado um subgrafo parcial G' = (X,U’) de um grafo G = (X, U), a um arco u € U \ U’ chama-se
corda de G relativamente a G'.

E também verdade que qualquer arco de um grafo conexo G = (X, U) é uma corda relativamente
a alguma arvore maximal? Justifique.

30. Determine uma arvore maximal de valor minimo e uma arvore maximal de valor a maximo para cada
um dos seguintes grafos ponderados, utilizando o algoritmo de Kruskal e o algoritmo de Prim:

(a)

9 B
s/ 8| 8\ 4/ 3 s /3 |1 N7
1 4 6 4 7 2 | 3
2 g

31. Justifique que um grafo ponderado conexo em que ndo existem dois arcos com 0 a mesmo peso tem
uma unica arvore maximal de valor minimo (respectivamente de valor méaximo).

32. Considere o seguinte grafo ponderado G:

2 3
WY
| %
1 1 2l e
| 7/
1 3 ;”3
'\, Fas
N AN\
3

Determine uma arvore maximal de valor minimo usando o algoritmo de Prim.
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33. Considere o seguinte grafo ponderado G:

(a) Determine uma arvore maximal de valor maximo utilizando o algoritmo de Prim.

(b) Indique o valor da drvore obtida na alinea anterior.

34. Considere o seguinte grafo ponderado G

(a) Determine uma arvore maximal de GG, de valor minimo, usando o algoritmo de Kruskal.

(b) Indique o valor da &drvore obtida na alinea anterior.

35. Considere o seguinte grafo ponderado:

(a) Aplique o Algoritmo da Cadeia mais Curta para mostrar que o valor de uma cadeia a — f
minima ¢é igual a 10.

(b) Determine uma cadeia b — e minima e indique o seu valor.
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36. Considere o seguinte grafo ponderado:

(a) Aplique o Algoritmo da Cadeia mais Curta para mostrar que o valor de uma cadeia A — L
minima € igual a 17. Indique uma tal cadeia.

(b) Determine uma cadeia J — A minima e indique o seu valor.

(c) Determine uma cadeia K — B minima e indique o seu valor.

2.4 Grafos Eulerianos

1. Classifique os seguintes grafos gaunto a serem eulerianos ou semi-eulerianos.

(a)

5
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D
gt
i

2. Os grafos conexos a seguir apresentados designam-se por grafos platénicos. Indique quais sdo

eulerianos.

Tetraedro Cubo Octaedro Icozaedro

Dodecaedro

3. Sejam GGy e G5 dois grafos eulerianos conexos sem vértices em comum. Sejam x um vértice de GGy
e y um vértice de Gy. Seja G o grafo que se obtém de GGy U G5 acrescentando o arco {z,y}. O
que pode afirmar sobre a existéncia de cadeias eulerianas em G7
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10.

11.

12.

Determine os valores de n para os quais:

(a) K, é euleriano;

(b) K, é semi-euleriano.

. Justifique que é possivel dispor todas as pecas de um domind normal, respeitando as regras usuais

de colocacado e de forma a que a ultima peca colocada se possa ligar a peca colocada inicialmente.
(Sugestdo: Considere um grafo G = (X,U), com X = {0,1,2,3,4,5,6}.)

Indique os grafos bipartidos completos que sao:

(a) Eulerianos;

(b) Semi-eulerianos

. Justifique as afirmacdes:

(a) O dnico grafo bipartido completo com niimero par de vértices e semi-euleriano é K i;

(b) Nao existem grafos tripartidos completos com cadeias eulerianas abertas com ambas as extre-
midades na mesma classe de vértices.

Indique para que valores de 7, s e t o grafo tripartido completo K, ,; é:

(a) Euleriano;

(b) Semi-euleriano.

Considere o grafo 4-partido completo K5, ;. Indique uma condi¢ao necessdria e suficiente para a
existéncia neste grafo de:

(a) Um ciclo euleriano;

(b) Uma cadeia euleriana aberta com ambas as extremidades na primeira classe de vértices.

Seja G = (X,U) um multigrafo, ndo orientado, em que todo o vértice tem grau par. Mostre que
é possivel atribuir uma orientacdo aos arcos de G de forma a obter um isografo, isto é um grafo
orientado G’ tal que d,(z) = dg,(z), para qualquer z € X.

Considere o seguinte grafo G:

‘lfq V5 ¥

vy ¥g

(a) Determine a ordem e o tamanho de G.
(b) Indique uma sequéncia de graus de G. O grafo G é regular?

(c) Mostre que G é euleriano e determine, usando o algoritmo de Fleury, um ciclo euleriano de G.

Considere o grafo simples G:
i Xy s
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(a) Justifique que G é semi-euleriano.

(b) Considerando G’ = G + {x1, x3}, verifique que G’ é euleriano e utilize o algoritmo e de Fleury
para determinar um ciclo euleriano de G'.

(c) Utilizando o ciclo euleriano de G determinado na alinea anterior indique uma cadeia euleriana
aberta de G.

13. Considere o grafo simples G:

Hﬁ u}'d
Ly
o Uy ¥n
i
T
i i

I.i‘: 70 i

I.Ea ug

(a) Justifique que G é euleriano.

(b) Seja (uy,us,us, uy, us, ug, u7) uma sequéncia de arcos obtida pela aplicagdo do algoritmo de
Fleury ao grafo G. Justifique que ug ndo pode ser escolhido no passo seguinte da aplicacao
deste mesmo algoritmo.

Indique a restante sequéncia de arcos obtida por aplicacao do algoritmo.

2.5 Grafos Hamiltonianos

1. Considere os grafos

G, G,

L

Justifique que:

(a) G é hamiltoniano;

(b) G2 ndo é hamiltoniano mas é semi-hamiltoniano.
(Sugestdo: Considere os vértices com grau 2.)

2. Indique se cada um dos grafos seguintes é hamiltoniano ou semi-hamiltoniano:

(a)
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3. Quais sdo os grafos platénicos (indicados no Exercicio 2.4.2) hamiltonianos?
4. Justifique que o grafo de Petersen n3o é hamiltoniano mas é semi-hamiltoniano.

5. Seja G = (X,U) um grafo simples. Denomina-se por k-factor de G qualquer subgrafo parcial de
k-regular de G. Os arcos de um ciclo hamiltoniano sdo, assim, os arcos de um 2-factor de (G. Para
o grafo seguinte indique um 2-factor que ndo tenha apenas os arcos de um ciclo hamiltoniano:

6. Justifique as afirmacdes:

(a) N3o existem grafos bipartidos hamiltonianos com nimero impar de vértices.

(b) O grafo de Herschel

e o grafo

nao s3ao hamiltonianos.
7. Para que valores de r e s, o grafo K, ; é hamiltoniano?

8. Justifique que, para todo o inteiro positivo r, o grafo tripartido completo K, ,, é euleriano e
hamiltoniano.

9. Indique um grafo bipartido completo com 2n vértices que:

(a) Seja euleriano mas n3o seja hamiltoniano.

(b) N3o seja euleriano mas seja hamiltoniano.
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10. Justifique que:

(a) K, 2r3- € hamiltoniano, para todo o inteiro positivo r.

(b) N&o existe nenhum inteiro positivo r tal que K, o, 3,41 Seja hamiltoniano.
11. Utilizando apenas grafos tripartidos completos, indique grafos dos seguintes tipos:

a) Eulerianos e hamiltonianos.

b
c
d

Eulerianos e nao hamiltonianos.

(a)
(b)
(c) N&o eulerianos e hamiltonianos.

(d) N&o eulerianos e ndo hamiltonianos.

12. Seja G’ um grafo simples em que todo o vértice é extremidade de uma cadeia hamiltoniana aberta.
Justifique que se GG ndo é hamiltoniano, entdo cada vértice de GG é adjacente a, no maximo, dois
vértices com grau dois.

13. Seja G um grafo simples, com n vértices, ndo hamiltoniano e tal que, para quaisquer vértices x e
y, distintos e ndo adjacentes, o grafo G + {z,y} é hamiltoniano. Mostre que:

(a) G é conexo.

(b) Se x e y sdo dois vértices distintos e ndo adjacentes entdo sio vértices consecutivos de qualquer
ciclo hamiltoniano de G + {x, y}.

(c) Se x é um vértice de grau 1 de G entdo G — z é isomorfo a K,,_;.
14. Justifique as afirmagoes:

(a) Se um digrafo tem um circuito hamiltoniano entdo é fortemente conexo.

(b) A implicagdo reciproca de (a) é falsa.
15. Quais os grafos que admitem circuitos eulerianos que s3o simultaneamente circuitos hamiltonianos?
16. Seja G = (X, U) um digrafo com n vértices, tal que d*(x) > 5 ed™(x) > §, para qualquer z € X.

Mostre que G é fortemente conexo.

2.6 Matrizes e grafos
1. Considere o digrafo G-

X
&4 3

Indique a matriz de adjacéncias de G em relagdo a marcagdo (1,2, 3,74, 25) € em relagdo a
marca¢do (x5, r3, Te, T1,x4) dos seus vértices.

2. Como determinar o valor do grau de um vértice de um grafo GG, a partir da matriz de adjacéncias,
se:

(a) G é um grafo simples?
(b) G é um digrafo?

40



10.

11.

12.

Indique dois grafos simples, com n vértices ndo isomorfos que tenham a propriedade da matriz de
adjacéncias nao depender da marcacao de vértices considerada. Indique, para cada um, a corres-
pondente matriz de adjacéncias.

Um digrafo G = (X,U) diz-se simétrico se, para quaisquer x,y € X, (z,y) € U se e sb se
(y,x) € U. O que pode afirmar sobre a matriz de adjacéncias de um digrafo simétrico?

. Seja G um grafo simples, com matriz de adjacéncias A(G). Como obter, a partir de A(G), a matriz

de adjacéncias do seu grafo complementar G?

O converso de um digrafo G = (X, U) é o digrafo G = (X, [7) em que, para quaisquer x,y € X,
(x,y) € Useesbdse (y,x) € U.

(a) D& exemplo de um digrafo isomorfo ao seu converso.

(b) Qual a relagdo entre as matrizes de adjacéncias de G e de G?

Como obter, a partir da matriz de adjacéncias de um digrafo G = (X, U), o nimero de predecessores
simultaneos de dois vértices = e y?

. Seja G = (X,U) um digrafo tal que 't (z) = I'"(z), para qualquer z € X. O que pode afirmar

sobre a matriz de adjacéncias de G”7

. Seja A a matriz de adjacéncias de um grafo simples G, em relagdo a uma marcagdo (z1, s, ..., Z,)

dos seus vértices.

(a) Justifique que, sendo [b;;] = A?, se tem b; = dg(x;), para qualquer i € {1,...,n}.

(b) Com um exemplo, mostre que a propriedade (a) é falsa se A é a matriz das adjacéncias de um
digrafo.

Sejam J,, a matriz de ordem n com todos os elementos iguais a 1 e I,, a matriz identidade de ordem
n. Mostre que uma matriz booleana A, de ordem n, é a matriz de adjacéncias de um torneio com
n vértices se e sé se A+ AT = J, — I,,.

Seja G um grafo simples em que todo o arco tem uma extremidade num vértice de grau impar e a
outra extremidade num vértice de grau par. Justifique que existe uma marcacdo dos vértices de G
em relacdo a qual a matriz de adjacéncias de GG tem a forma:

o ]

Considere o grafo

Ty 3

(a) Determine a matriz A de adjacéncias de G' em relacdo a marcacdo (z1, xo, 3, Z4).

(b) Indique A% e A3, sem efectuar multiplicacdo de matrizes.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Considere o grafo K, s com as classes de vértices X = {zy,...,z.} e Y ={y1,...,ys}

(a) Determine a matriz A das adjacéncias de K, ; em relagdo a marcagdo (1,..., %y, Y1, ..., Ys).

(b) Indique A% e A3, sem efectuar multiplicacio de matrizes.

Seja G um digrafo cuja matriz das adjacéncias em relagdo a marcagdo (x1,z2,x3,24) dos seus
vértices é

0110
0010
0000
0100
Justificando apenas com propriedades de matrizes, indique:
(a) A sequéncia de graus exteriores de G
(b) Se G tem vértices isolados;
(c) Se G admite como subgrafo um torneio com 3 vértices;
(d) Se existem caminhos 1 — xy4;
(e) Se existem sucessores simultdneos de x; e 5.

Considere o digrafo

X5

Indique, em relagdo a marcagdo (x1, zo, &3, T4, x5) dos seus vértices:
(a) A matriz de adjacéncias de G.
(b) A matriz de distancias de G.

Seja A a matriz de adjacéncias de um digrafo GG, em relagdo a uma marcagdo (1, xo, ..., x,) dos
seus vértices. Indique como determinar a partir da matriz A, ou das suas poténcias, se:

(a) G tem fontes/pogos;

(b) G é fortemente conexo;
(c) G tem circuitos eulerianos;
(d)

d) G tem caminhos eulerianos abertos.

Indique uma condicdo suficiente, em termos de matrizes, para que um digrafo GG nao tenha:

(a) Circuitos hamiltonianos;

(b) Caminhos hamiltonianos abertos.

Sem efectuar multiplicacdo de matrizes justifique que, para todo o inteiro n > 2, existe um digrafo
G, com n vértices, cuja matriz de adjacéncias A satisfaz a propriedade: A* #£ 0, para todo o inteiro
positivo k.
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