Teorema do | ¢

/

Teorema 2.1.5: 4

(1) Num multigrafo G = (X, U) com m arcos tem-se ) | x d(x) = 2m.

(i) Se G = (X, U) é um multigrafo orientado com m arcos entdo

Dowex dT(x) =2 ex d(x) =m.

“Dem."” : A demonstracac da afirmagdo (ii) € imediata, se atendermos a que
cada arco, independentemente de ser ou n3o um laco, tem uma, e uma sd,
extremidade inicial (respectivamente, final) contribuindo, assim, com uma parcela
igual a 1 para o somatério ., d¥(x) (respectivamente, > ., d~(x)).

A demonstracao de (i) para multigrafos orientados, pode fazer-se utilizando (ii),
pois

Z d{x)} = Z(cﬁ(x) +d™(x)) = Z d*(x) + Z d™(x) =2m,
XEX xeX xeX xeX

ou observando que para qualquer multigrafo, orientado ou nao, cada arco tem
duas extremidades (que podem ser iguais, no caso dos lagos) e, portanto, por

cada arco existe uma parcela igual a 2 no somatdrio > _, d(x).




Consequéncias imediatas do teorema do aperto de mao:

(1) A soma dos graus de todos os vértices de um multigrafo € sempre par;

(2) O numero de vértices de grau impar é sempre par.
«
Proposicao 2.1.6:

Num multigrafo, orientade ou ndo, G = (X, U) é sempre par o nimero de
vértices de G que tém grau impar.

Dem: Sejam m o nimero de arcos de G,
Xi={xeX: dx)éimpar} ¢ Xo={xeX: d(x)épar}.

Tem-se

z d(x) = Z d(x) + Z d(x) =2m.
xeX

xEX1 XEX2
Como 2me )" _, d(x) sdo ntimeros pares, concluimos que } _, d(x) € par.
Dado que a paridade da soma de k = |Xj| nimeros impares é a paridade de k,

concluimos que k = |X1| é um nimero par. Como |X1| é o nlimero de vértices de

G com grau impar, tem-se o resultado pretendido. ]
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Definicao 2.1.7:
Define-se sequéncia de graus de um multigrafo ou multigrafo orientado G,

com n vértices, como sendo a sequéncia

(d]_'.- d2'.«"".- dﬂ)‘.«
nao-crescente (isto é, com decrescente em sentido lato
( S
d>dr>...> dp)

cujos elementos sao os graus dos vértices de G.

Exemplo: Para o multigrafo orientado em baixo tem-se:

X1
\ da) =1 (4,4, 4,3, 1)
N d(x2) =4 é a sequéncia de graus
X5 y de G
d(x3) =4
d(xs) =3
X?’S «< d(x5) =4

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Observacao: No caso dos multigrafos orientados define-se de forma
analoga os conceitos de sequéncia de graus exteriores e sequéncia de graus
Interiores.

Exemplo: Para o multigrafo orientado anterior tem-se:

” d(x1)=1 | d (x1)=0
d"(x)=1 | d (x)=23

. d7(x3)=3| d (x3) =1

. ] d(xa)=1 | d (x4) =2

d " (xs)=2 | d (x5) =2

S

(3,2, 1,1, 1) ¢éa sequéncia de graus exteriores de G

(3, 2, 2, 1, 0) € asequéncia de graus interiores de G




Definicao 2.1.8:
Uma sequéncia nao crescente de inteiros nao negativos (dy, d>, ..., d,)

diz-se uma sequéncia grafica se existir um grafo simples cuja sequéncia
de graus seja (di,do, ..., dy).

Exemplo: (3, 2,2, 1) € uma sequéncia grafica pois existe um grafo simples
cujos vertices tém os graus da sequéncia.

Proposicao 2.1.9:

Se (di,d>,...,d,) é uma sequéncia grafica entdo di,do, ..., d, sdo
inteiros tais que:

(i) 0<di<n-—1, paratodooic€{l,...,n}

(ii) >>7_4 d; € um ndmero par.
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Observacao: A Proposicao diz que dada uma sequéncia nio crescente

de numeros inteiros (dy, d>, ..., d,) , se existe um grafo simples com a
sequéncia de vértices (dy, d>,...,d,) entdo a sequéncia satisfaz (i) e (ii).

No entanto, satisfazer
(i) e (ii)

nao implica que exista um grafo com tal sequéncia de vértices.

Exemplo

A sequéncia (2, 2, 0) satisfaz as condigdes (i) e (ii)
mas nao existe um grafo simples com 3 vértices
e com esta sequéncia de graus.

Um exemplo para n=4 ? Um exemplo para n=5 ?

(3,1,0.0) (4,0.0,0,0)

® A proposicdo é importante porque nos permite excluir casos.
Nao € sequéncia grafica

(3v 2, 2, 1,1, O) — pois ndo satisfaz (ii)




Proposicao 2.1.10:

Num grafo simples, com n > 2 vértices, existem pelo menos dois vértices
com o mesmo grau.

Dem. Se nao existissem dois vértices com o mesmo grau, a sequéncia de graus

do grafo seria
(A — L =2 1 @)

que n3o é uma sequéncia grafica. ]

Exemplo: (3, 2,1,0) nao é uma sequéncia grafica.
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Teorema 2.1.11: &
A sequéncia de inteiros ndo negativos 3

S di.db., ... d,
comdi >dy>...>d, n>2ed >1¢éuma sequéncia grafica se, e so
se, a sequéncia
/.
S dp—1,...,dg 41— 1,dg,42,...,d,

(depois de ordenada por ordem nao crescente) é uma sequéncia grafica.

Dem.(parcial) Suponhamos que S’ é uma sequéncia grafica e seja G’ um grafo
simples cuja sequéncia de graus é S’. Sejam xo....,x, 0s vértices de G’ e
considere-se que

di—1 se2<i<d +1
dGI(XI) — -

f 1 SI=n.

d sedi+2<i<n
Seja G o grafo que se obtem de G’ acrescentando um novo vértice x; e os d;
arcos {xy, x;}, para 2 < <d;+ 1. Entao, G é um grafo simples cuja sequéncia
de graus é S e, portanto, S é uma sequéncia grafica. [
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Exemplo: Determinemos se a sequéncia (6, 5, 5, 4, 3, 3, 2, 2, 2) ¢
uma sequeéncia grafica.

v
S : 5,5.4,3,3, 2.9 D —

s 4, 4,3,2 2, 1,2 2
Sy 4_._ 3, 2. ; 2.2 1 —
Sy 3,2,1,}2,2,1
Sz da}z. 2.2,1, 1, 1 —
S, 1,1, 1,1, 1, 1 —

em que de 5; para 57, i € {1, 2, 3}, se a

cou o teorema e de S; para
Siv1, 1 €11, 2}, se ordenou a sequéncia

or ordem nao crescente.

2




Embora possamos continuar a aplicar o teorema, concluimos facilmente,
que S; é uma sequéncia grafica, pois um grafo simples da forma

G?i @ @ ® @ ® o

tem S5 como sequéncia de graus.

Conclusao: De acordo com o teorema 2.1.11, como

(1,1,1,1,1,1) é sequéncia grafica G?’:
(3,.2,2,2,1 ,1%) é sequéncia grafica Gz =7
(4,4,3,2,2,2,2:1‘11’) é sequéncia grafica Gy =7
(6,5,5,4,3,3,2,2,2) é sequéncia grafica G =7

Partindo de G; obtenha grafos simples G3 , Go e (; para as sequéncias indicadas




(1,1,1,1,1,1) é sequéncia grafica G;

\

(3,2,2,2,1,1,1) é sequéncia grafica G3 =7

\

(4,4,3,2,2,2,21) é sequéncia grafica ©2

\

(6,5,5,4,3,3,2,2,2) ésequéncia grafica Gy =7

2
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(1,1,1,1,1,1) é sequéncia grafica G?’;

\

(3,2,2,2,1,1,1) é sequéncia grafica G3 =7

\

(4,4,3,2,2,2,21) é sequéncia grafica ©2

\

(6,5,5,4,3,3,2,2,2) ésequéncia grafica Gy =7

G3

De acordo com o Teorema 2.1.11, para obter
um grafo simples G; com a sequéncia de
vértices (3,2,2,2,1,1,1) basta acrescentar

um vértice a G5 e torna-lo adjacente a 3
vértices de grau 1
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(1,1,1,1,1,1) é sequéncia grafica G?’;

J,L Agora, para obter um grafo simples G, com a
(3,2,2,2,1,1,1) é sequéncia grafica Gy =7 sequéncia de vértices (4,4,3,2,2,2,2,1) basta
acrescentar um vértice a G5 e torna-lo
J~L _ 5 adjacente a 1 vertice de grau 3, a 1 vértice de
(4,4,3,22,22,1) ésequéncia grafica @2 =7 | grau 2 e a 2 vértices de grau 1.

\

(6,5,5,4,3,3,2,2,2) ésequéncia grafica Gy =7

Go
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(1,1,1,1,1,1) é sequéncia grafica G?’;

U Para obter um grafo simples G, a partir de G,,
(3,2,2,2,1,1,1) ésequéncia grafica Gy =7 | que tenha a sequéncia de vertices
(6,5,5,4,3,3,2,2,2), basta acrescentar 1 vértice

J‘L de grau 6 a G, e torna-lo adjacente a 2
(4,4,3,2,2,2,2,1) € sequéncia grafica G2 vértices de grau 4, 1 degrau 3,2degrau2 e 1
‘U’ de grau 1.

(6,5,5,4,3,3,2,2,2) ésequéncia grafica Gy =7

Gy
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