Alguns resultados sobre cadeias:

Proposicao 2.2.7:
Num grafo simples G = (X, U) existe uma cadeia xo — x, se, e s6 se,
existe uma cadeia xy — x, elementar.

Observacao: l l
' TivTo, TGy TAs T TE T

Cadeia nao elementar 77y — 7,

J

L1, L2, L3, Ly

Cadeia elementar L1 — L4
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Alguns resultados sobre cadeias:

Proposicao 2.2.7:
Num grafo simples G = (X, U) existe uma cadeia xo — x, se, e s6 se,
existe uma cadeia xy — x, elementar.

Demonstracao = Se 1y = @, a cadeia trivial zg € elementar. Suponhamos que z¢ # =
Gove T posse solase o o gy s sedipeey slapciane G T B g o seies desaetn B e don
uchl 1y lilid Cadtia Jo() JLop T LLL vertice airnitirario ae e I OCOoITe Hials o ill_l Uliid VEZd

1
na cadeia I, entao elimine-se a subsequencia de I, compreendida entre a primeira e a 1iltima,
ocorrencia de x, bem como uma dessas ocorrencias. Obtém-se, ainda, uma cadeia xy — ap,
mas em que r ja nao aparece repetido.
Repita-se este procedimento para todo o vértice que ocorra repetido em L. Obtém-se
entao uma cadeia sem vértices repetidos e, portanto, uma cadeia xy — z, elementar.

+—— lmediato. O
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Proposicao 2.2.8:

Sejam G = (X, U) um grafo simples e xq e x, dois vértices distintos de G.
Se em G existem duas cadeias xg — x, elementares distintas, entao em G
existe um ciclo.

Observacao:

L1, Lo, T3. Ty
| Cadeias '] — &4
Ii.,.Xg, L5, LYy

4

X1, T2, I3, Iy, Ty, Tg, L1 Ciclo
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Proposicao 2.2.8:
Sejam G = (X, U) um grafo simples e xq e x, dois vértices distintos de G.
Se em G existem duas cadeias xg — x, elementares distintas, entao em G

existe um ciclo.

T . . . . . : - A .
i . Tos T1y T3 s vy Ty e 19 . Tas Wy Yoy vewe Ty

duas cadeias rg — z, elementares distintas, existentes em (. Seja i o indice minimo para o

qual x;4| # y;+1 e j o indice minimo tal que j > i e y; € vértice de L, isto é, y; = vy € L.

T
W iiiiiis —U TR e &9
Irp Y; T,
Yit1
Entao,

Liy Liglyeeey Thy Yj—1s.vvy Yitl, Yi

é um ciclo de G.
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Proposicao 2.2.9:
Seja G = (X, U) um grafo simples sem ciclos. Se u € (X © X) \ U entdo
G + u tem, no maximo, um ciclo.

Observacao:
L
Acrescentando o arco {x,,X¢} continuamos sem ciclos,
L6 T mas acrescentado {X,,X;} passamos a ter um ciclo
(no maximo um).
L5 Ly T3

Demonstracao Suponhamos que em G + u existiam pelo menos dois ciclos e sejam C4 e
(5 dois desses ciclos. Se o arco u nao pertencesse aos dois ciclos, entao concluiriamos que
(G + u) — u = G tinha um ciclo, o que é impossivel.

Portanto, u = {x, y} é arco de C e de Cy. Entao existiam duas cadeias #—y elementares
distintas, nao incluindo o arco u. Consequentemente, estas cadeias existiam também em G.
Mas isto implicaria que G tinha um ciclo, o que é impossivel.

Portanto, em G + u existe, no maximo, um ciclo.




Teorema 2.2.10:

Um grafo simples, com n > 2 vértices, é bipartido(se, e s6 se) ndo tem

ciclos de comprimento impar.

Observacao:

(1 ) — Xl
X= X1 UX5
— X2
Grafo bipartido sem ciclos

(2)
—® Como nao tem ciclos de comprimento
impar, pelo teorema sabe-se que o grafo
¢ bipartido.

Grafo bipartido com ciclos
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Definicao 2.2.11:

Seja G = (X, U) um grafo simples. Diz-se que u € U € uma ponte de G

se o niimero de conexidade de G — u é superior ao ntimero de conexidade

de G.
Exemplo:
; T L4
I3 T
Lo
Ponte
f
(:r X1 Ly
r3 @ T

(D

numero de conexidade G

(2

numero de conexidade

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Observacao: Se G = (X, U) é um grafo simples com niimero de
conexidade p e u € U é uma ponte, entao G — v tem numero de

conexidade B i Boa caracterizacio

— das pontes

Proposicao 2.2.11:
Seja G = (X, U) um grafo simples. Entao u € 4 € uma ponte se, e so se,
1 nao faz parte de nenhum ciclo.

Demonstracao Dado que todo o arco de G tem extremidades, em vértices da mesma

componente conexa, podemos supor que G € conexo.

P S (I

jue existe

e o gt

; Qoo Tcre rrm s Frne asl o 2oate T Y L
—— ouponnaimos que U = {I, y; hao e ponte. Litao, & —u

- 1.
AU, PElo

T~
)
o
i

uma cadeia elementar r — y. em G — u. Entao.

£r£—=1, {T* y}" €I

é um ciclo em G ao qual u pertence.
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= Suponhamos que u = {z, y} faz parte de um ciclo,

oYy Yiooooy Yy T

Sejam z;, x; vértices de G, i # j. Como G ¢ conexo, existe uma cadeia elementar z; — x;.
Se u nao ¢ arco desta cadeia, entao a cadeia x; — xj, € cadeia em G — u. Se u € arco da
cadeia, entao x; — x; € cadela

pelo que,

Tjyoooy Ty Yooty Y1, Yyovvy T4

também ¢ cadeia r; — x;, s6 que nao inclui o arco u. Portanto, cadeia em G — u. Logo,

1

(G —u € conexo. ou seja, u nao € ponte. =
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Proposicao 2.2.12

desconexos.

Observacao

1

G

X

(ECT/THL)

Delat
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Proposicao 2.2.12:

Fl'lﬂr'l rEaTA ..-t.mnn'lhr- f?
Winl 5!\‘.‘-”"..-" J.F.F.F.F’(JI I

desconexos.

Demonstracao Suponhamos que G ¢ desconexo e vejamos que G é conexo.

Sejam z;, x; dois vertices de G.

Se x; = x;, tem-se a cadeia trivial. Suponhamos que x; # x;. Se {x;, x;}nao é arco de
G, entao ¢ arco de G, pelo que z;, 2; é cadeia z; — 2; em G.

Se {24, zj} € arco de G, entao z; e r; pertencem a mesma componente conexa de G.
Como G é desconexo, existe um vértice rj, que nao pertence a componente conexa de x; e
rj,em G. Entao, {2y, v} e {og, 2} nao sao arcos de G, pelo que o sao de G. Assim,

Li, Tky Ly

é cadeia z; — z; em G. Logo, G é conexo.
Se G Josse desconexo, enlao por uin raciocinio analogo, G = G € conexo. Logo, G e G

nao podem ser ambos desconexos. O
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Nocao de caminho (multigrafos orientados):
Definicao 2.2.13:

Num multigrafo orientado G = (X, U) chama-se caminho a uma
sequéncia alternada de vértices e arcos de G, iniciada e terminada num
vértice, tal que cada arco tem uma extremidade inicial no vértice que
imediatamente o precede na sequéncia e extremidade final no vértice que
imediatamente lhe sucede na sequéncia.

Exemplo: Seja G = (X, U)

Caminho (cadeia)

C

Cadeia que nao ¢
um caminho




Trata-se de uma sequéncia da forma

L X0, Ul, X1, UDy..., Ur, Xy

emquex; € X, i =/0,....r,e un= (xj_1.x;) €U, i =1,\..

L é um caminho xo X, vértice inicial vértice final

As definicdes de caminho fechado/aberto, comprimento de um caminho,
caminho simples, caminho elementar, ..., obtém-se substituindo, nas
correspondentes definicoes para cadeias, “cadeia” por “caminho”.

Definicao 2.2.14:
Um caminho simples, fechado e nao trivial diz-se um circuito.

\

\
nao repete arcos
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Observacoes:

@ Se L é um caminho xp — x, num multigrafo orientado G ent3o L é
também uma cadeia xg — x,.

@ Num grafo orientado pode existir um caminho xg — x, e nao existir
nenhum caminho x, — xg.

& &

1!

©@ Num digrafo, um caminho fica completamente determinado se
indicarmos apenas a subsequéncia dos seus vértices.

Depar tanento Dlaie
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Definicao 2.2.15:
Um multigrafo orientado G = (X, U) diz-se fortemente conexo se, para
quaisquer dois vértices x; e X;, existem em G um caminho x; — xj e um
caminho x; — x;.

Componentes fortemente conexas de G

Seja G = (X, U) um multigrato orientado e S a relagdo binaria, definida
em X, por: para quaisquer x;, x; € X,

XiSXj se, esose, existem em G um caminho x; — X;
\ e um caminho x; — Xx;.

S é relacio de equivaléncia

X > 2 d = numero de conexidade forte

X.* _ . A
= classe de equivaléncia para S




Sejam X{,..., X, as suas classes de equivaléncia.
Ao nimero g chama-se niimero de conexidade forte de G.

Os subgrafos gerados por Xi, ..., X dizem-se as componentes
fortemente conexas de G e representam-se, respectivamente, por
815 v« 35

Exemplo: Seja G = (X, U)

z1]s = {1}
[J{"Q] g = {Ig‘ Ly, Iy, IG}
[-1”3]8 — {I 3} )

* Classes de equivaléncia da relacdo S

A relacao S origina uma particao de X em 3 classes de equivaléncia:
Numero de

X{={x1}; X5 ={x2, x4, x5, x5} € X3 = {x3}.
conexidade forte = 3
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Assim, as componentes fortemente conexas de G sao:

X1




Comparacgao entre as componentes conexas e as componentes fortemente conexas:

G = (X, U)

Para G = (X, (’,{) temos : 1 componente conexa;

3 componentes fortemente conexas;

Depar tanenbo Maier



Proposicao 2.2.15:
Seja G = (X, U) um multigrato orientado. Ent3o:
(1) Um arco de G pode nao pertencer a nenhuma componente

fortemente conexa;

(i1) Um arco de G nao pode pertencer a mais do que uma componente
fortemente conexa;

(111) Um arco de G pertence a uma componente fortemente conexa se, e
so se, faz parte de um circuito.

Proposicao 2.2.16:

Seja G um digrafo. Se G é desconexo entdo o seu digrafo complementar
G ¢é fortemente conexo.



