2.3 Arvores

Definicao 2.3.1:
Um grafo conexo sem ciclos diz-se uma Arvore.
Um grafo sem ciclos diz-se uma Floresta
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Arvore i
Arvore

“_ U

——

3 Florest
Observagio: oresta

@ Uma Arvore é um grafo conexo onde todos os arcos sdo pontes.

© Uma Floresta é um grafo onde cada componente conexa é uma arvore.
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Questao: Quantos arcos tem uma arvore com n vértices ?

1|
N

n

n=2

n=3

n=k

® — 0 arcos

*—© —> 1 arcos
\_. —> 2 arcos

— k-1 arcos,

k natural

Conclusao: Uma arvore com n vértices tem n-1 arcos (Prova-se por indugéo completa)
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Teorema 2.3.2: Toda a arvore com n vértices tem n -1 arcos (n um natural).

Dem: Usemos o principio de indugao completa.

n=1 E claro que para n=1 a arvore tem de ter 0 arcos, pois coincide com o grafo
®

Hipotese: Suponha-se que toda a arvore com k vértices, emque 1 <k < n,
tem k -1 arcos (para algum n).

Tese: Mostre-se que uma arvore com n+1 vértices temnarcos (n = 2)
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Teorema 2.3.2: Toda a arvore com n vértices tem n -1 arcos (n um natural).

Dem: Usemos o principio de indugao completa.
n=1 E claro que para n=1 a arvore tem de ter 0 arcos, pois coincide com o grafo
®

Hipotese: Suponha-se que toda a arvore com k vértices, emque 1 <k < n,
tem k -1 arcos (para algum n).

Tese: Mostre-se que uma arvore com n+1 vértices temnarcos (n = 2)

Seja G’ = (X', U")uma arvore com n+1 vértices. Seja u' = U’ um arco.

Como G’ é arvore entdo ;/ € uma ponte pelo que G’ — i/ é desconexo
com duas componentes conexas K; e R, com K, ek, vértices respectival.

Tem-se,
Ky + k,=n+1.

Como R, e R, sao arvores, por hipotese de indugéo, R, tem k, -1 arcos e
R, tem k,-1. Assim, G’ — ;/ temKk, +k,-2 arcos, logo G’ tem n arcos.

Efectivamente,
(Ki+K,—2)+1=n (n°dearcosde G’). O
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Questao: Quantos arcos tem uma floresta com n vértices ?

Depende do numero de arvores que a constituem.

Proposicao 2.3.3:
Uma floresta com n vértices e p componentes conexas tem n — p arcos.
— _/
YT
p arvores

Dem: Seja G = (X'. U ) uma floresta constituida por p componentes conexas
com Ny, Ny,..., N, vertices, respectivamente. Tem-se obviamente,

ny+ ny+...+n,=n.
Como cada componente conexa € uma arvore, entao
R, tem n-1 arcos, i=1,2,..., p.

Assim, G tem
(ny-1)+ (ny-1)+... (n,-1) =n-p, arcos. [
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Teorema 2.3.4:
Seja G = (X, U) um grafo simples, com n > 2 vértices. Entdo sao
equivalentes as afirmacoes:

(1) G é um grafo conexo sem ciclos. «—(G é arvore)

(11) G nao tem ciclos e tem n — 1 arcos.

(ii1) G é conexo e tem n — 1 arcos.

(iv) G é conexo e se u € U4 entdo G — u € desconexo.

(v) VX, x; € X, tais que x; # X existe uma, e uma so, cadeia elementar
Xip—XG; em G.

(vi) G ndo tem ciclos e se u € (X @ X)\U entdo G + u tem um, e um

so, ciclo.

Observacao: Um grafo conexo com n vértices e n -1 arcos € uma arvore
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Dem:

(/) = (/i) Por indugdo em n.

Para n = 2 o resultado é verdadeiro.

Suponhamos o resultado verdadeiro para todo o grafo conexo sem ciclos com um
namero de vértices inferior ou igual a k, com k > 2.

Seja G’ = (X', U") um grafo conexo sem ciclos com k + 1 vértices. Como G’ nao
tem ciclos, todo o arco v/ € U’ é uma ponte.

Logo, G' — ', com ' € U’, tem duas componentes conexas Ky e R» com kj e k>
vértices, respectivamente. Como R; e R» sao grafos conexos sem ciclos, por
hipotese de inducao, o nimero de arcos de Ry é k1 — 1 e o nimero de arcos de R,
é ko — 1. Porque 1+ k = ki + ko e o nimero de arcos de G’ é

1+ ki —14+ k» — 1, temos

l+ki—14+k—-1=1+k—1=k.
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Dem(cont.):

(i) = (iii) Demonstremos que G é conexo. Suponhamos que G ndo € conexo e
sejam Ry,..., R, as componentes conexas de G, com p > 2. Sejam n; e mj;,
respectivamente, o nimero de vértices e o numero de arcosde R;, i =1,...., p.
Porque R; € conexo sem ciclos, temos

mi=n;—1 r=1,..., p.

entao, o numero de arcos de G seria

Zm;zzm—p:ﬂ—p,

Como p > 2, concluirifamos que o niumero de arcos de G
n—p<n-—2,

o que contradiz a hipdtese.
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(iii) = (iv) Dado que G tem n vértices e n — 1 arcos, entdo para qualquer v € U,
G — u tem n vértices e n — 2 arcos. Demonstremos que se G’ = G — u fosse
conexo ent3o o seu numero de arcos m’ verificaria m’ > n— 1, o que é uma
contradicao com m’ = n — 2. De facto se G’ fosse conexo sem ciclos entao por
(i) = (ii) teriamos m" = n — 1. Por outro lado se G’ fosse conexo com ciclos
ent3o retirando arcos pertencentes a ciclos obteriamos um grafo parcial de G
ainda conexo e sem ciclos em que m’ > n — 1.

(iv) = (v) Como G é conexo, entdo para quaisquer dois vértices de G existe uma
cadeia elementar, da qual sdo extremidades.

Se existissem dois vértices distintos de G que fossem extremidades de pelo menos
duas cadeias elementares distintas, entao, em G, existiria um ciclo. Sendo v um
arco deste ciclo, como v n3o era ponte, G — u era conexo, o que contradiz a

hipotese.

(v) = (vi) Se em G existisse um ciclo, entdo sendo x e y dois vértices distintos
deste ciclo, existiriam duas cadeias elementares distintas x — y, o que contradiz
(v). Logo, G ndo tem ciclos. Seja u = {x;, xj} & U, com x; # x;, vértices de X.
Por (v) existe em G uma cadeia elementar x; — x;, e dado que x; # x; também €
uma cadeia simples. Assim, x; — x;. u, x; € um ciclo em G + u.

Porque G nao tem ciclos, entao G + v tem no maximo um ciclo.
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(vi) = (i) Demonstremos que G é conexo. Suponhamos que G é desconexo e
sejam X;, Xj vértices de componentes conexas distintas. Tem-se {x;, x;} ¢ U.
Como G nao tem ciclos e ndo existem cadeias com extremidades em vértices de
compaonentes conexas distintas, podemos dizer que G + v nao tem ciclos, o que

contradiz (vi). Logo, G € conexo.
[]

Observacao.
Existem grafos simples com n vértices e n — 1 arcos que nao sao florestas
e, portanto, nao sao arvores.

Por exemplo, G = C,_1 UKy, com n > 4.

\
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Questao:

(1) Considere a sequéncia de numeros (3, 1,1, 1, 0). Existe uma arvore com esta
sequéncia de graus ?

Claro que nao..... Um garfo simples com esta sequéncia de graus nao € conexo.

(2) E paraasequéncia (3,2,2,2,1)?.

Nao pois .....

Proposicao 2.3.5:
Numa arvore, com n > 2 veértices, existem pelo menos dois vértices de
grau 1.
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Proposicao 2.3.5:
Numa arvore, com n > 2 vértices, existem pelo menos dois vértices de

grau 1.

Dem: Seja G uma arvore com n > 2 vértices. Seja (dy,..., d,) com
d1 > d,, a sequéncia de graus de G. Como G € conexo e n > 2 entao,

dp
Su

Iv |"~J

ponhamos que, no maximo, G tinha um vértice de grau 1, ent3o
n
Zd;’ >1+42(n—1).
=

Como G é uma arvore com n vértices, o niumero de arcos é
m=n—1.
Aplicando o Teorema do aperto de maos, temos a contradicao,
2(n—1) = 1+4+2(n—1).

Logo, G tem pelo menos dois vértices de grau 1.

CT/LTNL)
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Questao:

(3) Existe uma arvore com a sequéncia de graus (3, 1,1,1,1,1) ?.

Nao pois .....

Teorema 2.3.5: »
Sejam dy,.... d,, com n > 2, inteiros tais que =3

Ent3o, existe uma arvore cuja sequéncia de graus e

(d]_.. R d”)
se, e SO se
n
> di=2r-2
i=1 \
Dem: — Aplicar teorema do aperto de m&o. \

2(n-1)
<= Indugao em n.




Questao:
(4) Existe uma arvore com a sequéncia de graus (3, 2,2,1,1,1) ?.

De acordo com o teorema anterior sim pois n = 6 (n° vértices) e

3+2+2+1+1+1=10 = 2x6 — 2.

Por exemplo,




Conexidade e Arvores

G é conexo mas nao é arvore.

X6

Mas G tem uma arvore como subgrafo parcial.

Teorema 2.3.6:
Um grafo € conexo se, e so se, admite uma arvore como grafo parcial.
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Dem: <— Se um grafo G admite uma arvore como grafo parcial entdo G admite
um grafo parcial conexo, logo é conexo.

— Se G nao tem ciclos, entdo G é uma arvore (grafo parcial de G).

Se G tem um ciclo, seja u; um arco de um dos ciclos de G. Entdo vy nao é ponte,
pelo que G; = G — 1y é conexo e tem um numero de ciclos inferior ao nimero de
ciclos de G. Se G — u; ndo tem ciclos entdo Gy = G — uy é arvore (grafo parcial
de G). Caso contrario, seja t, um arco de um ciclo de G; — vy = G;.

Porque o niimero de ciclos de G é finito, procedendo deste modo, obtemos um
grafo Gy = G, _1 — ux_1 que é conexo, sem ciclos. Logo Gy é arvore (grafo
parcial de G).

Arvores e grafos conexos estdo relacionados
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Definicao 2.3.7:
Seja G um grafo (respectivamente, grafo conexo). Designa-se por floresta
(respectivamente, arvore) maximal de G qualquer grafo parcial de G, que
tenha o mesmo numero de conexidade que G e que seja floresta
(respectivamente, arvore ).

Exemplo: Consideremos o seguinte grafo simples,
X

G

X6
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X1

X3 X2

X4 X5

X4 ®

X6

Gy e Go sao duas arvores maximais, nao isomorfas de G
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Grafos ponderados:

v.U—R

u — V(u

Funcao peso

Se u € U designa-se por valor/peso do arco u o niimetp real v(u) e
designa-se por valor de G, e representa-se por v(G), o\itimero real




Problema da arvore maximal de valor minimo

Dois algoritmos importantes

/ Algoritmo de Kruskal

Algoritmo de Prim
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