
Definição 2.3.1:
Um grafo conexo sem ciclos diz-se uma Árvore.

Um grafo sem  ciclos diz-se uma Floresta

Árvore Árvore

FlorestaObservação:

Uma Árvore é um grafo conexo onde todos os arcos são pontes.

Uma Floresta é um grafo onde cada componente conexa é uma árvore. 



Questão: Quantos arcos tem uma árvore com n vértices ?

n=1 0 arcos

n=2 1 arcos

n=3

2 arcos2 arcos

…

n=k k-1 arcos,               k natural

Conclusão: Uma árvore com n vértices tem n-1 arcos (Prova-se por indução completa)



Teorema 2.3.2: Toda a árvore com n vértices tem n -1 arcos (n um natural).

Dem: Usemos o princípio de indução completa.

n=1 É claro que para n=1 a árvore tem de ter 0 arcos, pois coincide com o grafo

Hipótese: Suponha-se que toda a árvore com k vértices, em que 1      k        n,
tem k -1 arcos         (para algum n).

Tese: Mostre-se que uma árvore com  n+1 vértices  tem n arcos     (n       2)



Dem: Usemos o princípio de indução completa.

n=1 É claro que para n=1 a árvore tem de ter 0 arcos, pois coincide com o grafo

Tese: Mostre-se que uma árvore com  n+1 vértices  tem n arcos     (n       2)

Seja                           uma arvore com n+1 vértices.  Seja               um arco.

Teorema 2.3.2: Toda a árvore com n vértices tem n -1 arcos (n um natural).

Hipótese: Suponha-se que toda a árvore com k vértices, em que 1      k        n,
tem k -1 arcos         (para algum n).

Seja                           uma arvore com n+1 vértices.  Seja               um arco.

Como        é árvore então         é uma ponte pelo que                é desconexo 
com duas componentes conexas                 com    k1 e k2 vértices  respectiva/. 

Tem-se,                     
k1 + k2 = n+1.

Como   R1 e R2 são árvores, por hipótese de indução, R1  tem  k1 -1 arcos e 
R2 tem  k2-1.  Assim,                tem k1 + k2 - 2  arcos, logo         tem n arcos.

Efectivamente,                       
(K1 + K2 – 2) +1 = n   (nº de arcos de       ).



Proposição 2.3.3:

Questão: Quantos arcos tem uma floresta com n vértices ?

Depende do número de árvores que a constituem.

p árvores

Dem: Seja                             uma floresta constituída por p componentes conexas
com n1, n2,…, np vértices, respectivamente. Tem-se obviamente,

n1+ n2+…+ np = n.

Como cada componente conexa é uma árvore, então

Ri tem ni-1 arcos,       i=1,2,…, p.

Assim,     tem
(n1 -1)+ (n2-1)+… (np -1) = n - p,    arcos.



Teorema 2.3.4:

(G é árvore)

Observação: Um grafo conexo com n vértices e n -1 arcos é uma árvore











Questão:

(1) Considere a sequência de números   (3, 1, 1, 1, 0).    Existe uma árvore com esta 
sequência de graus ?

Claro que não…..

(2) E para a sequência   (3, 2, 2, 2, 1) ? .

Um garfo simples com esta sequência de graus não é conexo.

Não pois …..

Proposição 2.3.5:



Proposição 2.3.5:



Teorema 2.3.5:

Questão:

(3) Existe uma árvore com a sequência de graus (3, 1, 1, 1, 1, 1) ? .

Não pois …..

Aplicar teorema do aperto de mão.

Indução em n.
2(n-1)



Questão:

(4) Existe uma árvore com a sequência de graus (3, 2, 2, 1, 1, 1) ? .

De acordo com o teorema anterior sim pois n = 6 (nº vértices)  e

3+2+2+1+1+1=10 = 2x6 – 2.

Por exemplo,



G é conexo mas não é arvore.

Mas G tem uma árvore como subgrafo parcial.

Teorema 2.3.6:



Árvores e grafos conexos estão relacionados



Definição 2.3.7:

Exemplo:





Função peso

V(G)=3 + 1 + 2 + …. = 19



Dois algoritmos importantes


