Grafos ponderados:

v.U—R

u — V(u

Funcao peso

Se u € U designa-se por valor/peso do arco u o niimetp real v(u) e
designa-se por valor de G, e representa-se por v(G), o\itimero real




Problema da arvore maximal de valor minimo

Dois algoritmos importantes

/ Algoritmo de Kruskal

Algoritmo de Prim

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Algoritmo de Kruskal

Seja (G, v) um grafe ponderado, sendo G = (X, U) um grafo conexo

com n vértices.

1°) Escolha-se um arco vy de G tal que

v(ur) = minv(u).

ue

2°) Se os arcos u1, ..., u; ja foram escolhidos, ent3o, sendo
Ui ={u1,..., ui}, escolha-se um arco uj+1 € U tal que
(1) wipr & U;
(2) G' = (X, Ui U{ujy1}) ndo tem ciclos
(3) wujy1 € de entre os arcos que verificam as condicdes (1) e (2), um com
valor minimo.

3?) Se ja foram escolhidos n — 1 arcos, entdo o algoritmo termina. Caso
contrario, repita-se 2°).

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Exemplo 1: Consideremos o seguinte grafo ponderado Algoritmo de Kruskal

: |

4 Escolha do melhor
arco de entre os que
faltam escolher

Calculemos, usando o Algoritmo de Kruskal, uma arvore maximal de valor
minimo.
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Exemplo 1: Consideremos o seguinte grafo ponderado

2

Calculemos, usando o Algoritmo de Kruskal, uma arvore maximal de valor
minimo.
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Exemplo 1: Consideremos o seguinte grafo ponderado
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Calculemos, usando o Algoritmo de Kruskal, uma arvore maximal de valor
minimo.
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Exemplo 1: Consideremos o seguinte grafo ponderado

2
4 5 arcos escolhidos

Calculemos, usando o Algoritmo de Kruskal, uma arvore maximal de valor
minimo.

Valor =8




Exemplo 2: Consideremos o seguinte grafo ponderado

Calculemos, usando o Algoritmo de Kruskal, uma arvore maximal de valor
minimo.




Exemplo 2: Consideremos o seguinte grafo ponderado

Calculemos, usando o Algoritmo de Kruskal, uma arvore maximal de valor
minimo.




Exemplo 2: Consideremos o seguinte grafo ponderado

Calculemos, usando o Algoritmo de Kruskal, uma arvore maximal de valor
minimo.




Exemplo 2: Consideremos o seguinte grafo ponderado

Calculemos, usando o Algoritmo de Kruskal, uma arvore maximal de valor
minimo.




Exemplo 2: Consideremos o seguinte grafo ponderado
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Exemplo 2: Consideremos o seguinte grafo ponderado

6 arcos escolhidos

Valor = 39

Calculemos, usando o Algoritmo de Kruskal, uma arvore maximal de valor
minimo.




Algoritmo de Prim

Seja (G, v) um grafo ponderado, sendo G = (X, /) um grafo conexo
com n vértices.

1°) Considere-se um vértice arbitrario de G, que designamos por x;.

2°?) Escolha-se um arco uy de G, incidente em x1, que tenha valor minimo.

3°) Se os arcos ui, ..., uj ja foram escolhidos e sendo X; = {x1,...,xj4+1} o
conjunto de vértices formado pela suas extremidades, escolha-se um
arco uj41 de valor minimo entre os arcos {xj, xj;2} de G tal que
xji € Xi e xjyp € Xj (i.e. ujy1 € um arco de valor minimo entre os
arcos ainda nao escolhidos com precisamente uma extremidade em

X)),

4°) Se ja foram escolhidos n — 1 arcos, entdo o algoritmo termina. Caso
contrario, repita-se 3°).




Exemplo 1: Com o grafo ponderado do exemplo anterior, Algoritmo de Prim

: |

Evolui pelo principio do
vizinho mais préximo

calculemos uma arvore maximal de valor minimo, mas utilizando o
Algoritmo de Prim e partindo do vértice x.
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Exemplo 1: Com o grafo ponderado do exemplo anterior,

2
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Exemplo 1: Com o grafo ponderado do exemplo anterior,
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calculemos uma arvore maximal de valor minimo, mas utilizando o
Algoritmo de Prim e partindo do vértice x.
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Exemplo 1: Com o grafo ponderado do exemplo anterior,

2

5 arcos escolhidos

Valor =8

calculemos uma arvore maximal de valor minimo, mas utilizando o
Algoritmo de Prim e partindo do vértice x.
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Exemplo 2: Consideremos o seguinte grafo ponderado

calculemos uma arvore maximal de valor minimo, mas utilizando o
Algoritmo de Prim e partindo do vértice xi.
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Exemplo 2: Consideremos o seguinte grafo ponderado

6 arcos escolhidos

Valor = 39

calculemos uma arvore maximal de valor minimo, mas utilizando o
Algoritmo de Prim e partindo do vértice xi.




Observacao:

e Se temos um grafo simples conexo e queremos uma sua arvore maximal,
podemos usar qualquer um dos algoritmos anteriores bastando para isso,
atribuir o mesmo valor a todos os arcos do grafo.

e Em geral, em termos de implementacao em computador, o Algoritmo de
Prim é mais rapido do que o de Kruskal.
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Problema da cadeia mais curta

Sejam (G, v) um grafo conexo ponderado e x e y dois vértices de G. O
problema da cadeia mais curta consiste em determinar uma cadeia x — y

L: x=X0,U01,X1,U2 ... .Uk, Xpe = Y

por forma que o valor de L, i.e.

k

v(L) = Z v(u;p)

f=1
(soma dos valores dos arcos de L), seja o minimo possivel. Neste caso,
dizemos que L é uma cadeia x — y (de valor) minima.

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Exemplo:  Consideremos o seguinte grafo ponderado:

1 b 2 é

@E‘.}

2 3 3
ade _ .f

] | p)
. ® @
/

g h

N
2

Uma breve analise permite-nos determinar facilmente que
L:a—b—e—f—i

é uma cadeia minima do vértice a para o vértice i (cujo valor é igual a 7).

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



No entanto, para grafos ponderados de ordens e tamanhos maiores, torna-se
necessario aplicar um método sistematico para encontrar uma tal cadeia.

Enunciamos a seguir um algoritmo para resolver este problema.

Algoritmo da Cadeia mais Curta (Dijkstra)

Seja (G, v) um grafo conexo ponderado, em que v toma valores nio
negativos, e sejam x e y dois vértices distintos de G. Designemos x por
vértice inicial e y por vértice final.

PAsso 1.

@ Atribuir a x uma etiqueta definitiva igual a 0;

@ Atribuir a cada vértice x" adjacente a x uma etiqueta temporaria igual
ao valor do arco correspondente, i.e. igual a v({x,x'}):

© Scndo £ a menor das ctiquetas temporarias acabadas de atribuir, para
cada vértice z com etiqueta temporaria igual a £, atribuir a z uma
etiqueta definitiva igual a .




Passo 2.

Se y tem atribuida uma etiqueta definitiva, TERMINAR, caso contrario ir
para o PASsoO 3.

Passo 3.

© Para cada vértice z ao qual se acabou de atribuir uma etiqueta
definitiva, Z, e para cada vértice Z' adjacente a z, atribuir a Z/ uma
etiqueta temporaria igual a

+v({z, 7))
excepto se z' j& possui uma etiqueta de valor inferior;

@ Sendo £ a menor das etiquetas temporarias de todos os vértices no
grafo com etiquetas temporarias atribuidas (ndo sé aos que acabamos
de atribuir), para cada vértice z (no grafo) com etiqueta temporaria
igual a ¢, atribuir a z uma etiqueta definitiva igual a ¢;

© Ir para o PAsso 2.

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)




Algoritmo da Cadeia mais Curta (Dijkstra)

Exemplo 1: Consideremos o seguinte grafo ponderado:
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Apliquemos o algoritmo anterior, tomando a como vértice inicial e i como

vértice final.

Dado um vértice x, designemos por uma etiqueta temporaria de x e

por a etiqueta definitiva (se as possuir).

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Algoritmo da Cadeia mais Curta (Dijkstra)
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Dado um vértice x, desighemos por =7(x) uma etiqueta temporaria de x e
por £p(x) a etiqueta definitiva (se as possuir).
Ent3o:

1. Atribuir ep(a) =0, er(b) =1 e er(d) = 2;
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Algoritmo da Cadeia mais Curta (Dijkstra)
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2. Atribuir ep(b) =1, e7(c) =14+2=3ecyr(e) =143 =4;




Algoritmo da Cadeia mais Curta (Dijkstra)
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3. Atribuir ep(d) =2, e7(g) =2+ 1=3 e manter e7(e) =4 < 24 3;
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6. Atribuirep(f) =5, cp(h)=5ecr(i)=54+2=7 <5+ 3;




7. Atribuir ep(i) = 7 e terminar.
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Valor da etiqueta 3 g ;7
definitiva de x; -
J
No final procurar uma sequéncia de vértices xp=d ,X1,... . Xk_1-Xk = [,

todos com etiquetas definitivas tais que

{xi—1,xi} €U e E:(xl’,) —e(xj—1) = v({xi—1,xi}).
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Uma cadeia g-i minimaé d— b — e — f—




Proposicao 2.3.7:
Sejam (G,v), com G = (X,U), um grafo conexo ponderado

e x e y dois vértices distintos de G.

1. Se |X| = n entao o Algoritmo da Cadeia mais Curta, tomando x e y
como Vvértices inicial e final respectivamente, termina ao fim de repetir o
PAsso 3 no maximo n — 2 vezes;

2. Consideremos as etiquetas dos vértices de G no fim de se aplicar o
Algoritmo da Cadeia mais Curta, tomando x e y como vértices inicial e

final respectivamente.
Seja z um vértice com etiqueta definitiva £ (em particular, z = y ) e sejam
X = X0, X1,...,Xk_1, Xk = Z Vértices com etiquetas definitivas

e(x) =¢(x0) =0, e(x1), ..., &(xk—1), s(xk)=¢(z)=¢
tais que, para i € {1,...,k},
{xi—1,xi} €U e 2(x;) — e(xi-1) = v({xi—1,%i }).

Entao

X=X)—>X{ —>erv—d X1 —> X = Z

€ uma cadeia x — z minima de valor igual a <.

Depar taento Maiemahea (FC



Exemplo 2: Considere o seguinte grafo ponderado:

D
®

Aplique o Algoritmo da Cadeia mais Curta para obter
uma cadela A — [ minima
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Uma cadeia A-L minima tem entao valor 17.







