2.5 Gratos Hamiltonianos

Consideremos o seguinte tabuleiro 3 x 4 em que as “casas” brancas est3o
identificadas com nimeros e as “casas’ pretas com letras:

#

E possivel, através de movimentos licitos no jogo de xadrez, o cavalo
percorrer, uma e uma so vez, todas as “casas’ do tabuleiro comecando na

“casa” numero 1 ?
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Sim,
por exemplo, 1,a,2.b,3,¢c.4,d,5,e.,6,f

Mas nao existe maneira do cavalo comecar e regressar a ‘casa’ numero 1,
depois de percorrer todas as “casas’ do tabuleiro.
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Questao: Qual a relacdao do problema anterior com a teoria de grafos?

Considere-se um grafo em que os vértices correspondem as “casas” do tabuleiro,

sendo dois vértices adjacentes se for possivel, através de um movimento licito, o
cavalo passar de uma das casas para a outra. Temos assim um grafo bipartido.
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e

a

d
O que se pretende € entao encontrar uma
cadeia que passe uma e uma so vez por

c todos os vertices, regressando ou nao ao vertice
inicial.

f

Problema da cadeia ou do ciclo de Hamilton
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William Rowan Hamilton (1805-1865)

Diz-se que inventou um jogo que chegou a ser
comercializado que envolve um dodecaedro

(solido regular com 20 vértices, 30 arestas e 12 faces).
Hamilton rotulou cada vértice do dodecaedro com o
nome de uma cidade conhecida. O objectivo do jogo
era que o jogador viajasse "ao redor do mundo" ao
determinar uma viagem circular que incluisse todas

as cidades exactamente uma vez, com a restricao de
que so fosse possivel viajar de uma cidade a outro se
existisse uma aresta entre os vértices correspondentes.
A figura ao lado mostra um grafo do problema.

Viagem a volta do mundo
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Definicao 2.5.1:

Seja G = (X, U) um grafo. Chamamos cadeia hamiltoniana a uma cadeia
elementar que contenha todos os vértices de G e ciclo hamiltoniano a um
ciclo elementar que contenha todos os vértices de G.

Se G é um grafo orientado substituindo, nas definicoes anteriores “cadeia”
por ‘caminho” obtém-se as correspondentes definicoes de caminho
hamiltoniano e de circuito hamiltoniano.

Definicao 2.5.2:
Um grafo diz-se hamiltoniano se admite um ciclo hamiltoniano e
semi-hamiltoniano se admite uma cadeia hamiltoniana aberta.
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Observacoes:

@ Todo o grafo hamiltoniano é semi-hamiltoniano.

@ Se um grafo admite uma cadeia hamiltoniana entdo é conexo.

© Se um grafo orientado admite um circuito hamiltoniano entao é
fortemente conexo.

Proposicao 2.5.3:

K,, comn > 3, tem um ciclo hamiltoniano.

Observacao:
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Teorema 2.5.5: (Teorema de Ore)

Seja G = (X, U) um grafo simples, com n > 3 Vértices, tal que
d(x) + d(x") > n. Vx, x" € X n3o adjacentes.

Entao, G € hamiltoniano.

!

Corolario 2.5.6: (Teorema de Dirac)
Seja G = (X, U) um grafo simples, com n > 3 vértices, tal que
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Entao, G € hamiltoniano.




Exemplos: Consideremos os grafos

A B
Usando o Corolario anterior, porque d(x) > 3, qualquer que seja o vértice
do grafo A, e 6 € o niimero de vértices deste grafo, concluimos que o grafo
tem um ciclo hamiltoniano.
No caso do grafo B, o Corolario nao pode ser usado, no entanto pelo
Teorema, podemos concluir que este grafo também tem um ciclo

hamiltoniano.

Atencao: Um grafo pode ser hamiltoniano sem que as condi¢des dos teoremas
anteriores sejam satisfeitas.
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Relativamente ao problema inicial:

Os teoremas nao ajudam a determinar se existe ou ndo um ciclo hamiltoniano no
grafo associado ao tabuleiro de xadrez. No entanto uma simples analise permite
afirmar que tal ciclo nao existe.

Se o grafo possuisse um ciclo hamiltoniano entdo, como os vértices 1,2,3 tém
grau 2, entao os trocos (c,1,a), (a,2,b) e (b,3,c) teriam de fazer parte desse ciclo.
Mas entao teriamos dentro desse ciclo o ciclo menor (c,1,a,2,b,3,c), 0 que nao pode
acontecer pois repetiria vértices.
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A terminar...

Para o caso de todo o tabuleiro de xadrez ja existe um ciclo hamiltoniano.
Uma solugéo esta indicada a seguir:




