2.6 Martrizes e Grafos

Uma outra forma de representar um grafo é através de uma matriz
quadrada de ordem igual a ordem do grafo.

Definicao 2.6.1:
Chamamos marcacao dos vértices de um grafo G = (X, U), com |X| = n
a uma aplicagdo bijectiva > de X em {1,...,n}.

Um grafo marcado nos vértices € um par (G,v)) em que G é um grafo e ¢
¢ uma marcacao dos vértices de G.

Exemplo: Consideremos o digrafo G

X1 Xo X =z, @3, 23, Ti }

Marcacgao dos
vértices de G

X3 X4

Ny

(%5, Ta,21,04)




Outra marcacéo dos vértices de G

X1 X2
S (1, 29, 23, 24)
X3 X4 Marcacao usual
Definicao 2.6.2:
Seja G = (X,U) um digrafo marcado nos vértices, com (G, 1)) e
X =1{x1,...,xp}. Chamamos matriz de adjacéncias de G, em relacdo a

marcacado v, a matriz A(G) = [ajj], de ordem n, tal que

1 se(x, x) €U
a.;ﬁ';(,\q)ﬂﬂ(x}) - O se (X.;., }9) gﬁf E/[



Exemplo: Consideremos o digrafo G

AT AL

e as marcacoOes dos vertices (x1, X2, X3, Xa) (Xz X3 X1y Xa).

As matrizes de adjacéncias de G, em relacao as marcacoes
(x1, x2, x3, x3) e (x2, x3, X1, X4) sao, respectivamente, as matrizes

N _ _ -/

011 1 000 O
000 O .~ |00 00
AG)= 10 0 0 0 ALG)=1|1 1 0 1
100 0] 001 0]



As matrizes de adjacéncias de um digrafo em relacao a marcacoes
diferentes sao, em geral, diferentes.

Proposicao 2.6.3:

Sejam A e A" matrizes de adjacéncias de um digrafo G = (X, U) em
relacao a marcacoes diferentes dos seus vértices. Entao, existe uma matriz
de permutacao P tal que

A" = PAP~!

(uma matriz de permutagdo de ordem n é uma matriz que se obtém da
matriz identidade de ordem n efectuando uma troca nas suas linhas).




Exemplo: Relativamente ao exemplo anterior:

Matriz de adjacéncia para a marcagao Matriz de adiacéncia para a marcacao

(Xl. X2, X3, X,:L) (XQ- X3. X1. X4)
001 1 1] g g g g
_ [0 0 0 O A(G) =
A(G) =
©)=10 00 o é é ‘f é
|1 0 0 0 | 5 |
Como expressar A(G) em fungéo de A(G) ? A(G) :E\A( G)p—1!
N
1.0 0 0] 010 0]
01 00 p— 0 01 0
I'=1o0010| 7 \_~ “ |10 0 0
000 1 _0 0 0 1_




Observacoes:

1. Sendo G = (X,U/) um digrafo com X = {xq,...,x,}, chamamos
marcacao usual dos vértices de G a marcacao (xi,...,x,). Assim, a
matriz de adjacéncias de G, em relacao a marcacao usual, é a matriz
A = [ajj] em que

1 se(xi, x)eU
WTVO0 se (xi, x) g U

2. Através da matriz de adjacéncias A = [a;;] de um digrafo G, em
relacao a marcacao (xi,..., X,), podemos determinar o grau exterior
e o grau interior de cada vértice de G:

aH) = 3 o,
Jj=1

isto ¢, ¢ a soma dos clementos da linha / de A, ou equivalentemente,
o niimero de elementos da linha i/ que sao iguais a 1, e

d_(x,-) = Z aJ;,-.
j=1

Isto €, é a soma dos elementos da coluna / de A.



Exemplo: Considerando o grafo do exemplo anterior, cuja matriz de

adjacéncias em relacio a marcacio (x1, x». x3, x3), dos seus vértices é

A(G): — [EU] 3,}-:{ 1 se (Xf- XJ) el

0 se(xi, xj)¢U

= O O O
o o O
O O O =
o o o

Usando a matriz:
1) Quantos arcos tem o digrafo? Soma de todos os numeros 1's

2) Qual o grau exterior do vertice x,?
4

Z aj =3=d"(x)

j=1

3) Qual o grau interior do vértice x;?
4

Y az=1=d (x3)

j=1



T

4) Que informacéao esta expressa em A( G ) ?

X2

X1

N

0 1 1 1

0 0 0 O
0 0 0 O
1 0 00

X4

X2

X1

e

X3

0 0 1
0 0O
1 000
1 0 0O

0
1




Teorema 2.6.4:

Seja G = (X,U) um digrafo marcado nos vértices e A = [aj;] a matriz de
adjacéncias de G, em relacao a marcagao usual (x, ..., xp). Entao, sendo

sij o nimero de sucessores simultaneos de x; e x;, I.e.
si = [IT(xi) N T (x;)|, temos

AAT = [s;].

Exemplo: Considere o digrafo em baixo e a matriz de adjacéncias relativa a
marcagdo usual (x1., x2, x3. X3)

~1 "2 "0 1 1 17

A(G) = O 0 0 O

0O 0 0 O

11 10 |

X3 X4 _ —
0O 0 0 1

T 1 0 o0 1

AG)=11 9 o 1

100 0|




01 1 1 00 0 1
.
« 00 0O 1 0 0 1
AC)AG) = 0000|1001

11 10|[1 000
@ oo0@
~1/o o o/o |= Isi

0 0 0 0

_20 —

N° de sucessores de X
N° de sucessores de X; 4

N° de sucessores comuns de X, € X4

X1

/

X3 X4

N° de sucessores de comuns

de X;€X,




Prova. O elemento da linha i coluna j de AAT é
Sij = aj1aj1 + appajp + ... — aindjn.
Se | = j tem-se
Sj=ag+ap+...+a,=an1+ap+...+app=d"(x)

e, portanto, s; € igual ao nimero de sucessores de x;. Se j # j, os vértices x; e X;
tém o vértice x, como sucessor simultaneo se, e so se,

(xi, xk) €U e (xj, xx) EU.

Mas tal sucede se, e s6 se, a — 1 e 3 — 1, ou ainda, se, e s6 se, agajp — 1.

Pelo que o resultado se verifica. []



Definicao 2.6.5:

Seja G = (X,U) um grafo simples, com X = {x1...., Xnt. Chama-se
matriz de adjacéncias de G, em relagdo a marcacdo (xq, ..., x,) dos seus
vértices, a matriz A(G) = [ajj], de ordem n, tal que

o 0 sei=jou{ix, xi} ¢£U
Tl 1 ose{x;, xj} el

Exemplo: Considere o grafo simples, cuja matriz adjacéncias relativamente

a marcacdo usual (x1, x2, x3, x4) é
X2

A(G) =

= e
—_ =
—_ =
O = =

X3 X4

Diagonal nula
Matriz simétrica



Teorema 2.6.6:
Seja A = [a;;] a matriz de adjacéncias de um grafo simples G = (X,U),
em relacdo a marcagdo usual (x1,...,xn). Entdo, para k € N,

k
Ak _ [ag )]..

k) . - , : .
em que agj ) ¢ igual ao niimero de cadeias x; — x; com comprimento k

existentes em G.

Exemplo: Considere o grafo simples do exemplo anterior e a sua matriz de
adjacéncias

A(G) =

o= = O
_ = O =

o O = =
O O = =




X2
N° de vértices adjacentes a x,

= N° de cadeias x, — X, de comprimento 2

2 - X3 X4
A(G) = A(G)A(G) =A(G)A(G)
00111701117 @21 1]
|1 0 11 1 011 2 3 1 1 (2)
1100 11002@122:[%‘]
1100|110 /_11@82_

N° de vertices adjacentes simultaneamente a x, e X3
= N° de cadeias x, - X5 de comprimento 2

N° de vértices adjacentes simultaneamente a x; e X,
= N° de cadeias x; — X, de comprimento 2

9ii = n° de cadeias x. — x;, de comprimento 2
i T



X2
N° de cadeias x, — x; de comprimento 3
(3]]

5
5
2 |=1e
2

—_ = WM
S
P N o= =

f—t
1

S
|

o O = =

o= W

O O
|

arcos de

X4 para Xz
N° de cadeias x, — x5 de comprimento 3 @ [ _ /
—L1 1

2 2]

1
1
0
0

cadeias de comprimento 2 de x, para
X1 - -

;" = n°de cadeias x; — x; de comprimento 3



Prova. Por inducao em k.

Para k =1, verifica-se pois para i = j, aj; =0 e, para i # j, ajj = 1 se, e s sg,
{xi, xj} €U. Como num grafo simples ndo existem arcos paralelos, aj; representa
o nimero de cadeias x;  xj, com comprimento 1, existentes em G.

Suponhamos ent3o que, para / — 1 > 1, na matriz A= = [a} f_1)] a(j_ ) & igual

ao numero de cadeias x; — x;, de G, com comprimento / — 1, e demonstremos que

(/) & € igual ao nimero de cadeias x; — x;, de G, com comprimento

em A = [a ] aj;
/.
Tem-se A' = A71 A pelo que a( ' =3 Tl a':'r_l)asj. Pela hipétese de inducao,

5
ES_ é igual ao nimero de cadeias x; — x;, de G, com comprimento [ — 1.

Ent3o, a( a }asj € igual ao nimero de cadeias x; — x;, de G, com comprimento
(/I—1)+1=1e tendo como pentiltimo vértice x.. Como no somatorio x;
percorre todos os vértices do grafo o resultado é verdadeiro para /.

Pelo principio de inducao, o resultado é verdadeiro.



Observag¢ao: Substituindo no Teorema anterior, “grafo simples” por

“digrafo” e “cadeia” por “caminho”, obtemos um resultado valido.

—

THE END!

)]
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Indique, justificando, se é possival numa reuniao com 63 participantes um terco dos participantes conhecerem
exactamente um terco dos participantes {nao incluindo o proprio) e os restantes dois tercos dos participantes
conhecerem exactamente dois tercos dos participantes.

Seja G um grafo simples com 7 vértices e 12 arces. Admita que G tem pelo menos um vértice de grau 2, pelo
menos um vértice de grau 3 e pelo menos um vértice de grau 4. Admita ainda que todos os vértice de & sao
de grau 2, de grau 3 ou de grau 4. Mostre que a sequéncia de graus de G é (4.4.4,4,3,3.2).

Verifique, usando o algoritmo estudado nas aulas, se (4,3,3,2,2 2,2, 2) é uma sequéncia grafica Em caso

afirmativo, utilize o mesmo algeritmo para representar geometricamente um grafo simples que possua esta
sequéncia de graus.

(a) Considere as seguintes drvores A, e As:

i E

A, A,

Determine as suas sequéncias de graus e indique, justificando, se sao gratos isomortfos.

(b) Represente geometricamente trés drvores ndo isomorfas com oito vértices, com pelo menos um vértice de
grau 4 e pelo menos um vértice de grau 3. (Nao precisa justificar.)



[7.0] 5. Considere o seguinte digrafo G' = (X,U):

Seja n = (rg, ra) e considere o digrafo ' = (G 4+ u

(a) Indigue a ordem, o tamanho e a sequéncia de graus de G.

(b) Indique se o digrafo & é ccnexo.

(c) Verifique se os digrafos (& e G’ sdo fortemente conexos e indique as componentes fortemente conexas de
Gede G

) Os digrafos G e G' tém caminhos eulerianos fechados? E caminhos suleriancs abertos? Justifique.
(e) Justifique que o digrafo G’ possui um circuito hamiltoniano.

) Represente geometricamente os grafos subjacentes a G e a G'.

) Caracterize os grafos subjacentes a ¢ e G' quanto a serem eulerianos ou semi-eulerianos.

(h) Indigue a matriz A das adjacéncias de & relativamente a marcagao (r1, ro, x3, ra, rs..re, 7).

Questoes 6 e 7 no verso
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[4.5] 6. Considere o seguinte grafo ponderado:

MR R
8 x—xk N
Xe—ge & ey
N ¥ 2 /9
9 .o A
\ ,1 "

3

(a) Utilize o algoritmo de Kruskal para calcular uma drvere maximal de valor minimo. Indique o seu valor.
(b) Utilize o algoritmo de Prim, a partir do vértice «, para calcular uma drvore maximal de valor minimo.

(c) Utilize o algoritmo do Cadeia mais Curta para determinar uma cadeia - — y minima L entre os

vértices o e iy Indique o valor de T..

[2.0] 7. Sejam G um grafo simplzs e & um vértice de G de grau 1. Mostrz que G é uma arvore se e 56 se G — r for
uma arvore.



