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A é subconjunto préprio de B (ou que A estd estritamente contido
em B), e denotamos por A C B, se A estd contido em B e A é
diferente de B;

A=Bseesése AC Be BCA;

A unido de A com B é o conjunto

1.1 Conjuntos, relacdes bindrias e indugdo matematica

Representamos por:

e N=1{1,2,3,...}, o conjunto dos nlimeros naturais;

e Z={...,—2,—-1,0,1,2,...}, o conjunto dos niimeros inteiros;

e Q= {g |pE€Z,q€Zeq+# 0}, o conjunto dos nimeros racionais; AUB ={x|x€A ou x€B};

@ R, o conjunto dos nlimeros reais; @ A interseccdo de A com B é o conjunto

@ (), o conjunto vazio, i.e. o conjunto sem quaisquer elementos. ANB={x|x€A e xe B}

O complementar de B em A é o conjunto
Sejam A e B dois conjuntos. Recordemos que: A\B=I{x|xcAe x¢B};
@ A e B sdo iguais se tém os mesmos elementos, i.e.
(Vx)x e A x e B;
@ A estd contido em B, e denotamos por A C B, se todo o elemento de A={xeU]|x¢A}
A é também um elemento de B, i.e. (Vx)x € A= x € B.

Fixado um universo U, o complementar de A C U é o conjunto

~ ou seja, A= U\ A (o complementar de A em U).
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Sejam x e y dois elementos. Definimos o par ordenado formado por x e y Seja A um conjunto. Recorde que o conjunto das partes de A é o conjunto
como sendo o conjunto (de conjuntos)

(6 y) = {{x}h {ox P(A) = {X| X C A}.
A propriedade fundamental deste conceito é a seguinte: dados elementos Observe que, ) € P(A) e A € P(A).

X, y, uev, temos
(x,y) = (1,v) seesése x—uey=v. Considere agora um conjun’Fo de conjuntos A (i.e. A C P(A), para algum

conjunto A) n3o vazio. Definimos a unido de A e a intersec¢do de A por

Recorde que o produto cartesiano de dois conjuntos A e B é o conjunto de
pares ordenados UAd={x|(FXeA)xeX} e NA={x|(VX e A)xe X},

AxB={(ab)[acA e bcB}. respectivamente. Se A = {A; | i € I}, também escrevemos

UA=UA,~ e nA:ﬂA,-.

(x1, %2, ..y xn) = (x1, (%2, (- - -, (Xn—1,Xn)))) icl icl

Mais geralmente, um n-uplo ordenado define-se por

e o produto cartesiano dos conjuntos Ag, ..., A, é o conjunto Se A= {A1,As,...,Ap} entdo

Al X Ay x -+ x Ay ={(a1,a2,...,an) |ai € Ai e i€ {1,...,n}}. UA—A1UA2U UA, e ﬂA—A1ﬂAzﬂ AA..

Se A=A; =Ay=---= A, representamos A; X Ay X --- X A, por A".

C e Definicao
Definicdo ] ) ) . ) ]
Sejam X e Y dois conjuntos. Uma relacdo de X em Y é um subconjunto
de X x Y. (No caso particular em que X = Y temos uma relagdo bindria
sobre X.)

Seja R uma relagdo de X em Y. Chamamos dominio de R ao conjunto

Seja X um conjunto. Chamamos relacdo binaria sobre X a todo o
subconjunto de X x X.

Mais geralmente, uma relagdo n-dria (n € N) sobre X é um subconjunto
de X".

domR={xe X |(3yeVY)(x,y) € R},

Exemplos e imagem de R ao conjunto

Q Seja X ={1,2,3}. O conjunto R = {(1,1),(2,3),(3,2)} é uma relagdo
bindria sobre X.

imR={yeY|(3xeX)(x,y) € R}

@ Sejam X = {1,2,3,4}. O conjunto R = {(x,y) € X* [ x +y <5} é uma A relacdo inversa de R é a relacdo R~! de Y em X definida por
relagdo bindria sobre X.
R™'={(y,x) | (x,¥) € R}.
Notacdo A relacdo composta da relacdo R de X em Y com a relacdo S de Y em Z

Sejam X um conjunto e R uma relacio bindria sobre X. Dado um par € arelagio 5o R de X em Z definida por

(x,y) € X x X, escrevemos também xRy para designar que (x,y) € R. SoR={(x,y)|(FacY) (x,a) € Re(ay)c S}
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Representacdo de uma relacdo binaria

. . e g . - Definicao
Seja R uma relagdo bindria sobre um conjunto finito X = {x1,...,Xn}. ¢

Dizemos que uma relacdo bindria R sobre X é:
e reflexiva se (Vx € X) xRx;
o irreflexiva se (Vx € X) (x,x) ¢ R;
e simétrica se (Vx,y € X) xRy = yRx;

© Através de uma matriz de adjacéncias:
a matriz de adjacéncias de R é a matriz A = [ajj]nxn € Mpxn({0,1})

definida por:
: a--—{ 1 se (x,x)eR
L0 se (x,x)é¢R
S S
, . @ anti- t X) xR R =y;
@ Através de um diagrama: anti-simétrica se (Vx,y € X) xRy AyRx = x =y
os elementos de X s3o representados por pontos e dois pontos do
diagrama que representam x; e x; estdo unidos por uma seta, com

orientacdo de x; para x;, se (x;,x;) € R.

e transitiva se (Vx,y,z € X) xRy A yRz = xRz.

Definicao

Uma relagcdo binaria reflexiva, simétrica e transitiva diz-se uma relacdo de

Exemplo equivaléncia.
Sejam X ={1,2,3,4} e R={(1,1),(1,4),(2,1),(2,2),(3,2),(4,1),(4,4)}. A
matriz das adjacéncias de R (considerando x; =/, i = 1,2,3,4) é a matriz Exemplos

0
11 00 3 ) @ Seja X ={1,2,3,4}. A relagdo
0100]|°¢ é um diagrama que representa R. R={(1,1),(1,2),(4,1),(2,2),(3,3),(1,4),(2,1),(4,4)} ndo é uma relagdo
1 0 01 de equivaléncia.

@ A relacdo R definida em R por, para quaisquer x,y € R, Definicao

Dados uma relagdo de equivaléncia R num conjunto X e um elemento
a € X, chamamos classe de equivaléncia de a (médulo R), que

é uma relacdo de equivaléncia. representamos usualmente por [a]g (ou, se ndo houver ambiguidade,
simplesmente por [a] ou, em certos casos, por @), ao conjunto dos
elementos x de X tais que (x,a) € R, isto é a

xRy & x* = y?,

@ Em Z a relagdo ~ definida por, para quaisquer m, n € Z,

m~n< |m|=|n|,
lalr = {x € X | xRa}.
é uma relacdo de equivaléncia
Ao conjunto cujos elementos sdo as classes de equivaléncia [a]g, com

@ Sejam X um conjunto e A = {(x,x) | x € X}. Entdo A é uma relagdo de . .
! ) {0 | } ¢ a € X, chamamos conjunto cociente de X por R e representamo-lo por

equivaléncia sobre X (denominada relacdo identidade sobre X).

X/R.
@ Sejam X um conjunto e Q = {(x,y) | x,y € X}. Entdo Q é uma relagdo de / ‘
equivaléncia sobre X (denominada relacdo universal sobre X).
Exemplo
@ Para cada x € R,.denotemos por ij o maior ndmero inteiro y tal que Seja X — {1,2,3,4,5). A relacio
y < x (parte inteira de x). A relagdo ~ definida em R por, para quaisquer R = {(1,1),(2,2), (3,3), (4.4), (5,5), (1,2), (2,1), (L,5), (5,1), (2,5), (5,2)} é
xy €R, uma equivaléncia sobre X e temos [1] = {1,2,5} = [2] = [5], [3] = {3}, [4] = {4},

x~y & |[x] =yl

é uma relacdo de equivaléncia.

donde X/R = {{1,2,5}, {3}, {4}}.

v




 L1Conjuntos, relagles bindrias e indugdo matematica
Exemplo

Fixado n € N, em Z definimos uma relacdo de equivaléncia
para quaisquer x,y € Z,

x=py & (ZkeZ)x—y=kn

=, da seguinte forma:

Designamos esta relagdo em Z por relagdo de congruéncia médulo n.
Para indicar que x =, y, usualmente escrevemos x = y(mod n).

No capitulo 1.4 (Congruéncias lineares), estudaremos alguns aspectos desta
relacdo de equivaléncia. Por exemplo, mostraremos que

0 = {..,-2n,—n,0,n,2n,...} = nZ,
I = {...,1—2n,1—n,1,1+n,1+2n,,__}:1_|_nZ’
k = {....k—2nk—nk k+nk+2n,...} =k+ nZ,
n—-1 = {...,—n—1,-1,n—-1,2n—-1,3n—-1,...} = (n— 1) + nZ,

donde Z, =Z/R = {0,1,.

Definicdo
Seja X um conjunto. Dizemos que um conjunto n3o vazio {X; | i € I} de
subconjuntos n3o vazios de X é uma particao de X se:

Q@ X =Uje Xi

Q i #j= XinX; =10, para quaisquer i, j € /.

Exemplos

@ Seja X um conjunto. Se A € P(X) é tal que ) C A C X, entdo {A, A} é
uma particdo de X.

@ Seja X ={1,2,3,4}. Entdo, por exemplo,
{1428 {31441} {({1,2},{3,4}}, {{1,3},{2},{4}} e {{1,2,3,4}}
sdo particdes de X. Pelo contrério, por exemplo,
{125, {31} e {{1,2},{1,3,4}}
ndo sdo partigdes de X.

Proposicao
Sejam X um conjunto e R uma relacdo de equivaléncia sobre X. Para
quaisquer a, b € X, as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

@ bHRa;

Q@ be [a]R,'
Q [b]r = [a]r.
Teorema

Sejam X um conjunto e R uma relagdo de equivaléncia sobre X. Temos:
Q@ Para qualquer x € X, [x]g # 0;
@ Para quaisquer x, y € X, [x]r = [y]r ou [x]r N [y]r =0
@ X =|JIxr
x€X
@ A relagdo R fica determinada pelas suas classes de equivaléncia.

Teorema

@ Se R € uma relacdo de equivaléncia sobre X, entdo o conjunto
cociente X /R é uma particdo de X.

@ SeP={Xi| i €l} éuma particio de X e R € a relagdo bindria
sobre X definida por

xRy <— ((Fiel)x,yeX,

para quaisquer x,y € X, ent3o:

o R é relacdo de equivaléncia sobre X;
o P=X/R.

Exemplo

Seja X ={1,2,3,4,5} e consideremos a particio P = {{1,2},{3,5},{4}} de X.
Ent3o, P determina a seguinte relacdo de equivaléncia sobre X:

R=1{(1,1),(2,2),(1,2),(2,1),(3,3),(5,5),(3,5),(5,3), (4,4)}.
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Definicao Exemplos

U:na~reljgaodb|nar|a re.fllexw;\, a.ntC;-5|metr|.ca e transitiva diz-se uma o Seja < a relacio de ordem usual em R. Entdo (R, <) é uma cadeia.
relagdo de ordem parcial (abreviadamente: r.o.p.). Também (N, <), (Z, <) e (Q, <) sdo cadeias (para a ordem usual).

As r.o.p. sdo usualmente denotadas pelos simbolos por < ou por C. @ Seja X um conjunto. A relacdo de inclusio C definida sobre P(X) é uma

relagdo de ordem parcial em P(X), pelo que (P(X), <) é um c.p.o..

Definicoes

Seja < uma relag3o de ordem parcial sobre um conjunto X. Dizemos que: @ Em N definimos a seguinte relagdo bindria (relacdo de divisibilidade) | :
@ Os elementos x e y de X sdo compardveis se x < y ou y < x; alb (a divide b) <= (3c € N) ac = b,
@ < é uma relacdo de ordem total se quaisquer dois elementos de X sdo para quaisquer a, b € N. Ento, (N, |) é um c.p.o..

comparaveis.

Sejam < uma r.o.p. sobre X e x,y € X. Escrevemos x < y para significar Definicao

quex <yexzy. Seja (X, <) um c.p.o.. Dados x,y € X, dizemos que y cobre x
Definicao (relativamente a <) se x < y e ndo existe z € X tal que x < z < y, i.e.,
Sejam X um conjunto e < uma r.o.p. sobre X. Dizemos que o par (X, <) equivalentemente, se x < y e, para qualquer z € X,

é um conjunto parcialmente ordenado (abreviadamente: c.p.0.). Se < for
uma ordem total, dizemos que (X, <) é um conjunto totalmente ordenado
ou uma cadeia (abreviadamente: c.t.0.). Escrevemos x << y para denotar que y cobre x.

x<z<y = z=xVz=y.

Diagrama de Hasse

@ Oc.po. ({1,2,...,10}, |), em que | é relagdo de divisibilidade, tem o
seguinte diagrama de Hasse:

Sejam X = {x1,x2,...,%,} € < uma r.o.p. em X. A relagdo < pode ser
representada através de um diagrama (denominado diagrama de Hasse)
construido do seguinte modo: os elementos de X s3o os pontos do
diagrama e, para quaisquer x,y € X, se y cobre x, colocamos o ponto
que representa y “acima” do ponto que representa x e unimo-los com um
segmento de recta:

Exemplos

@ Consideremos o c.p.o. ({1,2,3,4}, <),
em que < é a ordem usual.
Esta cadeia tem o seguinte diagrama de Hasse:




Definicao
Sejam (X, <) um c.p.o. e Y C X.
.p.o. 1.2 - i i i H : . . . .
® Ocpo. (P({1,2,3}),C) possui o seguinte diagrama de Hasse @ Dizemos que a € X é um minorante [resp. majorante] de Y se
{1,2,3} a <y [resp. y < a], para qualquer y € Y.
e Chamamos primeiro elemento de Y (ou minimo de Y') a um elemento
a e Y tal que
a <y, para qualquer y € Y.
2,3} (1,2} e Chamamos Ultimo elemento de Y (ou maximo de Y) a um elemento
b e Y tal que
y < b, para qualquer y € Y.
{3} {1} @ Dizemos que a € Y é um elemento minimal [resp. maximal] de Y se
ndo existe b € Y tal que b < a (resp. a < b).
@ Dizemos que a € X é o infimo [resp. supremo] de Y se a é o maior
(i.e. o maximo) dos minorantes [resp. o menor (i.e. 0 minimo) dos
0 majorantes.
(Exemplos no quadro) |
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Exemplo
Axioma (Principio da Boa Ordenagdo dos Ndmeros Naturais) 2n+1 < 2", para qualquer natural n > 3.

O conjunto parcialmente (totalmente) ordenado (N, <), em que < é a
relagdo de ordem usual, é um conjunto bem ordenado, i.e. todo o
subconjunto n3o vazio de N possui primeiro elemento. Sejam k € Ng, Ny = {n € N | n> k} e S um subconjunto de Ny tal que:
(i)keS;

(ii) Para qualquer n € Ny, se t € S, para todo o
te{k,...,n}, ention+1€S

(ie. (VneNy) [(Vte{k,...,n})teS]=n+1eS ).

Teorema (Segundo Principio de Indugdo / Principio de Indugdo Completa)

Como provar que a soma dos primeiros n nimeros naturais é %n(n +1),
para qualquer n € N7

Teorema (Principio de Indug3o) Entdo, S = Ny
Sejam k € No, Ny = {n € N | n> k} e S um subconjunto de Ny tal que:
. Exemplo
(k<> Consid 5 definid.
(ii) Para qualquer n € Ny, sen€ S ention+1¢€ S. onaSI eremlos 3 sucessdo (an)nxo definida por
0 p—
Entdo, 5 = Ny. a =2 . Ent3o a, = 2", para qualquer n € Ny.
ap, =4ap_1—4a,—2




O Principio de Inducdo pode ser reformulado utilizando uma condicdo de
varidvel natural:

Principio de Inducdo. Sejam k € N e ®(n) uma condigdo, com n € Ny,
tal que:
©Q (k) é uma proposicdo verdadeira;
@ Vn e Ng, &(n) = ®(n+ 1) é uma proposicdo verdadeira.
Entao,
(Yn € Ng) ®(n)

€ uma proposicdo verdadeira.

Principio de Inducdao Completa. Sejam k € N e ®(n) uma condigao,
com n € Ny, tal que:
©Q (k) é uma proposicdo verdadeira;
@ Vne Ny, [(Vk <t <n)d(t)] = ®(n+ 1) € uma proposicio
verdadeira.
Entao,
(Vn € Ng) ®(n)

€ uma proposicdo verdadeira.

Dado um conjunto finito X, denotamos por |X| o niimero de elementos
(cardinal) de X.

Teorema

Seja X um conjunto com n elementos (n € N). Entdo, |P(X)| =2".

Demonstracao. Efectuamos a demonstra¢do por inducdo em |X]|.

Se | X| = 0 entdo X = () e, portanto, P(X) = {0}, pelo que |P(X)| =1 = 2°.
Admitamos ent3o (por hipdtese de indugdo) que, para certo n >0, |P(Y)| = 2",
para qualquer conjunto Y com n elementos.

Seja X um conjunto com n+ 1 elementos. Ent3o, em particular, X # 0.
Tomemos pois x € X. Seja Y = X \ {x}. Entdo |Y| = n, pelo que, por hipétese
de indugdo, |P(Y)| = 2". Como

P(X) = (V) U{ZU {x} | Z € P(V)},
com P(Y)N{ZU{x} | Z € P(Y)} =0, temos
PO = [P(V) + {Z U {x} | Z € DY)} =27 427 = 2.2 = 7+,

como queriamos demonstrar. ]



