leori Vis3o Tustifi . I teiros:
1.3. Divisibilidade 0] a goritmo da.dlv!sao justifica a rePresgntaca? usua dos mtel.ros

Seja t > 2 um inteiro. Sendo x um inteiro positivo, pelo algoritmo da
Teorema (Algoritmo da Divisdo) divisdo, temos:

x = tqo + rg, com 0 < rg < t,
Sejam n,m € 7Z tais que m # 0. Ent3o, existem dois dnicos inteiros q e r go=tqr+r,com0<nr <t,
taisque n=mq+r, com0<r<|m|. :

G2 =1tqi—1+r_1,com0<r_ <t
Exemplo

Sejam n =234 e m=5. Entdo 234 =5 x 46 + 4 (donde g = 46 e r = 4).

Para n =234 e m = —5, temos 234 = (—5) x (—46) + 4 (i.e. g = —46 e r =4). _ :
Sen=-234em=>5, entdo —234 = 5 x (—47) + 1 (observe que O processo termina quando encontramos k € N tal que gx = 0 (notemos
234 — 53 4644 > —234 — —5x 46— 4 — 5 x (—46) — 55— 4 — 5 x (—47)+1), que go > qi > - > qi > > 0). Eliminando (por substitui¢do) os
sucessivos quocientes g;, obtemos

gi—1=1tqi+ri,com0<r <t,

donde g = —47er=1.
Para n=—-234 e m= —5, temos —234 = (-5) x 47+ 1 (i.e. g=4T7er=1). X = rktk + rk_ltk_l + -+ nt+n.

Desta forma, x estd representado (com respeito a base t) pela sequéncia

Definicao
dos restos e escreve-se

Nas condi¢Bes do teorema anterior, os inteiros g e r designam-se

respectivamente por cociente e resto da divisdo inteira de n por m. X = (rkrk—1---rir)s.
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Exemplo Teorema
Vamos escrever 245 na base 2. Dividindo (os cocientes obtidos) sucessivamente Dados dois niimeros inteiros ndo nulos a e b, existe um tinico nimero
por 2, obtemos natural d (designado por méaximo divisor comum de a e b e denotado por
245 = 2x122 + 1 mdc{a, b}) tal que:
122 = 2x61 + 0 _
61 = 2x30 + 1 @ dlaed|b,
30 = 2x15 + 0 @ Sec €7 étal que cla e c|b entdo c|d.
15 = 2x7 + 1 ’
7 = 2x3 + 1 Demonstragdo. [Algoritmo de Euclides] Para a > b > 0 tais que b [ a (se bla
3 = 2x1 + 1 entdo b = mdc{a, b}), determinamos sucessivamente os inteiros g; e r;,
1 = 2%0 + 1, 1<i<k+1 comk>1(etomando r_; = ae ryp = b, se necessario), tais que
Ent3o (245)10 = (11110101),. a=bg+n, 0<n<b,
b=ng+nr, O<n<n,
. L. , n=nmnqg+rn, 0<n<n,
Sejam. a, beZ. Escr.evemos a|b para deno'Far que a c{/V/de b (ou que a é r; _ égj 4 rz ’ 0< rz < é ’
um divisor de b ou ainda que b é um multiplo de a), i.e. quando existe .
c € 7Z tal que ac = b. :
~ . . . Mk—2 = fe—1qk + e, 0 <re <rg—1,
Observir?nos que a rtlel_acao | ndo € uma rt/elacao de ordem Paraal sobre Z 1 = MkQiat s fes1=0.
(porqué?), ao contrdrio, como vimos atrés, da sua restricdo a N. Nestas condi¢des, d = ri verifica as condigdes (1) e (2) do teorema e é Unico.




Exemplo n=rqs+rn, 0<mn<n
Vamos calcular mdc{51975,31752}, usando o Algoritmo de Euclides:

fk—o =rk—1qx +d , 0<d=r < rg_q,
51075 — 31752 - 1 + 20223 ko2 = TGk k= M

31752 = 20223 - 1 + 11529 para certo k € N. Entdo, d = re—o — rk—1gx (%) e, mais geralmente, para
20223 = 11529 - 1 + 8694 ie{l,....k}, r=ri_o—ri—1q; (*x) (tomando rp = b e r_; = a). Assim,
11529 = 8694 - 1 + 2835 partindo de () e substituindo sucessivamente cada r; usando (*x), obtemos d
8694 = 2835 -3 + 189 como combinagdo linear de a e de b. O
2835 =189 -15+0. Exemplo
Logo mdc{51975,31752} = 189. Vamos calcular coeficientes da lgualdade de Bezout para os inteiros do exemplo
anterior (189 = mdc{51975,31752}):
Teorema (Igualdade de Bezout) 51975 = 31752 - 1 + 20223 189 = 8694 —2835-3
Dados dois niimeros inteiros ndo nulos a e b, existem nidmeros inteiros m e 31752 = 202231 4 11529 = 8694 — (11529 — 8604) - 3
. o ! ) 20223 = 11529 - 1 + 8694 =8694 -4 — 11529 -3
n (designados por coeficientes da Igualdade de Bezout) tais que 11529 — 8694 - 1 + 2835 — (20223 — 11529) - 4 — 11529 - 3
mdc{a, b} = am + bn. 8694 = 2835 -3 + 189 = =20223-4—11529 -7
2835=189-15+0 = 202234 — (31752 —20223) - 7
Demonstracdo. Nas condi¢des da demonstracdo anterior, sejam d = mdc{a, b} — 2022311 — 31752 - 7
e (pelo Algoritmo de Euclides) a=bgi+n, 0<n<b = (51975 —31752)- 11 — 31752-7
b=ng+n, 0<n<n (1) =51975-11 —31752-18 .
n=ng+r, 0<rn<n Assim 189 = 51975 - 11 + 31752 - (—18).
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Exemplo

Ob a
servagao Vamos calcular mmc{32060, 31652}. Como

32060 = 31652 x 1+ 408
31652 = 408 x 77+ 236

Os coeficientes da lgualdade de Bezout, para dois nimeros inteiros ndo
nulos dados, n3o s3o tnicos. Por exemplo, 1 = mdc{2,3} e temos

1=2-(-1)+3:1=2-24+3-(-1)=2-(-4)+3-3="---. 408 = 236 x1+172
236 = 172x1+64
172 = 64x2+44
Teorema
. . ~ . L. p 64 = 44x1+20
Dados dois niimeros inteiros ndo nulos a e b, existe um tnico nimero
. - - 44 = 20x2+4
natural m (designado por minimo multiplo comum de a e b e denotado
20 = 4x5+0,

or mmc{a, b}) tal que: -
P {a.b})tal q entdo mdc{32060, 31652} = 4, donde

Q alme blm;
32060 x 31652
@ Se c €Z étal que alc e b|c entido m|c. mmc{32060, 31652} = ——— ——— = 253690780.

DefinicGes

Um ndmero inteiro p diz-se primo de p > 1 e p apenas possui como
divisores positivos 1 e p. Dois nlimeros inteiros ndo nulos a e b dizem-se
primos entre si se mdc{a, b} = 1.

Teorema

|ab]

Dados dois inteiros ndo nulos a e b, entdo mmc{a, b} = ErSENDE




Lema
Sejam a e b dois nimeros inteiros ndo nulos e primos entre si. Seja ¢ € 7
tal que a|lbc. Entdo alc.

Demonstracao. Atendendo a lgualdade de Bezout, existem inteiros m e n tais

que 1=am+ bn.

Donde ¢ = amc + bnc. Como a|bc, entdo em particular a|lbnc. Além disso,
claramente, alamc. Logo a|(amc + bnc), ou seja, alc. O
Lema

Seja p um ndmero primo e sejam a1, az, ..., a, € Z (com n € N1) tais
que plaiaz - - - a,. Entdo p|a;, para algum i € {1,..., n}.

Demonstracao. Por inducdo em n. Para n =1 é imediato. Admitamos entdo o

resultado vélido para n — 1, para certo n > 1. Sejam ay, ap, ..., a, € 7Z tais que
plaiaz---a,. Ora, se plajas - - a,—1, por hipétese de inducdo, p|a;, para algum
ie{l,...,n—1}. Se, pelo contrario p fajap---a,_1, entdo

mdc{p,araz---a,-1} =1,
visto que p é um nimero primo. Neste caso, pelo lema anterior, deduzimos que
plan. O

Por exemplo, a forma standard de 300 é 22.3.52;

300
150
75
25
5

1
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Teorema
Sejam
S1 .S S t; _t t

(k € N), em que p1 < pp < --- < px sdo nimeros primos € s; e tj sdo
numeros inteiros ndo negativos, para i =1,2,... k. Sejam

up = min{s;, t,'} e vi= max{s;, t,‘},

para qualquer i = 1,2,...,k. Entdo:
@ mdc{m, n} = p{ip§: - pi;
@ mmc{m,n} = p;"py> - pt.

Teorema (Teorema Fundamental da Aritmética)

Todo o ndmero inteiro maior do que um pode ser escrito como um
produto de nimeros primos (com um sé factor, no caso do nimero ser
primo). Além disso, uma tal decomposicdo em nimeros primos é
essencialmente dnica, i.e. duas decomposicées apenas diferem na ordem
pela qual os primos sdo escritos.

Observacgdo/Defini¢do
Por reordenac3o dos factores de uma decomposicdo em nimeros primos,
um inteiro n > 1 pode ser escrito na forma

n=py'py - py, compp < pp < - < py,

em que pi, po, ..., Pk S30 nlmeros primos e k, ry, ra, ..., r € NT
(unicamente determinados por n). Uma decomposi¢do deste tipo é
designada por forma standard de n.

Outras aplicacdes do Teorema Fundamental da Aritmética:

@ Se m e n forem dois naturais maiores ou iguais a 2, entdo m? # 2n?.

Prova. Suponhamos que m=2%ae n=2'h,emques,t € Ngea,be N
n3o sdo divisiveis por 2. Entdo a e b? também n3o sdo divisiveis por 2 e
temos m? = 2%53% e 2n? = 22tT1p2. Como 25 é um niimero par e 2t + 1 um
néimero impar, n3o podemos ter m? = 2n?.

@ Se n>2 ndo é um ndmero primo, entdo existe um ndmero primo p
tal que p|n e p?> < n.

Prova. Como n > 2 e n n3o é primo, entdo n = pga, com p e g primos tais
que p< geacN. Donde p? < pg < n.

Exemplo

O ndmero 79 é primo: de facto, se 79 n3o fosse primo, pela propriedade 2
anterior, teria de existir um nimero primo p divisor de 79 tal que p?> < 79. Como
112 = 121 > 79, entdo p € {2,3,5,7}. Mas nenhum destes quatro primos é
divisor de 79.
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