1.5. Relacdes de recorréncia @ Seja (an)n>1 a sucessdo definida pela relagdo de recorréncia
i apn=ap1+3, n>2,
Uma relacdo de recorréncia para uma sucessdo (ap),>0 € uma expressao com a condi¢do inicial a; = 2. Ora,
que relaciona cada termo a, (a partir de certa ordem p) com alguns dos a, = ap-1+3
seus predecessores ag, a1, . .., an,_1. As condicbes iniciais sdo valores que = (ap2+3)+3 = ap2+2-3
sdo explicitamente dados para um nimero finito (p — 1) de termos da = (an-3+3)+2:3 = a-3+3-3
sucessao. (k) (k—1)3 = ay.+k-3
“Resolver” uma relacao de recorréncia, sujeita a certas condicdes iniciais, é .:' a+(n—1)-3
determinar uma “expressdo explicita” para o termo geral da sucessao. = 2+43(n-1),
Exemplos ie. a,=2+3(n—1), paran>1 (Prove formalmente esta igualdade,
usando o Principio de Indug¢&o.)
@ A sucessdo de Fibonacci (f;),>1 € definida pelas condi¢ges iniciais @ Vamos resolver a relacio de recorréncia a, = 2a,_; sujeita a condic3o inicial
ap = 1. Temos
A=1 & Hh=2 0 MO 3y =2ap1 =2 2ap2 =222 2 =22-2a,_3
=25, 3=---=2ka,_, =-..=2"a
e pela relagdo de recorréncia f, = f,_1 + f_o (n>3): —on
1 2 3 5 8 13. 21 34 i.e. a, =2" paran>0. (Prove formalmente esta igualdade, usando o
s ’ ; U Principio de Indug¢3o.)
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Observacio

Definicdo - N , .
Uma relacdo de recorréncia linear homogénea de grau 1 com coeficientes
constantes é uma expressdo (genericamente) da forma a, = ca,_1, com ¢
uma constante (real) ndo nula. E facil concluir que podemos resolver esta
relagdo de recorréncia sujeita a condigdo inicial ag = a (constante),
obtendo-se a, = ac”, n > 0 (exercicio).

Uma relacdo de recorréncia linear homogénea de grau k (k > 1) com
coeficientes constantes é uma expressdo da forma

ap = C1ap—1+ Cap—2 + -+ Ckan—k,

com ¢y, ..., Ck constantes (reais) e ¢x # 0.
Lema

Exemplos Seja ap = crap—1 + @ap—2 (c1, 2 € R) uma relacdo de recorréncia linear
homogénea de grau 2 com coeficientes constantes. Sejam S, e T,, duas
sucessGes que satisfazem a relacdo de recorréncia e sejam b e d duas
constantes (reais). Entdo a sucessido U, = bS, + dT, também satisfaz a
relacdo de recorréncia.

@ A expressdo f, = f,_1 + f,_» (utilizada na definicdo da sucessdo de
Fibonacci) é uma relacdo de recorréncia linear homogénea de grau 2 com
coeficientes constantes.

@ A expressdo a, = 2a,_1 € uma relacdo de recorréncia linear homogénea de
grau 1 com coeficientes constantes. Lema

@ A relacdo de recorréncia a, = 3a,_1a,_» ndo é linear. Seja a, = c1an—1 + ©a, 2 (c1, 2 € R) uma relacdo de recorréncia linear
homogénea de grau 2 com coeficientes constantes. Seja r uma raiz da

equacdo x? — c1x — ¢ = 0. Entdo, a sucessdo (r")nen, satisfaz a relacdo
@ A relagdo de recorréncia a, = 3na,_1 nao tem coeficientes constantes. de recorréncia.

@ A relacdo de recorréncia a, = a,_1 + 3 ndo é homogénea.




Demonstracdo. Por hipétese, r é raiz de x> — c;x — ¢ = 0, pelo que

rP—car—c=0,ou seja, r?2 = cir + . Entdo

n—2(

ar" '+ orm? = " 2(ar+o)
n—2,2

= r"rr=r",
como pretendido. O

Teorema

Seja a, = c1ap—1 + @an_2 (c1, ¢ € R) uma relacdo de recorréncia linear
homogénea de grau 2 com coeficientes constantes tal que a equacio

X2—C1X—C2:0

admite duas raizes distintas r, e ry. Seja (ap)n>0 a sucessdo definida pela
relagdo de recorréncia sujeita as condicdes iniciais

aOZC() e 31:C1.
Ent3o, existem constantes (reais) b e d tais que

apn=>br+dry, n>0.

@ Consideremos agora a relagdo de recorréncia
bn = 3bn—l - 2bn—2

sujeita as condic¢des iniciais by = 200 e by = 220. Comecemos por analisar a
equacao
x> —=3x+2=0,

cujas raizes (distintas) so x = 1 e x = 2. Pelo teorema anterior, temos
b, = b+ d?2", para n > 0, para certas constantes b e d tais que

. { b =180
ou seja,

b+d = by = 200
d = 20.

b+2d = by = 220,

Logo, b, =180+ 20 - 2", para n > 0.

Exemplos
@ Vamos resolver a relacdo de recorréncia
ap = 5a,-1 — 6a,_»

sujeita as condi¢les iniciais ag=7 e a; = 16.
Comecemos por considerar a equacdo x> — 5x + 6 = 0, cujas raizes sio
x=2ex=23.

Atendendo ao teorema anterior, temos
a,=b2"+d3", n>0,
para certas constantes b e d tais que

b+d=a =7
2b+3d = a = 16,

ou seja (resolvendo o sistema), b=5e d =2.
Logo, a,=5-2"+2-3", para n > 0.
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Teorema

Seja a, = crap—1 + a2 (c1,c2 € R) uma relacdo de recorréncia linear

homogénea de grau 2 com coeficientes constantes tal que a equagcdo

x? — cix — ¢» = 0 admite uma raiz dupla r. Seja (an)n>0 a sucessdo

definida pela relacdo de recorréncia sujeita as condices iniciais

ao:Co e 31:C1.
Entdo, existem constantes (reais) b e d tais que
an=br"+dnr", n>0.

Exemplo

Vamos resolver a relacdo de recorréncia ¢, = 4c,—1 — 4c,—» sujeita as condic¢des

iniciais =1 e ¢ =1.

Comecemos por considerar a equacdo x> — 4x + 4 = 0, a qual possui x = 2 como

raiz dupla. Atendendo ao teorema anterior, temos
cp=b2"+dn2", n>0,

b= C = 1

dbiod—c =1 O seja (resolvendo
=cq =1,

para certas constantes b e d tais que {

osistema), b=1led=-1
Logo, a,=2"—1n2"=2"—n2""1,  paran>0.




