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Objectivos: Conceitos basicos em Teoria de Grafos e
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de demonstracao e algoritmos para a resolucao de problemas.

Programa:
@ Parte 1 - Conjuntos e Aplicacoes

® Conjuntos, relacoes binarias e inducao matematica
@ Funcoes

© Divisibilidade

@ Congruencias lineares

® Relacoes de recorréncia



@ Parte 2 - Grafos e Aplicacoes

Generalidades
Conexidade

Arvores

Grafos Eulerianos
Grafos Hamiltonianos
Matrizes e Grafos
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Bibliografia: Indicada no Clip + Material disponibilizado pelos prof.




Motivacio: Pontes de Konigsberg (1736 Euler)




Questao: Sera possivel percorrer todas as pontes uma e uma sé
vez, regressando ao ponto de partida?

Questao: Sera possivel percorrer todas as pontes uma e uma sé

vez, podendo o passeio nao finalizar na mesma margem onde
comecou?




Curiosidade: Konigsberg = Kaliningrado (Hoje)




Problema do caixeiro viajante
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25000 cidacies:- Tanos(!!!) de tempo cnmﬂﬁtﬁci{mai
Questao: Sera possivel saindo da capital visitar todas as outras
cidades, uma e uma so vez, e regressar a capital?




N° de rotas (se fossem possiveis todas as ligacoes)

e

®
o
o
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® 0 o
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7 - 360 rotas

8 — 2520 rotas
9 — 20160 rotas
10 — 181440 (!)...



Problema da coloracao de mapas




Teorema das 4 cores: Qualquer mapa plano, dividido em
regides, necessita no maximo de 4 cores para o colorir, de forma

a que FEQIDES vizinhas nao tenham a mesma cor.

Primeiro grande resultado
provado com recurso a meios informa:ticos

Curiosidade:
1852- Problema colocado a De Morgan por um aluno
1976- Primeira demonstracao “aceite” npln comunidade
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Matematica, com recurso ao computador (Appel- americano
e Haken- alemao)
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Capitulo 1
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1.1 Conjuntos, Relacdes Binaria e Inducdo Matematica

Representacao de Conjuntos. Algumas Notacoes:

® Um conjunto € uma "coleccao de objectos”

A B,C,....X,Y,Z,... conjuntos.
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Em compreensao - através de condicoes.
A={xeN:|x—-1| <5}

Por di lagrama de Venn - renreqenf:andn elementos
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dentro de linha fechada
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Exemplos:
O N=1{1,2,3,...} Nameros Naturais

Q@ Z=1{-2,-1,0,1,2,...} Nameros Inteiros

QO Q= {g :pE€Z,qgcZeq7#0} Nameros Racionais

Q@ R = QU {dizimas infinitas nao periédicas} Num. Reais
@ ( o conjunto que nio tem nenhum elemento conj. Vazio

Observaciao: Para qualquer conjunto A, () C A




(14 A=B 11

® Sejam A e B conjuntos. /’
Dizemos que A e B sdo iguais se tem os mesmos elementos.
i A(; B “

Dizemos que A est4 contidoem B~

se todo o elemento de A é elemento de B
AC B
Dizemos que A e subconjunto proprio de B S
se A esta contido em B e A é diferente de B.

Observacao: A=Bse esose ACBe BCA




Operacoes sobre conjuntos: Sejam A e B dois conjuntos

® Unido de conjuntos:

AUB ={x:x€ A ou x € B}.

® |nterseccao de conjuntos:

ANB={x:x€ A e xe B}.

e Complementar de B em A de um conjunto:

A\B={x:x€ A e x ¢ B}.
A excepto B ou
complementar de B em A

A B A B A B

z Z

AnNnB AUB A\ B




*Fixado um universo U, o complementar de A C U
é 0 conjunto

A={xeU|x¢A}
ou seja, A= U\ A (o complementar de A em U).




Produto Cartesiano (dois conjuntos):

Sejam A e B dois conjuntos. Define-se o produto cartesiano de A
por B como o conjunto

Aszl(a,lb):aEAebE B}.

-+ Par ordenado

Observacao:
OSe ac Ae bc B entao

la,b} = {b,a} mas{a,b} # (a,b) e (a,b) # (b,a)

© (a,b)=(c,d) seesdse a=ce b=d




Exemplo:

A={a,b}, B=1{1,23}
Ax B={(a1),(a,2), (@3), (0.1), (5,2), (0,3))
BxB = {(1,1),(1,2), (1,3), 2, 1), (2,2), (2,3), (3, 1), (3,2), (3, 3)]

Produto Cartesiano (generalizacao):

Sejam Ay, As, ..., A,,, nconjuntos. Define-se o produto

cartesiano dos conjuntos A1, ..., A, como o conjunto

Al X Ax x --- x Ap ={(a1,a2,...,an) : a; € Aijei € {l,....n}}.

\

n-uplo ordenado

Se A=A  =A=...=A,entdo A; x A, x--- X A,
= A"




Conjunto das partes de um conjunto X:

Seja X um conjunto. Chama-se conjunto das partes de X ao

conjunto P (X ) cujos elementos sdo os subconjuntos de x I.e.,
P(X)={A: ACX)

Exemplo: C = {2,3,4}

P(C) =10,C, {2}, {3}, 14}, 12,3}, 12,4}, {3,4}}

e ) e P(C) eCeP(C) e {34} € P(C)
o {2 Y e{2} C{2,3} e 0C {34}




Particao de um conjunto X:

Se X é um conjunto. Chama-se particdo de X a qualquer conjunto
IX:: ie

de subconjuntos de X tais que:

(1) X = U;'E!Xf

(2) i #j= X;NX; =0, para quaisquer i, j € I.

th
=N




Particao de um conjunto X:

Se X é um conjunto. Chama-se particdo de X a qualquer conjunto
IX:: ie

de subconjuntos de X tais que:

(1) X = U;'E!Xf

(2) i #j= X;NX; =0, para quaisquer i, j € I.

th
=N




1.1 RelacOes Binarias

Relacdes binarias

Relacdes de
'orcdem total

Relagcbes de

equivaléncia Relacdes de

ordem parcial




Definicao 1.1.1:

Seja X um conjunto. Chama-se relacao binaria sobre X a todo o
subconjunto de X x X.

Uma relacdo n-aria (n € N.n > 2) sobre X € um subconjunto de X",

Exemplos:
Q@ Seja X =1{1,2,3}.
R =1{(1,1),(2,3),(3,2)}
@ Sea X =11,2,3,4}.
R={(x,y) € X?:x+y < 5]
Notacao: Sejam X é um conjunto e R é uma relacédo sobre X.

Para designar que (x,y) =R escreve-se tambem xRy.

x esta em relacdao comy ‘

~— (atraves da relacéo R)




Definicao 1.1.2:

Sejam X e Y conjuntos. Uma relacido de X em Y € um subconjunto de
X x Y. No caso particular de X = Y, temos uma relacdo binaria sobre X.

Chamamos dominio de uma relacao R de X em Y ao conjunto
domR={xe X:3dye Y (x,y) e R}
Chamamos imagem de uma relagdo bindria R de X em Y ao conjunto

imR={yeY: :3dxe X (x,y) € R}.

Definimos relacdo inversa de R a relagdo de® em® dada por

R™ ={(y,x): (x,y) € R}




Exemplo: X = {1,2,3}, Y = {a,b,¢,d} 0 ¥

5 _—

(4 ’ C)* (“* d)~ [d d)}

Relacaode XemY



Exemplo: X =11,2,3}, Y ={a,b,c,d} X %Y
= {(1,a),(1,¢),(2,¢),(2,d), (3,d)}

Relacadode XemY

' (l,e)e~ & 1~c 1 esta em relagdo com c



*
¥

Exemplo: X

11,2,3}, Y = {a,b,c,d} X xY

LY
B

~= {(1,a),(1,¢),(2,¢),(2,d), (3,d))

Relacadode XemY

(l,e)e~ & 1~e¢ 1 esta em relagdo com c

dom ~= {1,2,3} C X, im ~= {a,c,d} €Y imagem de ~

Dominio de ~



*
¥

Exemplo: X

11,2,3}, Y = {a,b,c,d} X xY
~= {(L,a),(1,¢),(2,¢),(2,d),(3,d)}

Relacadode XemY

| (l, (') E~ & 1 ~C 1 esta em relacao comc

dom ~={1,2,3} C X, im ~= {a,c,d} C Y

Dominio de ~

(~)1 = {(a,1), (¢, 1),(c,2),(d,2),(d, 3} CY x X
Relagao inversa de ~
Relacao de Y em X

dom(~)~1 = {a,c,d} CY, im(~)"1 = {1,2,3} € X



Relacao Composta:

Sejam X, Y, Z conjuntos. Sejam ainda,

R _umarelacGiode XemY e S éumarelacdodeYemZ

Define-se a relacao composta de R por S como a relagéo

SoR de X em Z,

definida por
SoR=A{(x,2): (Ja€Y)(x,a) € Re(a,z2) €S}

R S




Relacao Composta:

Sejam X, Y, Z conjuntos. Sejam ainda,

R _umarelacGiode XemY e S éumarelacdodeYemZ

Define-se a relacao composta de R por S como a relagéo

SoR de X em Z,

definida por
SoR=A{(x,2): (Ja€Y)(x,a) € Re(a,z2) €S}

R S




R S

P T (R —

\_/

SoR

Exercicio: X ={1,2,3}, Y = {a,b,¢,d} Z = {7,8}

~= {(1,a),(1,¢),(2,¢),(2,d),(3,d)} relagdo de XemY
S ={(a,7),(c,8),(d,8)} relagdode Yem Z

LS(O N:?



Representacao de relagoes:
Seja R uma relacao binaria sobre X = {x1....,x,}.

Através de um diagrama:

os elementos de X sdo representados por pontos e dois pontos do
diagrama que representam x; e x; estdo unidos por uma seta, com
orientacdo de x; para x;, se (xj,X;) € R.

Através de uma matriz de adjacéncias:
A matriz de adjacéncias de R € a matriz A = [ajj]nxn € Mnxn({0,1})
definida por:

|1 se (xi,x)€ER
=10 se (xi,x;) € R




Exemplo: Seja X = {1,2,3.4}.

R={(x,y) e X?:x+y <5}




Exemplo: Seja X = {1,2,3,4}.

R={(x,y) e X?:x+y <5}

U Diagrama da relagao
(Grafo orientado)




Exemplo: Seja X = {1,2,3.4}.

R={(x,y) e X?:x+y <5}

12 3 4
S[1T111]7
ST 110
A= 1100 Matriz de adjacéncias de R
TN 1000 (Grafo orientado)




Definicao 1.1.3: (Tipos de relacées binarias)

Dizemos que uma relacdo binaria R sobre X é:

o reflexiva se Vx € X xRx. D
e simétrica se Vx,y € X xRy = yRx. i

e anti-simétrica se VYx,y e X xRyANyRx=x=y. il’%y

e transitiva se Vx,y,z € X xRy N yRz = xRz.

eI T
5 y 2

"‘--u—.--“!""“'-----‘ﬂ'"

o irreflexiva se Vxe X (x,x)& R . }V}@




Definicao 1.1.3: (Tipos de relacées binarias)

Dizemos que uma relacdo binaria R sobre X é:

o reflexiva se Vx € X xRx. D
e simétrica se Vx,y € X xRy = yRx. i

e anti-simétrica se Vx,y e X xRyANyRx=x=y. ;r%y

e transitiva se Vx,y,z € X xRy N yRz = xRz.

eI T
5 y 2

ww

o irrefl Relacao de Equivaléncia }5?\3




Relacdes binarias

Relacdes de
'orcdem total

Relacdes de

equivaléncia Relacdes de

ordem parcial




Definicao 1.1.4: (Relacao de equivaléncia)

Uma relaciao binaria reflexiva, simétrica e transitiva diz-se
uma relacdo de equivaléncia.

Exemplos: “relagao identidade™
Sejam X um conjunto

A = {(x,x): x € X} érelagao de equivaléncia

0 = {(X.y) X,y E X} é relacéo de equivaléncia

\

“relacao universal”




Exercicio: Quais das seguintes relagdes binaria sao relagdes de
equivaléncia em X:

O Seja X = {1,2,3.4}.
R={(1,1),(1,2),(4,1),(22),(3,3),(1,4),(21),(49)

Q@ Seja X =1{1,2,3,4}.
S={(1,1),(1,2), (41),(2,2), (3,3), (1,4), (2, 1), (4,4), (4,2), (2, 4)}

© Seja X=IR. Considere em X a relacio R definida por,

xRy < x* = y?, X, ye R



Definicao 1.1.5: (Classes de equivaléncia)

Exemplo:
X =1{1,23,4}
R={(1,1),(1,2),(4,1),(2,2),(3,3), (1,4),(2,1), (4,4), (4,2), (2,4}

Relacio equivaléncia sobre X

G =30 e—frex: 2R1) 2

SN
Q O Classe de equivaléncia de 1
2lr={r € X : x R2}

= {1,2, 4}




Definicao 1.1.5: (Classes de equivaléncia)

Exemplo:

.x = {1 5 4}
= {(1,1),(1,2), (4,1),(2,2), (3,3), (1,4), (2,1), (4, 4), (4,2), (2,4)}

Relacao equiv alenua snbre X o _ |

1lr ={1,2 4}

Q=1 2lr = {1,2,4}
AN = 3}

i O 4p = {1,2,4}

Conjunto quociente de X por R

X/R={[lr, 2|r, [3|r, [4lr} = {{1,2,4}, {3}}




Definicao 1.1.5: (Classes de equivalencia)
Seja X um conjunto e R uma relacao de equivaléncia sobre X.

Chama-se classe de eauivaléncia (médulo R) de um elemento
a =X, ao conjunto

lalp = {x € X : xRa}.

O conjunto das classes de equivaléncia [B]R comac Xé
chamado de conjunto quociente de X por R,

X/R={[ag: a€ X}




Exemplo:

@ X ={1,2,3,4,5}

R=
((L,1),(2,2),(3.3). (4.4),(5.5). (1.2). (2.1),(1,5), (5.1), (2.5).(5.2)}

Relacao equivaléncia sobre X

Tem-se:
1] =1{1,2,5} = [2] = [5], [3] =13}, [4] = {4}

X/R = {{1,2,5}, {3}, {4}}

@ Particao de X




Nao esquecer:

R é relacao de equivaléencia em X

Tem-se:

alp # 0 pois a € [a|g

alRb = []R [b}p{

alfb = lalgN|blp =10
ﬁ X:UXEX[X]RH

X/R={|zx]p: = € X} é uma partigao de X J

Proposicao 1.1.6: Teorema 1.1.7: Teorema 1.1.8:




Teorema 1.1.8: Da-nos resposta a seguinte questao.

Questao: Considere o conjunto _‘Xr — {1 . 2 3 4. 5. 6}
e a particao de X dada por

P ={{2},{1},{3,5}, {4,6}}

Existe uma relacao de equivaléncia cujas classes sejam os elementos da
particao?



Congruéncia modulo 3 n=3

Define-se em 7Z uma relacao binaria =3 do seguinte
modo: para quaisquer X,V cZ

X=3Y 4:), para algum k& Z.
X

-Y é multiplo de 3



Congruéncia modulo 3 n=3

Define-se em 7Z uma relacao binaria =3 do seguinte
modo: para quaisquer X,V cZ

X=3Y <E)» para algum k& Z.

X-Y é multiplo de 3

Observacao:

90 =0 pois 9-0=3x2

0 =49 pois 0-9 =3x(-2)

10 =31 pois 10-1 =9=3x3
100 =3 10 pois 100-10=90=3x30

E relacdo de equivaléncia



Classes de equivaléncia para —3

Olz={x € Z:2=30}
— {15, —12,-9, —6,-3,0,3,6,9,12,15, ....}

mg — {M{T € L1 =a 1}
= {o, 14, —11, -8, -5, -2,1,4,7,10,13,16, ...}
2ps={r€Z:v=32}

={...,—13,—10, =7, —4,—1,2,5,8,11,14,17, ....}

3]s = [U]3, [4]s = [1]s, [5]s = [Z]s, ...

Z) =3 = {[0]3, [1]3, [2]3}

Obs: Se x=3y entao diz-se que x=y (mod 3)



Congruéncia modulo n o &
n® fixo

© Em Z define-se uma relacao de equivaléncia =, por:
para quaisquer X,y € Z,

x=p,y&dke€Z:x—y=kn,

designada por relacao de congruéncia modulo n.
Tem-se:

0 = {..,—2n,—n,0,n,2n,...}
1 = {..-2n+1,-n+1,1,n+1,2n+1,...}
n—1 = {..,-n—-1,-1.n—-12n—-1,3n—-1,...}

Z/R = {0,1,...n—1}.

Nao esquecer




Proposicao 1.1.6:
Sejam X um conjunto e R uma relacdo de equivaléncia sobre X. Para
quaisquer a, b € X, as seguintes afirmacoes sido equivalentes:

(1) bRa;
(2) be [a]r;
3) [b]lr = [a]r.

Teorema 1.1.7:
Sejam X um conjunto e K uma relacdo de equivaléncia sobre X.
Temos:

(1) Para qualquer x € X, [x]g # 0;
(‘)) Para quaisquer x, y € X, [x]gr = [v]r ou [x]r N [y]r =

) X =Usex([x]r/ \ /

X/R é particao de X




Teorema 1.1.8:

1. Se R € uma relacdo de equivaléncia sobre X, entdo X/R é uma
particdo de X.

2. SeP={X;: i€l} éuma particio de X e R € a relacao

xRy +— (diel) X, ¥ € X,

(i) R é relacao de equivaléncia sobre X

(i) P = X/R.




Relacdes binarias

Relactes de
'orcdem total

Relacdes de

equivaléncia Relacdes de

ordem parcial




Definicao 1.1.9: (Relacao de ordem parcial)
Uma relacdo binaria reflexiva, anti-simétrica e transitiva

diz-se uma relagdo de ordem parcial. “.q.p.”

Exemplo:
o X = {1,234}

S
>

/ O
Q ‘E relacdo de

ordem parcial




Q@ N coma relagdo < definida por,

n < mseesdsen é menor ouigualam, n,meN

1 — 5 2 >3 . 4 'E relagdo de

Q Q """" ordem parcial




Notacao:

o As relacoes de ordem parcial sdo usualmente designadas por <
r<y & (r,y) € < (xestaemrelagéo comy)

(x € “menor ou igual” a y)

(x esta abaixo do y)

(y esta acima do x)

< . .
® Se = éumar.o.p em X. Dois elementos x e y € X dizem-se
comparaveis se

X <youy<X.

e Sejam < uma r.o.p. sobre X e x,y € X. Escrevemos

@para significar




Exemplo:

o X\ ={ab.cd} Chey”

relacao de ordem parcial I ><I

C
é — representada no diagrama Q do

Os elementos d e a sdo comparaveis? Sim, pois ({f‘ ﬂ:) cl & {-j < ¢

Como (] £ q entdo d < a

Os elementos ¢ e d sdo comparaveis?  N&o, pois (¢, d) & < (d,c)¢ <

Os elementos d e b sdo comparaveis?  Sim, pois d < b




O N coma relagdo < definida por,

n < m se e s6sen é menor ou igual am, n,méeN

relacao de
ordem parcial /—><\-

Se X é um conjunto

< érelagdo de ordem parcial em X
onde

todos os elementos sao comparaveis

\ “r.o.t.”

< diz-se uma relacao de
ordem total




Relacdes binarias

Relactes de
'orcdem total

Relacdes de

equivaléncia Relacdes de

ordem parcial



Definicao 1.1.10: (Conjunto parcialmente /totalmente ordenado)

Se Xéumconjuntoe = é&umar.o.p. em X. Entdo:

(1) O par (X, =) diz-se um conjunto parcialmente ordenado (c.p.o.)

(2) Se arelagdo < for de ordem total entdo (X, ‘E) diz-se um
conjunto totalmente ordenado (c.to)
OuU uma cadeia
Exemplos:

Qo
Seja < a relacao de ordem usual em R. Entdo (R, <) é uma cadeia.
(N, <), (Z, <), (Q, <) sdo cadeias (para a ordem usual).




X = {1,2.3)
P(X) — {0, X, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}}
Defina-se em P(X) a relagdo binéria dada por: Para (A}, B)em P(X)
A<B «<— ACB
Refexiva? A € P(X)
Ora, AA posACA

Anti-simétrica? A, B € P(X)

Suponha-se que A < Be B < A.
I I8 |
ACB BCA Assim, A= B

Transitiva?




PX) = {0, X {1}, {2} {3} {1, 2}, {1, 3}, {2,3}}
Defina-se em [?(_X') a relag&o binaria dada por: Para @ @em P(X)
A<B — ACHB

Transitiva? ZA, B,, o= ,P(){)
Suponha-se que A < Be B < (. (P(X), <)

) () é um c.p.o.
ACB BCC

Assim, -
(P(X), <)

nao é c.t.o.

ACBCCC, logo

ACCe= A<




(2
Seja X um conjunto. A relagdo < definida em P(X) por:

A<B <«+«— ACHB

é uma relacdo de ordem parcial em P(X), logo (P(X), <)
e uUmc.p.o. (haoéc.to)




Dlagl‘amas de Hasse ey, Forma mais eficaz de

representar c.p.o.
Definicao 1.1.11: Seja (X, <) um c.p.o..
x,y € X
Diz-se que y cobre x se (i) x <y
(i) Naoexiste z € X tal que x <z <y
Exemplo

® (N, <) onde < arelagac de ordem usual

3 cobre 3 e 3 cobre 2




Considere em N uma relacédo de ordem parcial tenha o diagrama em baixo

(1) /\
Z e SN

(2) /—><\

(3) 1T ———» 2 ——»3 —— 4




(4) 1 2 3

4

Diagramas de Hasse

)

— 3

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Exemplo X — {1 2. 3}
P(X)={0,X, {1},{2}, {3}, {1.2},{1,3},{2,3}}

A < B — A C B ‘E relacdo de ordem parcial

{233} ’ ‘ {132}

{3} {1}




Exemplo

Considere X={1.2,3.4,5.6.7.8.9.10} e@ uma relagcao de ordem parcial com o
seguinte diagrama de Hasse

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Relacao de Divisibilidade

X={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Considere a relacdo | definida por: a, b& X

a|lb (a divide b) Q@N) b= ak

b é multiplo de a

Observacao:

® 39 313 2|10 7 € comparavel com 87?

—

® ala pois a=ax 1 (reflexiva)

® «alb e bla entao a = b (anti-simétrica)

® «alb e blc entao alc (transitiva)

(X,]) éc.p.o.
nao é c.t.o.




Definicao 1.1.12:
Sejam (X, <) um c.p.o. e Y C X.
@ O c.p.o. (P({1,2,3}),C) possui o seguinte diagrama de Hasse:

{1.2,3} «——— E majorante de Y

(2,
E minorante deY —— ©

X = P({1,2,3})

Y = {48}, {1,3}, 12,3} } D~ _




@ Oc.p.o. (P({1,2,3}),C) possui o seguinte diagrama de Hasse:
[i,2,3}

X =P({1,2,3})
Y = {{3}, {1,3},;{2,3}}

o Dizemos que a € X é um minorante [resp. majorante] de Y se

a<ylresp. y < al, para qualquery € Y.




Y nao tem maximo
Nao tem ultimo elemento

E o minimo de Y __—

E o primeiro elemento

@ Chamamos primeiro elemento de Y (ou minimo de Y') a um elemento

a e Y tal que
a <y, para qualquer y € Y.

@ Chamamos tltimo elemento de Y (ou maximo de Y') a um elemento

beY tal
i y < b, para qualquer y € Y.




Resumo: Seja (X.<) umc.p.o. e Y um subconjunto de X.

Um elemento ¢ € X diz-se;
® Majorante de Y, se VyeY, y<a

® Minorantede, se \vfy e Y: a <y
® O maximodeY (Ultimo elemento), se a € Y e é Majorante de Y
@

O minimo de Y (primeiro elemento), se ¢ € Y eé Minorante deY

. _ {1,2.3}
E majorante de Y — |

Y
Y nao tem maximo

(




Diz-seaindaque a € X é:

® Elemento maximaldeY, se 1) @ E} _
i) ¢ nao € majorado por nenhum outro

elemento diferente de YV

E elemento maximal de Y

E elemento minimal de Y /

@ Elemento minimalde Y, se i) @ €Y
i) a nao é minorado por nenhum outro

elemento diferente de YV




Diz-se aindaque a € X é:

® OsupremodeY, se a ¢ o minimo do conjunto dos majorantes

® OinfimodeY, se @ é méaximo do conjunto dos minorantes

E o supremo de Y




Axioma da boa ordenacao :
O par (N, <) em que < denota a ordem usual, & um conjunto bem :
ordenado. .
4
todo o subconjunto ndo vazio
de N possui primeiro elemento.
3
2
1
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Principio de Inducao

@ € um conjunto de numeros naturais
nao vazio que satisfaz a condicao:

SeneS (neN) entaon+1€S

Questao: Que conjunto é S ?

© Pelo axioma da boa ordenacgao existe um elemento@que € 0 minimo de S

Q@ Mas, ,
SeneS(nelN) entaon+1€ S5 p

Kt g3

Conclusao: . ‘
S={k k+1 k+2k+3, ..} = &L&LS

=nmeN:n>k

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Principio de Inducao

Se ¢(n) € uma condicao na varidvel n € N, tal que:

@ ¢(k) é uma proposicao verdadeira (em geral k — 1)

© Se ¢(n) é verdadeira entdo ¢(n + 1) é verdadeira
Entao,

¢(n) é verdadeira, para todo n > k.

Efeito domind

Exercicio 1: Prove que

Soma dos n primeiros naturais




Exercicio 2: Prove que

2n—+ 1 < 2", para qualquer natural n > 3.

©Q \Verificar gue para n=3 a proposicao € verdadeira.

Ora, para n = 3.

2n+1=2x3+1=7 I — 93 — 8
A - S _ R 1. o
Tendo-se, 7 < 8 uma proposigao verdadeira

© Supondo que (2n+ 1 < 2" ))para algum n, mostre-se que
\_/
Hipotese ¢ 2(?? + 1) + 1 < 2”+1 ),

Tese

Ora,

2An+1)+1=2n+24+1= 2n+1)+2 <2742 <2"+2"
. | DYk ) \
=2 % P =27 c.q.d. Hipotese

Conclusao: @ e @ permitem afirmar que a condigcéo € verdadeira para n=3




Exercicio 3:

Consideremos a sucessdo (an)n>0 definida por

ag =1
ag = Entdo a, = 2", para qualquer n € Np.
an =4ap—1—4ap2

Principio de Inducao completa (Segundo principio de indugéo)

Se ¢(n) & uma condicao na varidvel n € N, tal que:

O ¢(k) é uma proposicao verdadeira

@ Se olk), ok +1),..., o(n) verdadeiras implica que o(n+1) é
é verdadeira

Entao,
o(n) é verdadeira, para todo n > k.




Exercicio 3:

Consideremos a sucessdo (an)n>0 definida por

ag =1
ag = . Entdo a, = 2", para qualquer n € Np.
an =4ap—1—4ap2

©Q \Verificar que para n=0 a proposicao € verdadeira.
Ora, para n = 0 tem-se que
ap = 1 (por defini¢ao).

Assim,
ap = 1 = 2Y é uma proposicao verdadeira.

© Supondoquesetem ¢, = 2! para U <1 < n mostre-se que se tem

ainda
_ on+l1l
Apt1 = 2




Hipbtese

: 7 "
@ Supondo que se tem (:2 para ) < 7 < 1> mostre-se que se tem

Tese
Ora,
(1-”__'_1 — 4{1.” — 4(1%—1 — _1 % 2?1 L —L % .2?1—1
Por definicdo Hipotese
. 1 o
= ‘)” _J: _ _J: N — .)”.—I—
2 c.q.d.

Conclusao: @ e @ permitem afirmar que a condigcédo é verdadeira para n20,

isto 6, @an = 2" para qualquer n € No.




Numero de elementos de P(X)

Dado um conjunto finito X, denotamos por

X

o niimero de elementos (cardinal) de X.

Observacao:
Seja Y = {a.b} entao |Y| =2
Py =7 P(Y)] =22

= {0.Y.{a}. {b})

X ={a,b,c} entdo |X|=3

-{ }X {ach (el [[POOI=2

P(X)




Teorema :
Seja X um conjunto com n elementos (n € Ny). Entao,

P(X)| = 2".

Demonstracao.

Pretende-se mostrar que para qualquer n € Ny,

“Se um conjunto tem n elementos entdo 0 cunjunto das suas
partes tem 2" elementos”.

Efectua-se a demonstracdo por inducao em n.

(1) Paran=0tem-se X = () e P(X) — {0} pelo que |P(X)| =1 =2°

(2) Suponha-se agora que todo o conjunto Y com n elementos
tem \{p( y), _ on e mostre-se que se X tem n+1 elementos ent&o

P(X)| = 27+



(2) Suponha-se agora que todo o conjunto Y com n elementos

tem [P(Y)| = 2" e mostre-se que se X tem n+1 elementos entdo

Hipotese l iD ( X ] ‘ _ naid Tese

Ora, se X tem n elementos entdo

Sendo Y={ X4, X2 X, }, tem-se que

Y| = n,

pelo que por hipotese de inducgéo,
P(Y)| = 2"

Como P(X)=P(Y)U{ZU{Xp+1}: Z € P(Y)} temos
PX)] = [P(YV)| +{ZU{Xne1 }: Z € PV

:2n_|_2n:2_2n:2n+1 qu



1.2 Funcgocs

Sejam X e Y dois conjuntos.
Uma aplicacao (ou funcao) de X em Y

f: X —Y
€ uma relacaio Rde X em Y

E={zxy)e X xY » y= Ff(x)}

verificando -

(Vx e X) (3'y € Y) (x,y) € R.

f
conjunto de partida X _ Y conjunto de chegada

S~~~

Imagem
ou contradominio




1.2 Funcgocs

Sejam X e Y dois conjuntos.
Uma aplicacao (ou funcao) de X em Y

f: X —Y
€ uma relacaio Rde X em Y

RE={lz,uy)e X xY » y= f(x)}

verificando -

(Vx e X) (3'y € Y) (x,y) € R.

f
conjunto de partida X _ Y conjunto de chegada
=~~~
/}, }

Imf ={f(x) | x € X} = {y?EYJ (Ix € X) y = f(x)}.




Exemplos:
1. Sejam X ={1. 2, 3} e Y ={1, 2, 3, 4}. Entdo:

o R={(1,2), (2,3), (3.4), (1,4)} é uma relacdo de X em Y,

X
R

mas ndo € uma aplicacaoc de X em Y.

@ R=1{(2,3), (3,4)} é uma relagao de X em Y/,

mas nio € uma aplicacio de X em Y.




o R={(1,1), (2,3), (3.3)} é uma aplicagdo de X em Y.

R Y
A" //"'l__“\
- ¢

\‘R"‘-—m&hq
3- ' 3
/ b

2. Sejam X = Y = R. Entao:

I

o R={(x,y)€RxR: x=y?} éuma relagio de R em R,

mas nao € uma aplicacdo de R em R.
le

X =V




@ R={(x,y)eRxR: xzzy} é uma aplicacdo de R em RR.

jly

o
—
'-....._____
I




Definicao 1.2.1:
Sejam f : X — Y uma aplicacao, AC X e BCY.

@ imagem de A (por meio de f) ao conjunto f(A) = {f(x) | x € A};
f

X
e =
U f(A)

@ imagem reciproca (ou pré-imagem) de B (por meio de f) ao conjunto

fF~YB) = {x € X | f(x) € B}.




Exemplos:
Sejam X = {1, 2, 3, 4, 5}, f : X — X tal que

f_(1 2 3 4 5)
V2 2 4 3 3 )
X f X
/%R m o Imf=1{2 3, 4
.. B o A={1,2 3} = f(A)={2 4}
3""‘“-—1%_‘_‘& o B:{l. 25 3}
4 - 3
- - fY(B)={1, 2, 4. 5}

><H‘\n4
M U o f(f1(B)={2, 3} cB

E aplicagéo




Definicao 1.2.2:

Seja f : X — Y uma aplicacao. Dizemos que:

© f € injectiva se
Va, be X, a# b= f(a) # f(b)

(equivalentemente, se Va, b€ X, f(a) =1(b)= a=b);

@ f é sobrejectiva se f(X) =Y, isto é, se
VyeYdxeX: y=f(x)

@ 1 € bijectiva se for simultaneamente injectiva e sobrejectiva




Exemplos:

l. Aaplicacagof: X » X
[ 1 2 3 45
-\ 2 2 4 3 3

nao € injectiva nem sobrejectiva.

X —{1, 2, 3, 4, 5}

2. A aplicagdo f : N — N definida por f(n) = n+ 1 para qualquer

n € N € injectiva e nao é sobrejectiva.

3. Sejam X ={1, 2, 3, 4}, Y ={1, 2}

X . Y
{/’Q\ {/\\
2 q\—_‘.-l & 0 . ~ s 0 . N
3. ——»2 f e SDbrE‘JECtIVH € Nao e IﬂJECtIVE.
_—”‘_——’__—_—(__f_f__/-l-"




(RO L)
S~ W

4. Sefam X = {1, 2, 3} Y =41, 2, 3, 4}&)‘:(

) Uuma

< ==

aplicacao de X em Y.

f

f € injectiva e nao € sobrejectiva.

5. Seja X um conjunto qualquer e f: X — X a aplicacao definida por

f(x) = x, para qualquer x € X.

Entdo, f € injectiva e St%ctiva, donde f é bijectiva.

aplicacdo identidade de X
f= 1)( ou f'dx ou IX




gof

X fp— f(x) [ g(f(x)) = (gof )(x)

Teorema 1.2.3:
Sejamf : X — Y eg:Y — Z duas aplicacoes.

Entao a relacao composicao de g com f de X em £

| gof : X — [/
é uma aplicacdo que esta definida por

(gof )(x) = g(f(x)), para qualquer x € X.




Observacoes: Sejam f: X — Y eg: Y — Z duas aplicacdes.

@ A composta fog esta definida se, e so se, Z = X

@ Se Z = X (as aplicacdes fog e gof estao definidas) ndo temos
necessariamente fog = gof .

Exemplo: Sejam X = {1, 2, 3}

,_ 3 & 3 /1 2 3
“\213) €73 12

duas aplicacoes de X em X. Entao,

12 3 1 2 3
f“g_(a 2 1)#<1 3 2)_g“f'




Teorema 1.2.4:
Sejamf: X — Y eg: Y — Z duas aplicacées. Entao:

1. Se f e g sao injectivas, entao gof € injectiva;
2. Se f e g sao sobrejectivas, entao gof € sobrejectiva;

3. Se f e g sao bijectivas, entao gof é bijectiva.




Funcoes invertiveis:

Dizemos que uma aplicacao f : X — Y é invertivel se existir uma

aplicacao g Y — X tal que




Teorema 1.2.5:

Sejaf : X — Y uma aplicacao invertivel. Entao, existe uma e uma soé
aplicaciao g : Y — X tal que

gof = idx e fog = idy.

T f—1 aplicacao inversa de f

Teorema 1.2.6:

Sejamf : X — Y eg: Y — Z duas aplicacées invertiveis. Entao, a
aplicacao gof . X — Z é invertivel, tendo-se

(gof)_l — f_log_l.

Teorema 1.2.7:

Uma aplicacao f : X — Y ¢€ invertivel se, e so se, é bijectiva.

Depar tiento Maiemahea (FCT/THL)



1.3 Divisibilidade
Teorema 1.3.1 (Algoritmo da Divisio)

Sejam n,m € Z tais que m # 0. Entao, existem dois tinicos inteiros q e r
tais que

n=mq-—+ r‘/
N
com 0 < r < |mj. Quociente
Exemplo:
Dividendo i
n=172. m=20 0 Divisor
! 160 [
Entao, 172= 20x8+12 7 @ Quociente
N\
. \
n=172, m=-20 \ 172 =20x8 +12
T

172=20x8+12 = 172=-20x(-8)+12

N
q




1.3 Divisibilidade

Teorema 1.3.1 (Algoritmo da Divisio)

Sejam n,m € Z tais que m # 0. Entao, existem dois tinicos inteiros q e r
tais que

n= mq -+ r‘/
N
com0 =< r< |m| Quociente
Exemplo:
n=172, m=20 =-172, m=20
T
Entdo, 172=20x8+12 172=20x8+12 = -172=-20x8 -12
\ g )
-172= 20x(-8) -12
n=172, m=-20
r éf
' _
172=20x8+12 = 172=-20x(-8)+12 -172=20x(-8) -12 +20-20
v\q N il

-172=20x(-9) +8
\




Sistema Decimal:

— 92 %102+ 5x 10t +6 x 109

r = 250

256

T T

10

©
~

25 | 10

I

256 =2 B ©




Sistema Binario:

*

x =245 = rp2% 41257 4o 528 420 420

PR E E b1,

245 | 9

r()@)\ 122 | 9
©) 61 | 2 v =245 = (11110101),
ry \®‘ 30 | ) —




Geralmente:

O algoritmo da divisao justifica a representacao usual dos inteiros.

Seja@um inteiro. Sendo x um inteiro positivo,

(Algoritmo da Divisdo)

X=1tqog+rg, com0< rg<t

/ (Algoritmo da Divisdo)

go— tqn +n,com0< n <<t

/ (Algoritmo da Divisdo)

(Algoritmo da Divisdo)
k-2 = tqk—1 + rk—1, com 0 < rp_ <t
(Algoritmo da Divis3o)
Gk—1 = tqx + r, com 0 < e < t.

I
0

O processo termina quando g, = 0. 9k—1 = Tk

(Tem-seque 0 <3,,<...<Q,<q;<Qgy<X)

Eliminando os quocientes g;, obtemos




(Algoritmo da Divisao)
X

tgo+rn,com0<rpg<t

(Algoritmo da Divisdo)

Go=1tqr+rn,com0<n <t
/
2/

(Algoritmo da Divisdo)
Gk—2 = tqx—1 + rk—1, com 0< r_y <t

/ (Algoritmo da Divisdo)

gk—1 = tqx + g, com 0 < re < t.

O processo termina quando g, = 0.

Eliminando os quocientes g;, obtemos| i1 = 1
Q-2 = TRl + Tp—1
Qr—g = Tkt + Tp1t + T

X == (rkrk_l P rlro)t

o = ?”;;_tk_l -+ '?",rg_ltk'_z == w20

Representacao base t \

k—1

x:rkrk+rk_1r + vin = R+ D,




Relacao de Divisibilidade

X = / . Considere arelagdo | definida por:a,b & 7,

(k€ Z) b= ak
N\

b é multiplo de a

b (a divide b) <«

b=

Observacgao: (a é divisor de b)

(N,
(Z,

) € um c.p.o..

) nao é c.p.o.. A relacao nao é anti-simétrica em Z

Maximo divisor comum

Dados dois nidmeros inteiros ndo nulos(a)e(h, denotamos por

mdc{a, b}

0 seu maximo divisor comum.




Definicao 1.3.2
Dados dois nimeros inteiros nao nulos a e b, chama-se

maximo divisor comum de a e b

ao numero natural d (caso exista), tal que:
Q d|a e d|b;

Q@ Sec e Z étal que cla e c|b entdo c|d.

Exemplos:
mdc{6.9} =3 pois: @ 3|6 e 3|9
@ Se |6 e |9 entao

r 0

0 = Ckl Y = Cllﬂ-g Aflﬁ_ A.'-g e 7
Logo,
3=9—6=chky—cky = c(ky— k)

1\ v J
5 K

ou seja, ¢




mdey 6, =9} =mdc{6,9} =3
mde{51975, 31752} = ?

51975 | 3+« 31752] 2
17325 3 «— 13876 2
5775 5 7938 | 2
[155] 3 «— 3969 | 3 «—
385 5 1323 3 — mdc{51975, 31762} =
77 11 4411 3 + - f & %
7| 7 — 147 3 =3 Xa X aX T=189
l 491 7 . -
71 7 Muitos calculos
Decompor em factores Primos l

Decompor em factores Primos




Algoritmo de Euclides (300 a.c.)

Teorema 1.3.3: (Existéncia e unicidade do mdc)
Dados dois niimeros inteiros nao nulos a e b, existe um tnico nimero
natural d (designado por maximo divisor comum de a e b) tal que:

Q dl|a e d|b;
Q Secce Z € tal que cla e c|b entdo cld.

Demonstracdo. [Algoritmo de Euclides] Determinamos sucessivamente os
inteiros gi e r;, 1 <1< k41 (com k > 2), tais que
~— (Algoritmo da Divisao)

a=(by +(n) . 0<n <|b|.

b:@32+@, O<r2<r1“/
o =(qs + () 0<f3<!’2_~./(
r :@Q4+_~ O<n<rn,”

(Algoritmo da Divisao)

(Algoritmo da Divisao)

Algoritmo da Divisdo)




(Algoritmo da Divisao)

a =B +1) . 0<n <|b|.

(Algoritmo da Divisao)

b= (2 +() , O<m<n.+~
L (Algoritmo da Divisdo)
rn =(qs + () O<n<n,
L (Algoritmo da Divisdo)
FzZ@%wL_-. O<n<n,
mde{ a. b - (Algoritmo da Divisao)
/\

M —2 :@Qk +r. O <re <nrme—1.

AN |

Mk—1 = rkGk+1 - rk—1 = 0.

Algoritmo da Divisdo)

Rl ity oo S SR | eI e e FE R PN o RN B e o M U B
INESLAS CDHDI(;DES, = .-"k VEIiTnicCa a5 CDHGI(;DES kl} e \2) (0O Leorermnd € € unico.

Q dlaed|b;
Q Sec e€Z étal que cla e c|lb entao c|d.




Exemplo: Utilizar o algoritmo de Euclides para calcular mdc{ 51975, 31752}

(Algoritmo da Divisao)
51975 = 31752 -1 + 20223

/ / (Algoritmo da Divisdo)
31752 = 20223 -1 | 11529

/ / (Algoritmo da Divisdo)
20223 = 11529 - 1 + 8694

/
11529 = 8694 - 1 4 2835

/ (Algoritmo da Divisdo)
3 + 1189

/
2835 = 189 - 15 + 0.

(Algoritmo da Divisdo)

(Algoritmo da Divisdo)

Assim, mdc{51975,31752} =[1809.




189 = mdc{51975,31752} Igualdade de Bezout

51975 = 31752 -1 + 20223 «—

31752 = 20223 - 1 + 11529 «— 189 = 8694 —2835.3

20223 = 11529 - 1 + 8694 «— . _ B ,
11529 — 8694 - 1 + 2835 «— = 8094 — (11529 —80694) - 3
8694 — 2835 - 3 —[189] «— — 8694 .4 — 11529 .3

2835 =189-.15—-0
ek — (20223 — 11529) -4 — 11529 - 3

— 20223 -4 — 11529 . 7
= 20223 -4 — (31752 — 20223) - 7
Coeficientes da o 11 -
igualdade de Bezout = 20223 - 11 = 31752 -7
= (51975 —31752) .11 — 31752 -7
—=519/5 .11 — 31752 .18 .

Assim 189 = 51975 - 11 4 31752 - (—18).
— —— ——

mdc{a,b} a b mdc{a,b}= am + bn




Teorema 1.3.4: (Igualdade de Bezout)

Dados dois numeros inteiros nao nulos a e b, existem niimeros inteiros m e
n (designados por coeficientes da lgualdade de Bezout) tais que

mdc{a, b} = am+ bn.

Demonstracao. Seja d = mdc{a, b}. Pelo Algoritmo de Euclides, temos

a=bq+n, 0<n <|b
b=ngp+mn, 0<n<n (1)
n=ng+mn, 0<rg<nmn

Mo =19 +d . 0<d=rn < n_y,
para certo k € N. Entdo, d — r,_» — ri—1qx (%) e, mais geralmente, para
ie{l,....k}, i=rico—ri_1q;i (*x) (tomando iy = be r_y = a). Assim,
partindo de () e substituindo sucessivamente cada r; usando (*x), obtemos d

como combinacdo linear de a e de b. []




Observacao

Os coeficientes da Igualdade de Bezout, para dois niimeros inteiros nao
nulos dados, ndo s3o Unicos. Por exemplo, 1 = mdc{2,3} e temos

L= Q=1 3+ 1= 224§ (=1) = 2-(=4) $ 3-8 = :0: .



Minimo multiplo comum

Dados dois nimeros inteiros nao nulos@e@, denotamos por

mmc{a, b}

O seu minimo multiplo comum.

Teorema 1.3.4: (Existéncia ¢ unicidade do mmc)

Dados dois niimeros inteiros nao nuios@ e@ existe um unico numero
natural@ (designado por minimo miultiplo comum de a e b ) tal que:

@ a|lm e blm; (mémultiplodeaeb)

Q@ Sec € Z € tal que a|c e b|c entao m|c. (méomenor muiltiplo de a e b, positivo)
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Exemplos:

mmec{6,9} = 18 = mme{—6, 9}
mmec{32,60} = ?

Decompor em factores Primos

3212 «— 60 | 2 «—
1612 «— 30 |2 —
:
512 15 |3
oE 5|3
= ‘\ | \
1
392 60=5 X 3x 2°
Recordar:

';-"??.-{17-["{_ 32 6(]} — 2 % 2 — _l (Factores comuns com menor grau)

mmc{32,60} = 5x3x2

q

= 480

(Factores diferentes
e
Factores comuns
com maior grau )




mme{ 32060, 31652} = ?

Decompor em factores Primos

32060 | 2
16030 | 2
8015 | 5
1603 | 7
229 | 9 B3

Hnmm




mme{ 32060, 31652} = ?

Decompor em factores Primos

32060 | 2 31652 | 2
16030 | 2 15826 | 2 31652=193 X 41x 2*
015 | 5 7913 |41
1603 | 7 193 | 193
299 229 1
1
\ mme{ 32060, 31652} =
32060=229 X 5X7x 2° =220 x 5% 7x 193 x 41 x 2°

= 253690780.




Teorema 1.3.5: Dados dois inteiros nao nulos a e b, entao

ab
mmc{a, b} = mcll_{a! BT

mme{ 32060, 31652} =2

Recorrendo ao algoritmo de Euclides

32060 = 31652 x 1+ 408
31652 = 408 x 77 + 236
408 = 236 x 14172
236 = 172x1-+64
172 = 64 x2+44 mme{ 32060, 31652} =
64 — 44 x1+20
44 — o0xoil -7 = 32060 x 31652
20 = 4%x5+40, :

= 253690730.




mme{ 32060, 31652} = ?

32060 | 2 31652 | 2
16030 | 2 15826 | 2 |
3015 |5 7913 |41 31652=193 x 41x 2°
1603 | 7 193 {193

229 229 1

1 \

32060=229 x 5x7x 2% mdc{32060, 31652} = 2°

32060 X 31652 = (229 x 5 x 7 x 2%)(193 x 41 x 2%
4 4
—799 % 5% 7X 193 x 41x 2> =mmc{ 32060, 31652}




Definicao 1.3.6:
@ Um ndmero inteiro@diZ-Se primo se p > 1 e p apenas possui como

divisores positivos 1 e p.

@ Dois niimeros inteiros nao nulos a e b dizem-se primos entre si se

mdc{a, b} = 1.

Curiosidades:

Estudados, desde a antiguidade. Nomeadamente, quanto a procura de uma regularidade
ou lei de formacéo destes numeros. Mas, passado milénios, os matematicos ainda n&o a
descobriram. Um facto que esta provado € que sao em numero infinito (Euclides, no

século Il a.c.).

No século |l antes da nossa era, o matematico grego Eratostenes “inventou” um método,
ainda actual, que permite determinar os numeros primos inferiores a um dado numero. A
este método da-se o nome de Crivo de Eratéstenes.



No século |ll antes da nossa era, o matematico grego Eratostenes inventou um método,
ainda actual, que permite determinar os numeros primos inferiores a um dado numero. A
este método da-se o nome de Crivo de Eratdstenes.

Numeros primos inferiores a 100

1 12 | 13 14 | 15 16 | 17 18 19 20

2 2 G 24 |2 || X | 2B | 2 a0

3 32 | 33 | 3 | 35 | 3B | 37 | 33 | 39 40

41 421 43 | 44 | 45 | 4B | 47 | 48 | 48 a0

a1 52 | 53 | 54 | 55 | o6 | &7 | 58 | &8 B0

B1 B2 | B3 | B4 | B5 | BB | &7 | BB | BY il

71 PP G B B S (= BT BRF A = B 80

31 g2 | 553 | 84 | B5 | BB | &F | 83 | &Y 80

=N 92 | 53 | 94 | 85 | 95 | 7 | 55 | 29 | 100




Definicao 1.3.6:
@ Um ndmero inteiro@diZ-Se primo se p > 1 e p apenas possui como

divisores positivos 1 e p.
@ Dois niimeros inteiros nao nulos a e b dizem-se primos entre si se

mdc{a, b} = 1.
Observacoes:
(0) 0 e 1 ndo sao primos;
(1) O numero 2 € o unico primo que € par;
(2) Se alb e a|c entao a|(b+c);
(3) Se alb entao a|(kb), com k inteiro;
(4)

4) Se a é primo e afb entdo mdc{a, b}=1.




Lema
Sejam a e b dois niimeros inteiros nao nulos ¢ primos entre si. Seja ¢ € 7

tal que a|lbc. Entdo alc.

Demonstracao. Atendendo a lgualdade de Bezout, existem inteiros m e n tais

que 1 = am+ bn.
Donde ¢ = amc + bnc. Como a|bc, entdo em particular a|bnc. Além disso,
claramente, alamc. Logo al(amc + bnc), ou seja, alc. ]

Lema
Seja p um niimero primo e sejam ay, ay,...,a, € Z (comn € N ) tajs

que plajaz---an. Entdo p|aj, para algum i € {1,....n}.

Demonstracao. Por inducao em n. Para n =1 € imediato. Admitamos entao o
resultado valido para n— 1, para certo n > 1. Sejam ay, a,...,a, € Z tais que
plajas---a,. Ora, se plajay -+ a,_1, por hipdtese de inducdo, p|a;, para algum
i €{1,...,n—1}. Se, pelo contrario p fajap---a,_1, entdo

de{P~ dpdp - an—l} =1,
visto que p € um nimero primo. Neste caso, pelo lema anterior, deduzimos que

P‘an-




Teorema 1.3.7: (Tecorema Fundamental da Aritmética)

Todo o ntimero inteiro maior do que um pode ser escrito como um
produto de nitimeros primos (com um sé factor, no caso do niimero ser
primo). Além disso, uma tal decomposicao em nimeros primos é
essencialmente tnica, i.e. duas decomposicoes apenas diferem na ordem

pela qual os primos sao escritos.

i __rmn

H= PP

e P1, P2, ..., Pk SA0 NUMEros primos

Exemplo: Escrever n=51975 como o produto de niimeros primos.

Decompor em factores primos

51975

17325

5775

1155

385
77

7

l

3
3

A el i

: f
[E—

. 01975 = 3x3x3x9X0X11x7
= 33.52.11.7 =533, 7.11

= 3352 7.11
N

forma standard de n
(Base crescente)




Teorema 1.3.7: (Tecorema Fundamental da Aritmética)

Todo o ntimero inteiro maior do que um pode ser escrito como um
produto de nitimeros primos (com um sé factor, no caso do niimero ser
primo). Além disso, uma tal decomposicao em nimeros primos é
essencialmente tnica, i.e. duas decomposicoes apenas diferem na ordem

pela qual os primos sao escritos.

i __rmn

H= PP

e P1, P2, ..., Pk SA0 NUMEros primos

Exemplo: Escrever n=51975 como o produto de niimeros primos.

Decompor em factores primos

51975

17325

5775

1155

385
77

7

l

3
3

A el i

: f
[E—

. 01975 = 3x3x3x9X0X11x7
= 33.52.11.7 =533, 7.11

= 3352 7.11
N

forma standard de n
(Base crescente)




Teorema 1.3.8:
Sejam

51 52 Sk I 5 R ) L
m_P11P2nnnpk e n_P]_Pz---Pk

(k € N), em que p1 < pp < -+ < pi sdo numeros primos e s; e tj sdo

niumeros inteiros nao negativos, parai = 1,2,....k. Sejam
ui = min{s;, t;} e v; = max{s;,t;},
para qualquer i = 1,2,..., k. Entdo:

@ mdc{m,n} = py"p5>---pt;
@ mmc{m, n} = pi*py*- - pt.

Exemplo:
mme{32,60} = mdc{32,60} =
322
16| 2 o0 | 2
3|9 30 |2
4|2 1513 \
2| 2 \ : 515 :
1 32=2 1 60=2"X3x5




Teorema 1.3.8:
Sejam

51 52 Sk I 5 R ) L
m_P11P2nnnpk e n_P]_Pz---Pk

(k € N), em que p1 < pp < -+ < pi sdo numeros primos e s; e tj sdo

niumeros inteiros nao negativos, parai = 1,2,....k. Sejam
ui = min{s;, t;} e v; = max{s;,t;},
para qualquer i = 1,2,..., k. Entdo:

@ mdc{m,n} = py"p5>---pt;
@ mmc{m, n} = pi*py*- - pt.

Exemplo: 0 o
. : 5 .. - )
mme{32,60} =2 x3x 5 mdc{32,60} =2"x3x 5

32 |2
16| 2 60 | 2
3|2 3012
{EAN HERN
2] 9 515
=] = 5 0 .0 ) 4
| 32=2" X3 XD | 60=2"X3x5




Hoje em dia sao conhecidos inumeros resultados importantes sobre numeros
primos que nao permitem no entanto caracterizar todos estes numeros.

Teorema 1.3.9: Todo o nimero primo maior que 2 é da forma 4n T 1,
com n um natural.

Demonstracao.
Seja p um namero primo. Pelo algoritmo da divisao, existem

inteiros m e r tais que

p=4dm+r, 0Z<r<4

A

Assim, r = 0,1,2,3. E facil concluir que se p é primo entio
r#0er#2. Sepé primo entao é da forma
p=4m+1 comm €N
o p=4m + 3= A +3—44+4 = 4(,},?_?_ +1)—1.0

H_/
neN
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Questao: O numero 79 é primo?

Como 79=4x20-1 entdo o resultado anterior ndo permite decidir se € ou ndo primo.

Teorema 1.3.10:

Se n > 2 ndo é um nidmero primo, ent3o existe um ndmero primo p
tal que p|n e p?> < n.

Prova. Como n > 2 e n n3o é primo, entao n = pga, com p e g primos
tais que p < g e a € N. Donde p? < pg < n.

Questao: O numero 79 é primo?
Se 79 nao fosse primo, pela propriedade anterior, teria de existir

um ntimero primo p divisor de 79 tal que p® < 79. Como 11°% = 121 > 79,
entdo p € {2.3,5,7}. Mas nenhum destes quatro primos € divisor de 79.




1.4 Congruéncias lineares

Sejam@e R a relacao de congruéncia médulo n (sobre Z).  X=7Z

aRb se e so se (3keZ)a—b = kn.

!

a = b(mod n)

a- b é multiplon

a € congruente com b modulo n

E uma relacéo de equivaléncia

pemmnr

classe (de congruéncia) modulo nde a € Z

(classe de equivaléncia de a)

la],={..., a—2n, a—n, a, a+n, a+2n,...} =a+ nZ.

Exemplos: Para n =4,

o [0]s=1{... -8 —4,0 4,8,..}=4Z
o [1]s=1{.... =7, =3, 1,5 0,...} =1+4Z
o [2s={.., -6, -2, 2, 6, 10,...} =2 +4Z;

® [34={.., =5, —1, 3,7, 11,...} =3+4%Z




O conjunto quociente com Rarelacgo = (modn) designa-se por

Z/R =7, —.

diz-se o “Conjunto dos inteiros médulo n”

Ora,
Ly ={laln:a €L} = {[0]n, L, 2]n, 3Blny ..., [n — 1]}

/

Se a € Z entao, aplicando o algoritmo da divisao,
a=ng+r, Ur<mn.

)

a — r = nqg (multiplo de n)

)

a = r(mod n)




Teorema 1.4.1: Seja n € N.

Entao cada inteiro é congruente modulo n precisamente com

um dos inteiros 0, 1, 2,..., n—1, ie.

Zn — {[O]n., [1]”._,. PR [” - ].]n}.
Exemplo: n=4.
Qual a classe de congruéncia de 25?

25=4x6+1 —=> [25] | = [1]& “25 é congruente moédulo 4 com 1”

Qual a classe de congruéncia de -2017?

201 =4x504+1= —201

|

—4x50—1
4(=50)—1+4—4
4(—51) +3 = [—201], = [3]4

“-201 é congruente
modulo 4 com 3”




Teorema 1.4.2: Sejam a, b,c,d € Z tais que
a=b(modn) e c=d(modn).

Entao,
e a+c=b+ d(modn) @ ac = bd (modn).

Operacoes no conjunto das classes (mod n)

Podem definir-se em Z,, operacdes de adigdo & e de multiplicagdo & , dadas por:

[a]n & [b]n = [a + Bl [a]n @ [b]n = [ab]5.

Teorema 1.4.3: (Propriedades das operagdes em classes (mod n) )
Sejam x,y,z € Zp, e sejam 0 = [0], e 1 = [1],. Ent3o:
o xDy=yodx;, xBy)Dz=xD(yD2),
@ XF 0= L 5

o Existe x' € Z, tal que x @ x' = 0;




x = [a]n, com a € Z, entdo X' = [—a]n pois XX =0.

Ao elemento x’ chamamos simétrico de x em Z,, e representamo-lo por —x.

Teorema 1.4.3: (continuacio )

o xRy =y®x; (xQy)@z=x2(y®2z),

o xV1=x’

o xRy B2)=xQy)D (xR 2)




Definicao 1.4.4:

Um elemento x € Z, diz-se invertivel se existe x’ € Z, tal que

Se existir X, diz-se que

Exemplos: X" é o inverso de x

n=4  Zy={[0]s. [1]s, [2]s, [3]4}

0]y tem inverso ? Nzo, pois  |0]4 ® |als = 0], # [1]

3|y teminverso ? Sim, pois {23]4 % 3]s = 9]y = [1]4
2|y teminverso ?

Nao, pois




Conclusao: ncN Z, = {[0],, [1]n,..., [n—1]n}

x

Dado a € {0.....n— 1}, achar o inverso da classe 3] &

encontrar um elemento X € {0, ..., n— 1} tal que

ax =1 (modn) Caso particular
de uma congruéncia linear




Definicao 1.4.5:
Chamamos congruéncia linear a uma expressao da forma
ax = b (modn) .

em que n € N, a, b € Z (constantes) e x é uma varidvel inteira (i.e. toma
valores em Z).

Uma solucao da congruéncia linear ax = b(mod n) é um nlimero inteiro «
tal que aacc = b(mod n).

Teorema 1.4.6:

Sejam a,bc Z enc N. Se a € Z é uma solucao da congruéencia linear
ax = b(modn), entdo qualquer 3 € [a], é também uma solugao.

Demonstracao. Uma vez que aa=b(mod n) e 5 = a(mod n), entdo existem

u,v € Z tais que _,
ac—b=un e [—a=vn

Assim, ?
al — b

a(a + vn) — (acx — un)

= aw -+ avn — ax + un
= (av+u)n

e portanto af = b(modn). U




Observacao:

Para n € N, definamos

Uma vez que Z, = {[0],. [1],,....[n — 1],}, o teorema anterior diz-nos
que uma congruéncia linear fica completamente resolvida quando
determinarmos as suas solucoes em Z,,.

Exemplos:

; I Procurar x tal que
Consideremos a congruencia linea 2x-1= mailtiplo 4

Zy = {[0]s, [1]s, [2]4, [3]a} Zi= {0, 1, 2, 8}

2x 0=0 % 1(mod 4)
2% 1 =22 1(mod 4)
2X2=4=0 7% I{mod 4)
2% 3=0=2z% 1(mod 4)

Portanto, nao possui quaisquer solucées em Z.




Determinemos as solucoes da congruencia linear@

Zs = {[0]s, [1]5, [2]5, [3]5, [4]5} N

Procurar x tal que
25 = {("]! l ? 2 3._ _1} 2x-1= multiplo 5

2x 0=0=0(mod 5)
2x1=2=2(mod 5)
2% 2=4=4(mod 5)
2 X 6 = 1(mod 5)
2 %X 4=8 = 3(mod 5)

v

O conjunto das solugdes €

[3]5 =34 5= { =12, -1, —2,3,8,13,...}.
I

Determinemos as solugdes da congruéncia linear 2x =4 (mod 500 )




Teorema 1.4.7

Sejama,b € Z, ne N ed = mdc{a, n}. Entio a congruéncia linear
ax = b(mod n)

o tem solugcées em 7 se e s6 se d|b;

@ casod|b, entdo a congruéncia linear POSSul exactamente d
solucoes em Z,,.

Notas da demonstracao: mdc{a,n}= au + nv
/ Igualdade de Bezout

Q Sejam v, v € Z tais que d = au + nv e tomemos

n
e m=— € 4.
d

Q@ o atm a+2m,..., a+(d-1)m

sao d solugdes ndo congruentes modulo n de ax = b (mod n).

© Estas d solucdes podem n3o pertencer todas a Z,, mas atendendo aos teorerr
anteriores, podemos determinar d solucoes em Z,,. |
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Exemplos:

Determinemos as solugdes da congruéncia linear 2x =4 (mod 500 ).

Seja d = mdc{2, 500} = 2.

Zeoo = {0.1.2,3,4, ...... 499}

Como d = 2 divide b = 4 entao a congruéncia linear tem
solucoes e tem exactamente d = 2 solucoes em Zsqy.

21 o+

?

2=mdc{2,500}=2u+500v= 2><®+ 500 x 0
u

bu 4 x 1

Y

& =

—

n - 500

— 9 m=—=—— = 200

d. 2 \i/

o+ m = 2+ 250 = 252

Sao0 duas solugdoes em Z500

Conclusdo: [2|r00 U 252|500 ¢ 0 conjunto de todas as solugoes em Z




Consideremos agora a congruéncia linear 224x = 154 (mod 385) e
determinemos todas as suas solucoes em Z3gs.

Como d = mdc{224, 385} =7 e 7 é um divisor de b = 154 (=7 x 22),
entdo 224x = 154 (mod 385) possui exactamente 7 solucdes em Z3gs. Por

outro lado, temos 7 = 224 - (—12) 4 385 - 7 (donde v = —12), pelo que
154 % (—12)

= = —264,
o - .
é uma solugdo de 224x = 154 (mod 385). Note que o & Zsgs.
Seja n 385
= = —— = BB,
N

Entao, a + kmm = —264 + kb5, com kK =0,1.2.3.4.5,6, i.e.
| —264, —-209, —154, —99, —44.|].1 e 66 Encontrar as

sao sete solucoes nao congruentes modulo 385. Como correspondentes
solugcdes em

121 = (—264) (mod 385), 176 = (—209) (mod 385),
231 = (—154) (mod 385), 286 = (—99) (mod 385) e 341 = (—44) (mod 385),

entao

11,66.121,176,231,286 e 341

sdo as sete soluctes de 224x = 154 (mod 385) em Zsgs.




Congruéncias lineares equivalentes:

Considere a congruéncia linear

15022 = 1004 (mod 500)

Ora, 1502 1500 1004 ‘500
‘/gr?__ 12N

1502 = 2 (mod 500)

1004 = 4 (mod 500)

Assim,

15022 = 1004 (mod 500)
i
2z = 4 (mod 500)

uma vez que as solugdes da segunda congruéncia sao as mesmas que as da
primeira.

Porqué?




Teorema 1.4.8:
Sejan €N esejama,a’, b, b’ € 7 tais que a= a' (modn) e
b= b (modn). Entao, as congruéncias lineares

ax = b(modn) e a'x=b'(modn)

possuem exactamente as mesmas 50[”;565.

Demonstracao.
a=ad (modn) & a—d=kn, k €Z

b=V (modn) & b—¥b =k, ky €Z

Seja o uma solucao de axr = b (mod n).
Assim,
aov = b (mod n) & aa —b=ksn, k3ecZ.
Ora, ,
da—b = (a—kin)a—(b—kon) = ac—kina—b+kon

= kgn —kina + kon = (ks — ki + ko)n = kyn.

— _/

Entao, ao =1 (mod n) e




Analogamente se conclui que se «v é solucao de @’z = b’ (mod n).
entao também é solucao de axr = b (mod n). 0

Observacao
O resultado anterior permite-nos concluir que, para estudar todas as

congruéncias lineares do tipo ax = b(mod n), com n € N e a,b € Z, basta
estudar aquelas em que a. b € Z,,.




Sistemas de congruéncias:
Sendo 2 € Z e n,m € N, entao

Zlnm C [2]n 0 [2] -

\

Considere as duas congruéncias lineares

3axs C (3|4 N (3]s

2r =2 (mod 4), 3z =1 (mod §).
3 é solucao das duas congréncias pois
2x3—-—2=4=4x1 e A XI—1=8=8X 1.

Entao podemos afirmar que todos os elementos da classe

By =3+32Z -

sao solucoes comuns das duas congruéncias. Podemos generalizar?




Teorema 1.4.9:
Sejam m,n € N e sejam a,3d', b, b’ € ZZ. Seja a uma solucdo (comum) das

congruéncias lineares
/ /
ax =b(modm) e ax=b (modn).
Entao, qualquer 3 € [a]mn € ainda uma solucao de ambas as congruéncias

lineares.

Demonstracao.
Basta atender a que [a],,, C [a]n N [], ]
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Lema 1.4.10:

Sejam m,n € Z tais que 1 = mdc{m, n} e sejam b,b’ € 7. Entao as
congruéncias lineares x=b(modm) e x=b'(modn) tém uma e
uma sé solucao comum em Zp,p,.

Demonstracao. Tomar u,v € Z tais que 1 = mu+ nv. Entdo a € Z, tal que

o = (bnv | b'mu) (mod mn) é a solucdo pretendida.

B

Exemplo: Considere as congruéncias lineares
r=>5(mod2) e 2=06(mod3)
Como mdc{2, 3}=1 entao existe uma solugao comum em Z;.

Ora,
1= mdef2, 3)= 20)+ 3(v) =2(-1) + 3(1).  (dentidade de Bezouo
2 2

Assim,
6x2(-1) + 5x3(1) =-12 + 15 =3 € solugao das duas congruéncias.

953 = [3}6 sao todas as solugdes comuns as duas congruéncias

]

Conclusao: [3}




Teorema 1.4.11:

Sejam m, n € N tais que 1 = mdc{m, n} e sejam a,a’, b, b’ € ZZ. Se as
congruéncias lineares ax =b(modm) e a'x=0b'(modn) tém
ambas solucoes, entao existe uma solucao comum a ambas em Zmp.

Demonstracdo. Sejam o e o solucdes de ax = b(mod m) e de a’x = b’ (mod n),
respectivamente. Atendendo ao lema anterior, o sistema de congruéncia lineares

x = a (mod m)
x = o' (mad n)

possui uma (Unica) solucao 3 € Z,,,. Claramente, 3 é também uma solu¢ao de

ax = b(mod m) e de &'x = b’ (mod n). []

Exemplo: Considere as congruéncias lineares

/ ;
4x = 12 (mod 5) e 3x = 6(mod4). o' € Zy

, . ) o € /s
Sera que tém solugdes comuns? :

Pelo Teorema, existe .,53 = ZQD que é solugao comum.




Exemplo: (Cont.)
Determinemos em /39 uma soluc3o comum as congruéncias lineares

4x = 12 (mod b) e 3x = 6 (mod4).

e uma solugao de 3x = 6 (mod4) é

ica) solucdo comum em Zyg

Uma solucao de 4x = 2(modb5) é

Seguidamente, calculamos a (U
x = 3 (mod5) e x =2 (mod4)

(note-se que 1 = mdc{4, 5}): temos 1 =5-1+4-(—1), donde
B=2-5-143-4.(—1)=—2

€ uma solucao comum.

Como

—2 = 18(mod 20),

entdo 18 é a (Unica) solucdo comum em Zyg as congruéncias x = 3 (mod5) e
x = 2(mod4) e, consequentemente, também uma solugio comum as
congruéncias iniciais.




Teorema 1.4.7

Sejama,b € Z, ne N ed = mdc{a, n}. Entio a congruéncia linear
ax = b(mod n)

o tem solugcées em 7 se e s6 se d|b;

@ casod|b, entdo a congruéncia linear POSSul exactamente d
solucoes em Z,,.

Notas da demonstracao: mdc{a,n}= au + nv
/ Igualdade de Bezout

Q Sejam v, v € Z tais que d = au + nv e tomemos

n
e m=— € 4.
d

Q@ o atm a+2m,..., a+(d-1)m

sdo d solugdes ndo congruentes moédulo n de ax = b (mod n).

© Estas d solucdes podem n3o pertencer todas a Z,,, mas atendendo aos teorerr
anteriores, podemos determinar d solucoes em Z,,. |
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Exemplos:

Determinemos as solugdes da congruéncia linear 2x =4 (mod 500 ).

Seja d = mdc{2, 500} = 2.

Zeoo = {0.1.2,3,4, ...... 499}

Como d = 2 divide b = 4 entao a congruéncia linear tem
solucoes e tem exactamente d = 2 solucoes em Zsqy.

21 o+

?

2=mdc{2,500}=2u+500v= 2><®+ 500 x 0
u

bu 4 x 1

Y

& =

—

n - 500

— 9 m=—=—— = 200

d. 2 \i/

o+ m = 2+ 250 = 252

Sao0 duas solugdoes em Z500

Conclusdo: [2|r00 U 252|500 ¢ 0 conjunto de todas as solugoes em Z




Consideremos agora a congruéncia linear 224x = 154 (mod 385) e
determinemos todas as suas solucoes em Z3gs.

Como d = mdc{224, 385} =7 e 7 é um divisor de b = 154 (=7 x 22),
entdo 224x = 154 (mod 385) possui exactamente 7 solucdes em Z3gs. Por

outro lado, temos 7 = 224 - (—12) 4 385 - 7 (donde v = —12), pelo que
154 % (—12)

= = —264,
o - .
é uma solugdo de 224x = 154 (mod 385). Note que o & Zsgs.
Seja n 385
= = —— = BB,
N

Entao, a + kmm = —264 + kb5, com kK =0,1.2.3.4.5,6, i.e.
| —264, —-209, —154, —99, —44.|].1 e 66 Encontrar as

sao sete solucoes nao congruentes modulo 385. Como correspondentes
solugcdes em

121 = (—264) (mod 385), 176 = (—209) (mod 385),
231 = (—154) (mod 385), 286 = (—99) (mod 385) e 341 = (—44) (mod 385),

entao

11,66.121,176,231,286 e 341

sdo as sete soluctes de 224x = 154 (mod 385) em Zsgs.




Congruéncias lineares equivalentes:

Considere a congruéncia linear

15022 = 1004 (mod 500)

Ora, 1502 1500 1004 ‘500
‘/gr?__ 12N

1502 = 2 (mod 500)

1004 = 4 (mod 500)

Assim,

15022 = 1004 (mod 500)
i
2z = 4 (mod 500)

uma vez que as solugdes da segunda congruéncia sao as mesmas que as da
primeira.

Porqué?




Teorema 1.4.8:
Sejan €N esejama,a’, b, b’ € 7 tais que a= a' (modn) e
b= b (modn). Entao, as congruéncias lineares

ax = b(modn) e a'x=b'(modn)

possuem exactamente as mesmas 50[”;565.

Demonstracao.
a=ad (modn) & a—d=kn, k €Z

b=V (modn) & b—¥b =k, ky €Z

Seja o uma solucao de axr = b (mod n).
Assim,
aov = b (mod n) & aa —b=ksn, k3ecZ.
Ora, ,
da—b = (a—kin)a—(b—kon) = ac—kina—b+kon

= kgn —kina + kon = (ks — ki + ko)n = kyn.

— _/

Entao, ao =1 (mod n) e




Analogamente se conclui que se «v é solucao de @’z = b’ (mod n).
entao também é solucao de axr = b (mod n). 0

Observacao
O resultado anterior permite-nos concluir que, para estudar todas as

congruéncias lineares do tipo ax = b(mod n), com n € N e a,b € Z, basta
estudar aquelas em que a. b € Z,,.




Sistemas de congruéncias:
Sendo 2 € Z e n,m € N, entao

Zlnm C [2]n 0 [2] -

\

Considere as duas congruéncias lineares

3axs C (3|4 N (3]s

2r =2 (mod 4), 3z =1 (mod §).
3 é solucao das duas congréncias pois
2x3—-—2=4=4x1 e A XI—1=8=8X 1.

Entao podemos afirmar que todos os elementos da classe

By =3+32Z -

sao solucoes comuns das duas congruéncias. Podemos generalizar?




Teorema 1.4.9:
Sejam m,n € N e sejam a,3d', b, b’ € ZZ. Seja a uma solucdo (comum) das

congruéncias lineares
/ /
ax =b(modm) e ax=b (modn).
Entao, qualquer 3 € [a]mn € ainda uma solucao de ambas as congruéncias

lineares.

Demonstracao.
Basta atender a que [a],,, C [a]n N [], ]
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Lema 1.4.10:

Sejam m,n € Z tais que 1 = mdc{m, n} e sejam b,b’ € 7. Entao as
congruéncias lineares x=b(modm) e x=b'(modn) tém uma e
uma sé solucao comum em Zp,p,.

Demonstracao. Tomar u,v € Z tais que 1 = mu+ nv. Entdo a € Z, tal que

o = (bnv | b'mu) (mod mn) é a solucdo pretendida.

B

Exemplo: Considere as congruéncias lineares
r=>5(mod2) e 2=06(mod3)
Como mdc{2, 3}=1 entao existe uma solugao comum em Z;.

Ora,
1= mdef2, 3)= 20)+ 3(v) =2(-1) + 3(1).  (dentidade de Bezouo
2 2

Assim,
6x2(-1) + 5x3(1) =-12 + 15 =3 € solugao das duas congruéncias.

953 = [3}6 sao todas as solugdes comuns as duas congruéncias

]

Conclusao: [3}




Teorema 1.4.11:

Sejam m, n € N tais que 1 = mdc{m, n} e sejam a,a’, b, b’ € ZZ. Se as
congruéncias lineares ax =b(modm) e a'x=0b'(modn) tém
ambas solucoes, entao existe uma solucao comum a ambas em Zmp.

Demonstracdo. Sejam o e o solucdes de ax = b(mod m) e de a’x = b’ (mod n),
respectivamente. Atendendo ao lema anterior, o sistema de congruéncia lineares

x = a (mod m)
x = o' (mad n)

possui uma (Unica) solucao 3 € Z,,,. Claramente, 3 é também uma solu¢ao de

ax = b(mod m) e de &'x = b’ (mod n). []

Exemplo: Considere as congruéncias lineares

/ ;
4x = 12 (mod 5) e 3x = 6(mod4). o' € Zy

, . ) o € /s
Sera que tém solugdes comuns? :

Pelo Teorema, existe .,53 = ZQD que é solugao comum.




Exemplo: (Cont.)
Determinemos em /39 uma soluc3o comum as congruéncias lineares

4x = 12 (mod b) e 3x = 6 (mod4).

e uma solugao de 3x = 6 (mod4) é

ica) solucdo comum em Zyg

Uma solucao de 4x = 2(modb5) é

Seguidamente, calculamos a (U
x = 3 (mod5) e x =2 (mod4)

(note-se que 1 = mdc{4, 5}): temos 1 =5-1+4-(—1), donde
B=2-5-143-4.(—1)=—2

€ uma solucao comum.

Como

—2 = 18(mod 20),

entdo 18 é a (Unica) solucdo comum em Zyg as congruéncias x = 3 (mod5) e
x = 2(mod4) e, consequentemente, também uma solugio comum as
congruéncias iniciais.




1.5 Relag¢des de recorréncia

Seja (an),>0 uma sucessdo de nimeros reais.

g, A1, Ay, Az, ...y Ay

Diz-se que a sucessao esta definida por recorréncia se a partir de certa ordem
(ordem p) o termo a,, esta relacionado com alguns dos seus predecessores
ag, Ay, ---y Apq-

Exemplos:

® Asucessao de Fibonacci (f,),>1esté definida por

fi=1 & f =2 ~—* Condigbes iniciais

fn = fa—1 + fpn—> (”’ = 3} :

/
1. 2. 3. 5 8 13, 21, 34,

Relagao de recorréncia

"Resolver” uma relacao de recorréncia, sujeita a certas condicoes iniciais, é
determinar uma “expressao explicita” para o termo geral da sucessao.
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|lan=2+3(n—1), paran>1.

Seja (a;)n>1 a sucessao definida pela relacdo de recorréncia

Relacdo de recorréncia @n = dp—1 + 3, n2=2,

com a condicao Inicial a1 = 2. Q‘

Condic3o inicial 2, 5, 8, 11, 14,17,...
Ora,
dp dn—1 +3
= (ap—2+3)+3 dp—2+2:3
= (ap—3+3)+2-3 ap-34+3:3
(an—k +3)+(k—1)-3 an—k + k-3
a+(n—-1)-3
= 2+43(n—1),

(Prove usando o principio de indug&o)




@ Vamos resolver a relacao de recorrencia a, = 2a,_1 sujeita a condicao inicial
a0 = 1. Temos Relagcao de recorréncia
Condicao inicial

dn — 23;}—1

=2-2a,_2 = 225‘”_2

= 2°. 23,3 = 238n_3

— 2k3n—k

=gy = AP, l.e.|a, = 2", para n > 0.

(Prove usando o principio de indug&o)




Definicao 1.5.1:

Uma relagdo de recorréncia linear homogénea de grau k (k > 1) com
coeficientes constantes € uma expressao da forma

dn = Cladp—1+ Cap—2 + ***+ CkaAn—k,

com ci, ...,k constantes (reais) e ¢, # 0. \

an = 2lap—1 + 13ap—2

Exemplos:

a A eYNressin f —F . L F -~ (utilizada na definican
| yE_ 1 |}.f.|‘-\_

— Fou .-"\.I.r‘ Lo ‘I’} — f'lr_l ‘f]_LJ l.‘.l_ll. n LA L E T ‘LI‘-\_ i

[
Fibonacci) é uma relacao de recarréncia linear homogénea de grau 2 com
coeficientes constantes.

@ A expressao a, = 2a,_1 € uma relacao de recorréncia linear homogenea de
grau 1 com coeficientes constantes.

@ A relacdo de recorréncia a,, = 3a,_13,_> nao é linear.

@ A relacdo de recorréncia a, = a,_1 + 3 nao é homogénea.

@ A relacao de recorréncia a, = 3na,_; nao tem coeficientes constantes.




Recorréncias lineares homogéneas de coeficientes constantes de grau | e 2

O Graul:
Uma relacao de recorréncia do tipo
dp = Cap-1.

C o~ e . , — n
com a condicdo inicial do = @ é da forma ap=ac’', n=>0.

Q@ Grau?2:
Uma relacao de recorréncia do tipo

dn = n—2 (1,2 € R)
com as condig¢des iniciais \i = e a3 = (7 édaforma:

=R = €2 = 0 (Equacao auxiliar)

Tem duas raizes rea/ \em uma raizes real dupla
rper

apn=br{ +dr n > 0. gy =br"<dnr", n>0.
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Lema 1.5.2:
Seja ap = c1an—1 + c@an—2 (c1,c2 € R) uma relagao de recorréncia linear

homogénea de grau 2 com coeficientes constantes.
Sejam S, e T, duas sucessées que satisfazem a relacdao de recorréncia
constantes (reais).

Ent3do a sucessao U, = bS,, + d T, também satisfaz a relacao de recorréncia.

Demonstracao.
Se (.S,) e (1},) satisfazem a recorréncia linear entao

Sn. — [’_'18”__1 + [_TQS'H—Q (?'?.- :_;’ 2) e ]:'1 — Clz:'l—l + CZI:ZTH.—Q (?'1- 2 2)
Assim,
U n — bsﬂ -+ dT}rz = b(flsn.—l B (_-'2*5?1-—2) 1= d(‘flj-ﬁ—l = CZTH.—Z)

= bc1.Sp—1 + beaSy_o +derd 1 +degd, o
— Cl(b#-qn.—l i dT;rz—l) 1 CZ(()SH—E + {'ZTH—Q)

= c1Up—1 + caUp—2
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Lema 1.5.3:
Seja a, :@a”_] ?,,_;3 (c1,¢ € R) uma relag3o de recorréncia linear
homogénea e grau Y com coeficientes constantes. Seja r uma raiz da
equacdo x* — ¢c;x — ¢, = 0. Entdo, a sucessio (r"),cn, satisfaz a relacio

de recorréncia. \

Demonstracao. Por hipétese, r é raiz de x> — c;x — ¢ 2\0, pelo que
r’ —cir— o =0, ou seja, r? = cir + ¢. Entdo

r"—2(cir + )

= #Fopti= ",

Clr”_l Yms rn—2

como pretendido. 1. . 2 2 L

Exemplo: Considere a relagao de recorréncia linear
ap = an—1 T 6an-2 .

Como X2— x—6=0 < x=-2 ou x=3,

entdo as sucessdes S,=(-2)" e T,=(3)" satisfazem a recorréncia linear.

— \

1,-2,4,-8,16,-32,..... 1,3,9,27,81, .....




Teorema 1.5.4:
Seja a, = c1an—1 + @an—> (c1. 2 € R) uma relacdo de recorréncia linear
homogénea de grau 2 com coeficientes constantes tal que a equacao

’
X“—cgx—c =20

admite duas raizes distintas ri e ro. Seja (ap)n,>0 a sucessao definida pela
relacao de recorréncia sujeita as condicoes iniciais

BOICC. € 31:(:1.

Entao, existem constantes (reais) b e d tais que

an=br +dr, n> 0.

Demonstracao.
Resulta directamente dos 2 lemas anteriores. n
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Exemplos:

@ Vamos resolver a relacao de recorréncia

a, = ba,_1 — 6a,,_» Relacdo de recorréncia

sujeita as condicoes iniciais ag =7 e a; = 16. Condigdes iniciais
Ora,
x2—bx4+6=0 & x—2ex— 3.

Atendendo ao teorema anterior, temos

a,=b2"+d3", n=>0,

para certas constantes b e d tais que

b—|—d:3{]:7
2b+ 3d = a; = 16,

ou seja (resolvendo o sistema), b=5e d = 2.

Logo|a,=5-2"+2-3" paran > 0.
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Teorema 1.5.5:
Seja a, = c1a,—1 + ©a,—2 (c1, ¢ € R) uma relacdo de recorréncia linear
homogénea de grau 2 com coeficientes constantes tal que a equacao
x* — c1x — ¢ = 0 admite uma raiz dupla r. Seja (a,)n>0 a sucess3o
definida pela relacdo de recorréncia sujeita as condicoes iniciais

a0 = Co e 31:C1.
Ent3o, existem constantes (reais) b e d tais que

a,=br"+dnr", n>0.

Demonstracao.
Do Lema 1.5.3 tira-se que a sucessao 5, = r'"" satistaz a recor-
rencia. O facto da r ser raiz dupla permite ainda concluir que

[, = nr'" & uma sucessao que satisfaz a recorréncia.
O resultado segue agora do Lema 1.5.2. .
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Exemplo: Relagdo de recorréncia

@ Vamos resolver a relacdo de recorréncia ¢, = 4¢,_; — 4c¢,,_» sujeita as condicoes
iniciais ¢ =1 e ¢ =1.
Ora Condigdes iniciais

x2—4x4+4=0 <« x=2 (raizdupla)
Atendendc ao teorema anterior, temos
c,=b2"+dn2", n>=0,

para certas constantes b e d tais que

b={.—[}=1 @ L __l
{2b+2d=c1=1 b=1led= 2"

Logo, |an=2"—3n2"=2"—n2""1  paran>0.
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