


















1 rota possível

3 rotas diferentes

12 rotas diferentes

Nº de rotas (se fossem possíveis todas as ligações)

60 rotas diferentes

7 - 360 rotas 

8 – 2520 rotas

9 – 20160 rotas

10 – 181440 (!)...

































Relação de X em Y



1 está em relação com c

Relação de X em Y



1 está em relação com c

Relação de X em Y

imagem de ~

Domínio de ~

imagem de ~



1 está em relação com c

Relação de X em Y

Domínio de ~

Relação inversa de ~
Relação de Y em X













Diagrama da relação 
(Grafo orientado)



1   2   3   4

1    2    3    4 Matriz de adjacências de R 
(Grafo orientado)

1    2    3    4













??

Classe de equivalência de 1







Partição de X



Não esquecer:



Dá-nos resposta à seguinte questão.

e a partição de X dada por

Questão: Considere o conjunto   

Existe uma relação de equivalência cujas classes sejam os elementos da 
partição?



X-Y é múltiplo de 3 



X-Y é múltiplo de 3 

Observação:Observação:

É relação de equivalência



Classes de equivalência para











´É relação de 
ordem parcial



´É relação de 
ordem parcialordem parcial



(x é “menor ou igual” a y)

Notação:

(x está abaixo do y)

(y está acima do x)



relação de ordem parcial 
representada no diagrama

Os elementos d e a são comparáveis? Sim, pois

Os elementos c e d são comparáveis? Não, pois

Os elementos d e b são comparáveis? 

Como então 

Sim, pois



relação de 
ordem parcial

Se   X é um conjunto,    

é relação de ordem parcial em X
onde

todos os elementos são comparáveis

diz-se uma relação de 
ordem total

“r.o.t.”







Defina-se em a relação binária dada por: Para  A ,  B  em 

Refexiva?

Anti-simétrica?Anti-simétrica?

Transitiva?



Defina-se em a relação binária dada por: Para  A ,  B  em 

Transitiva?

é um c.p.o.é um c.p.o.

não é c.t.o.





Forma mais eficaz de 
representar c.p.o.

Diz-se (i)

(ii)  Não existe 

onde

3 cobre 3 e  3 cobre 2



Considere em      uma relação de ordem parcial tenha o diagrama em baixo

(1)





´É relação de ordem parcial



Considere X={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} e   |    uma relação de ordem parcial com o 
seguinte diagrama de Hasse



X={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Considere a relação  |  definida por: a, b    X

Relação de Divisibilidade

b é múltiplo de a Observação:

7 é comparável com 8?

(X, | )   é c.p.o.
não é c.t.o.



É majorante de Y 

É minorante de Y 

É minorante de Y 





É o mínimo de Y
É o primeiro elemento 

Y não tem máximo
Não tem último elemento



Resumo: Seja                um c.p.o.   e   Y um subconjunto de X.

Um elemento               diz-se:

Majorante de Y,  se

Minorante de Y,  se

O máximo de Y (último elemento),  se

O mínimo de Y (primeiro elemento),  se

É majorante de YÉ majorante de Y

É minorantes de Y

Y não tem máximo

É o mínimo de Y



Elemento maximal de Y,  se

Diz-se ainda que                 é :

i)
ii)

É elemento maximal de Y

Elemento minimal de Y,  se i)
ii)

É elemento minimal de Y



Diz-se ainda que                 é :

É o supremo de Y

O supremo de Y,  se

O ínfimo de Y,  se

É o ínfimo de  Y





S   é um conjunto de números naturais 
não vazio que satisfaz a condição:

Questão: Que conjunto é S ?

Pelo axioma da boa ordenação existe um elemento  k  que é o mínimo de S

k

S

Pelo axioma da boa ordenação existe um elemento  k  que é o mínimo de S

Mas,

Conclusão:
k

……



Efeito dominó
Exercício 1: Prove que 

Soma dos n primeiros naturais



Exercício 2: Prove que 

Verificar que para n=3 a proposição é verdadeira.

Supondo que para algum  n,  mostre-se queSupondo que para algum  n,  mostre-se que

Hipótese

Tese

Hipótese

Conclusão: e permitem afirmar que a condição é verdadeira para n≥3



Exercício 3:



Exercício 3:

Verificar que para n=0 a proposição é verdadeira.

Supondo que se tem para mostre-se que se tem

ainda



Supondo que se tem para

ainda

mostre-se que se tem

Tese

Hipótese

Por definição Hipótese

Conclusão: e permitem afirmar que a condição é verdadeira para n≥0,

isto é, para qualquer 



Observação:

??

?



Teorema :



Hipótese Tese















É aplicação















Funções invertíveis:





Teorema 1.3.1

n= 172,    m= 20 

Exemplo:
Dividendo Divisor

Quociente

Resto

n= 172,    m= 20 

Então, 172= 20x8+12 

q

r 172 20

8-160
12

Dividendo Divisor

Quociente

Resto 172 =20x8 +12n= 172,    m= -20 

172= 20x8+12 172= -20x(-8)+12 

q

r



Teorema 1.3.1

n= 172,    m= 20 

Exemplo:

Quociente

Resto

n= -172,    m= 20 n= 172,    m= 20 

Então, 172= 20x8+12 

q

r

n= 172,    m= -20 

172= 20x8+12 172= -20x(-8)+12 

q

r

n= -172,    m= 20 

172= 20x8+12 -172= -20x8 -12 

-172= 20x(-8) -12 

-172= 20x(-8) -12 +20-20

-172= 20x(-9) +8

q

r



Sistema Decimal:



Sistema Binário:

? ? ? ? ?

r0

rr1

r2

r3

r4

r5

r6

r7



Geralmente:

(Tem-se que 0    qk-2 < … < q2 <q1 < q0 < x )
0



Representação base t



.  Considere a relação  |  definida por: a, b

Relação de Divisibilidade

b é múltiplo de a 

(a é divisor de b) Observação:

Máximo divisor comum



Definição 1.3.2
chama-se

ao número natural  d  (caso exista), tal que:

Exemplos:Exemplos:

k3



?

Decompor em factores Primos

Decompor em factores Primos

Muitos cálculos



Teorema 1.3.3: (Existência e unicidade do mdc)

Algoritmo de Euclides ( 300 a.c. )





Exemplo:  Utilizar o algoritmo de Euclides para calcular



Igualdade de Bezout

a bmdc{a,b} mdc{a,b}=  am +  bn

Coeficientes da 
igualdade de Bezout



Teorema 1.3.4:



.



.

Teorema 1.3.4: (Existência e unicidade do mmc)

Mínimo múltiplo comum

(m é múltiplo de a e b)

(m é o menor múltiplo de a e b, positivo)



Exemplos:

Decompor em factores Primos

?

Recordar:

(Factores diferentes
e

Factores comuns 
com maior grau )

(Factores comuns com menor grau)



?

Decompor em factores Primos

?

!!!!!!!

?



?

Decompor em factores Primos



Teorema 1.3.5:

?

Recorrendo ao algoritmo de Euclides



?



Definição 1.3.6:

se

Estudados, desde a antiguidade. Nomeadamente, quanto à procura de uma regularidade   
ou lei de formação destes números. Mas, passado milénios, os matemáticos ainda não a  

Curiosidades:

ou lei de formação destes números. Mas, passado milénios, os matemáticos ainda não a  
descobriram. Um facto que está provado é que são em número infinito (Euclides, no   
século III a.c.). 

No século III antes da nossa era, o matemático grego Eratóstenes “inventou” um método, 
ainda actual, que permite determinar os números primos inferiores a um dado número. A 
este método dá-se o nome de Crivo de Eratóstenes.



No século III antes da nossa era, o matemático grego Eratóstenes inventou um método, 
ainda actual, que permite determinar os números primos inferiores a um dado número. A 
este método dá-se o nome de Crivo de Eratóstenes.

Números primos inferiores a 100



Definição 1.3.6:

se

Observações:
(0) 0 e 1 não são primos;

(1) O número 2 é o único primo que é par; 

(2) Se a|b e a|c  então  a|(b+c);

(3) Se a|b  então a|(kb),   com k inteiro;

(4) Se a é primo e         então mdc{a, b}=1.

(1) O número 2 é o único primo que é par; 





Teorema 1.3.7:

Exemplo: Escrever n=51975 como o produto de números primos.Exemplo: Escrever n=51975 como o produto de números primos.
Decompor em factores primos

51975 =  3x3x3x5x5x11x7

=  33.52.11.7 = 52.33. 7.11

= 33.52. 7.11

(Base crescente)



Teorema 1.3.7:

Exemplo: Escrever n=51975 como o produto de números primos.Exemplo: Escrever n=51975 como o produto de números primos.
Decompor em factores primos

51975 =  3x3x3x5x5x11x7

=  33.52.11.7 = 52.33. 7.11

= 33.52. 7.11

(Base crescente)



Teorema 1.3.8:

Exemplo:



Teorema 1.3.8:

Exemplo:



Hoje em dia são conhecidos inúmeros resultados importantes sobre números 
primos que não permitem no entanto caracterizar todos estes números.

Teorema 1.3.9: Todo o número primo maior que 2 é da forma  4n      1, 
com n um natural. 



Questão: O número 79 é primo?  

Como 79=4x20-1  então o resultado anterior não permite decidir se é ou não primo.

Teorema 1.3.10:

Questão: O número 79 é primo?  



X=

a- b é múltiplo n

É uma relação de equivalência

(classe de equivalência de a)(classe de equivalência de a)

Exemplos:



O conjunto quociente             com R a relação                         designa-se por 

diz-se o “Conjunto dos inteiros módulo n”

Ora,



Teorema 1.4.1:

Exemplo:  n=4.
Qual a classe de congruência de 25?

25=4x6+1 “25 é congruente módulo 4 com 1”

Qual a classe de congruência de -201?

“-201 é congruente 
módulo 4 com 3”



Teorema 1.4.2:

Operações no conjunto das classes (mod n)

Podem definir-se em      operações de adição      e de multiplicação      , dadas por:

Teorema 1.4.3: (Propriedades das operações em classes (mod n) )



pois

Exemplo: n=13

pois

Teorema 1.4.3: (continuação )



Definição 1.4.4:

Se existir x´, diz-se que 
x´ é o inverso de xExemplos:

n=4

tem inverso ? Não, poistem inverso ? Não, pois

tem inverso ? Sim, pois

tem inverso ?

Não, pois



Conclusão: ,

Dado                                  , achar o inverso da classe           é 

encontrar um elemento                                      tal que

Caso particular
de uma congruência linear



Definição 1.4.5:

Teorema 1.4.6:Teorema 1.4.6:



Observação:

Exemplos:
Procurar x tal que
2x-1= múltiplo 4



Procurar x tal que
2x-1= múltiplo 5

O conjunto das soluções é

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!



;

,

Notas da demonstração:

Teorema 1.4.7

mdc{a,n}=  au +  nv
Igualdade de BezoutIgualdade de Bezout



Exemplos:

??

u

São duas soluções em

Conclusão:



Encontrar as 
correspondentes 

soluções em 
Z385



Considere a congruência linear

Ora,   

Congruências lineares equivalentes:

Assim,   

uma vez que as soluções da segunda congruência são as mesmas que as da
primeira.

Porquê?



Teorema 1.4.8:





Sistemas de congruências:

..

Podemos generalizar?



Teorema 1.4.9:



Lema 1.4.10:

Exemplo: Considere as congruências lineares 

Como mdc{2, 3}=1 então existe uma solução comum em Z6.

Ora,
1= mdc{2, 3}= 2 u + 3 v =2(-1) + 3(1). (Identidade de Bezout)

Assim,

6x2(-1) + 5x3(1) = -12 + 15 =3 é solução das duas congruências. 

Conclusão: são todas as soluções comuns às duas congruências

? ?



Teorema 1.4.11:

Exemplo: Considere as congruências lineares 

Será que têm soluções comuns?

Pelo Teorema, existe que é solução comum.



Exemplo: (Cont.)



;

,

Notas da demonstração:

Teorema 1.4.7

mdc{a,n}=  au +  nv
Igualdade de BezoutIgualdade de Bezout



Exemplos:

??

u

São duas soluções em

Conclusão:



Encontrar as 
correspondentes 

soluções em 
Z385



Considere a congruência linear

Ora,   

Congruências lineares equivalentes:

Assim,   

uma vez que as soluções da segunda congruência são as mesmas que as da
primeira.

Porquê?



Teorema 1.4.8:





Sistemas de congruências:

..

Podemos generalizar?



Teorema 1.4.9:



Lema 1.4.10:

Exemplo: Considere as congruências lineares 

Como mdc{2, 3}=1 então existe uma solução comum em Z6.

Ora,
1= mdc{2, 3}= 2 u + 3 v =2(-1) + 3(1). (Identidade de Bezout)

Assim,

6x2(-1) + 5x3(1) = -12 + 15 =3 é solução das duas congruências. 

Conclusão: são todas as soluções comuns às duas congruências

? ?



Teorema 1.4.11:

Exemplo: Considere as congruências lineares 

Será que têm soluções comuns?

Pelo Teorema, existe que é solução comum.



Exemplo: (Cont.)



Seja                  uma sucessão de números reais.

a0, a1, a2, a3, …, an,…. 

Diz-se que a sucessão está definida por recorrência se a partir de certa ordem 
(ordem p) o termo an está relacionado com alguns dos seus predecessores
a0, a1, …, an-1.

Exemplos:

A sucessão de Fibonacci             está definida por

Condições iniciais
e

Relação de recorrência



2,  5,  8,  11,  14, 17,…

Relação de recorrência

Condição inicial

(Prove usando o princípio de indução)



Relação de recorrência

Condição inicial

(Prove usando o princípio de indução)



Definição 1.5.1:

Exemplos:



Uma relação de recorrência do tipo

com a condição inicial                 é da forma

Grau 1:

Grau 2:
Uma relação de recorrência do tipo

com as condições iniciais                                                é da forma:

(Equação auxiliar)

Tem duas raízes reais
r1 e r2

Tem uma raízes real dupla
r



Lema 1.5.2:

e



Lema 1.5.3:

Exemplo: Considere a relação de recorrência linear

Como

então as sucessões    Sn=(-2)n e  Tn=(3)n satisfazem a recorrência linear.

x = -2  ou  x = 3,

1, -2, 4, -8, 16, -32,….. 1, 3, 9, 27, 81, …..



Teorema 1.5.4:



Exemplos:

Ora,

Relação de recorrência

Condições iniciais



Teorema 1.5.5:



Exemplo:

Ora,

(raiz dupla)

Relação de recorrência

Condições iniciais




