


Capitulo 2
2.1 Gratfos e Aplicacoes. Generalidades

O nosso estudo vai centrar-se em duas espécies de grafos:

- Grafos orientados:
- Grafos nao orientados.

Definicao 2.1.1:
Chamamos grafo orientado, G, a um par (X, U) em que:

» Conjunto de vértices de G

(1) X é um conjunto finito, nao vazio e

(11) U é um subconjunto do produto cartesiano X x X.

\‘ Conjunto dos arcos de G

‘X\ = numero de vértices de G = Ordem de G

| 4| = niumero de arcos de G = Tamanho de G




Exemplo: Uma representacio possivel para o grafo G = (X,U), em que

X ={x1, x20, X3, X4, X5, X6, X7} €
U={(x1, x2), (x1, xa), (x5, x6), (X6, x5), (X3, x3). (x3, x2)}
x1

X6

X4 X2 /

Grafo orientado de ordem 7

de tamanho 6




Exemplo: Uma representacio possivel para o grafo G = (X,U), em que
X ={x1, x20, X3, X4, X5, X6, X7} €
U={(x1, x2), (x1, xa), (x5, x6), (x6. x5), (x3, x3), (x3, x2)}
L vértice/extremidade inicial de u

X7

X
b ] 3

5 :

vértice /extremidade final de u

Um arco da forma (x;, x;) diz-se um laco.

u € um arco de x; para X;
A
® u=(xzyz;) EU < } - .
Xj € Xj sao os vértices terminais

ou as extremidades de u
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® Num grafo orientado G = (X, U) dois vértices distintos x; e x; dizem-se
vértices adjacentes se existir, pelo menos, um arco neles incidentes, isto €,
X;j € Xj, com [ # j, sdo vértices adjacentes se (xj, xj) €U ou (xj, xj) € U.
Considera-se que um vértice x; € adjacente a si proprio se, e s se,

(xi, x;) €EU.

I
L
predecessor de X; — /
T \ sucessor de X;

® Dois arcos distintos dizem-se arcos adjacentes se tém, pelo menos, uma
extremidade comum. Considera-se que um arco v é adjacente a si proprio

se, € sO se, U € um laco.

J'_(C_

"J,'

Jacentes
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® O conjunto dos sucessores e o conjunto dos predecessores de x serao

designados, respectivamente, por:
Conjunto dos

r+(/‘f) ={yeX: (x, y)elU} _—"" sucessores de X

M (x)={yeX: (y. x)elU}.
\ Conjunto dos

predecessores de X

® Designaremos por [(x) o conjunto dos vértices adjacentes a x.
Num grafo orientado tem-se

Conjunto dos vértices
adjacentes a X
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Exemplo: ¢ — (X ¢/) X ={x1, x2, x3, xa, x5, X6, X7} €

U=1{(x1, x2), (x1, xa), (x5, x6), (X6, x5), (x3, x3), (x3, x2)}

x1

x4 <2 /

[H(x3) = {x2,x3 } [T (x3) = {x3 ! /
(%) [T (x2) ={x1,x3 }

)
— Vértice isolado
U




De entre os grafos orientados, existe uma classe muito importante, os
grafos orientados sem lacos que se designam por digrafos.

Grafo orientado

x1
X7
. [
>4
Grafo orientado
que é
digrafo
X1
XT
- o
5%

X3
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Definicao 2.1.2:

Dizemos que G = (X, U) é um grafo nao orientado ou, ainda, que
G = (X, U) é um grafo simples se:

(1) X € um conjunto finito, ndo vazio e Atenciio:

(i1) U € um subconjunto de nao ha lacos

e

X X={{x, yv}: x, yeX, x#y}.

Exemplo: G = (X, U) X ={x1, x2. X3, X4, X5, X6, X7} €
U = {{xlr XZ}? {xla Xﬁl}a {X5_, Xﬁ}? {X3a X2}}
X1

/ AN ¢
e’

Grafo nao orientado
5 !




(1) grafo orientado G = (X,U)

X1
tem sempre
associado
Y X6
X4 X2
5 v
grafo simples G’ = (X, U)
e X1

G’ é o grafo subjacente a G




G = (X, U) um grafo simples

Por orientacao
dos arcos

xae

\ 4

G' = (X, U'") grafo orientado

X1

X6
| X2

3 5

(2)
X1
o x7
L y
)on .
/ /”
rd Y
2 %
X1 o
X4 X9 <6
3 X5

grafo resultante da orientacao de G
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Na quase totalidade dos problemas que estudaremos, as definicoes
anteriores de grafo orientado e de grafo simples sao as que interessam
considerar. Contudo para estudarmos problemas do mesmo tipo do das
pontes de Konigsberg, teremos que considerar uma outra definicao de
grafo, que permita a um arco ocorrer repetido.

multigrafo

C

Pontes de Konigsberg (1736 Euler)
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Definicao 2.1.3:
Um multiconjunto é um par ordenado (A, m) onde A é um conjunto e

m: A — N é uma funcao.
Para cada a € A, chamamos multiplicidade ce a (ou n° de ocorréncias de

a) ao numero natural m(a).

Exemplo: Consideremos o multiconjunto M = (A, m), com

A=1a, b,c}, m:-A—-N com m(a)=23
m(b) =1

M ={a,a,a,b,c,c}. mlc)= 2

Entao




Definicao 2.1.4:
Chamamos multigrafo (respectivamente, multigrafo orientado) a um par

G =(X,&) em que:

(1) X € um conjunto finito, ndo vazio e

(i) € = (U, m) é um multiconjunto com U C X % X (respectivamente,

UcXxX)
Exemplo: A figura .
2-grafo ndo orientado
a d
b
é uma representagao do multigrafo ndo orientado G = (X, &) onde,
X={a, b, c, d}, U=4{a, e}, {0,d};{a,b}, {ed},1b, d}}
E : (an?’] 'T??.-({{I-, {f'}) — -}'}?_,({(lﬁd}) — 1
multiconjuntos dos arcos -m{{cr.: /}}) _ 9 '?'?'?.-I:{C_, d}) = q
m({b,d}) =1




Definicao 2.1.4:
Chamamos multigrafo (respectivamente, multigrafo orientado) a um par

G =(X,&) em que:

(1) X € um conjunto finito, ndo vazio e

(i) € = (U, m) é um multiconjunto com U C X % X (respectivamente,

UcXxX)

Exemplo: A figura

3 -grafo ndo orientado

b
é uma representagao do multigrafo ndo orientado G = (X, &) onde,

U=4{a, e}, {0,d};{a,b}, {ed},1b, d}}

X={a, b, c,d},
|t'g - t(uo} m) m({a,c}) =3 m({a,d}) = 1
multiconjuntos dos arcos ;.'”f;{a b}) _ 2 }‘}}I\{(, d}) - 1
m({b,d}) =1




® Se a multiplicidade maxima dos elementos (arcos) do multiconjunto € € p

dizemos que G é um p-grafo (o grafo do problema das pontes de
Konigsberg € um 2-grafo ndo orientado).

® Aos elementos do multiconjunto £ que sao “iguais” (considerando a
representacdo “por extensdo’ de £) chamamos arcos paralelos.
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Grau de um vértice

Seja G = (X, U) um multigrafo (respectivamente, multigrafo orientado).

X

O erau de um vértice x define-se como o nimero de arcos incidentes em x
2 vezes

(respectivamente, o niimero de arcos incidentes em x maisvo niimero de

lacos incidentes em x). —
dg(x) = grau de um vértice x = d(x)

Exemplo: No multigrafo

d(a) =5
a d tem-se: db) =3
d(c) = 3

Y d(d) = 3
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Exemplo: No multigrafo orientado

X1 d(xq) =1
.\ d(xo) =4
X4 tem-se: d(x3) = 4
° d(xg) = 3
d(xg) =4
X3 -
® Se G é um multigrafo orientado denomina-se d(x)

. Fi - & / Fat
grau exterior do vértice x = nuUmero de arcos de G que tem x

como extremidade inicial

grau interior do vértice x = numero de arcos de G que tém x

como extremidade final
\




Exemplo: Para o multigrafo orientado em baixo tem-se:

21 d+(:x:1) =1 d (x1) =
.\ dl(XQ):l d (x)=
\ ’ X4 d¥(x3) =3 d (x3) =
dt(x) =1 d (i) =2
d™(x) =2 d™(xs5) =
X3 .
Nota:

(i) Num multigrafo orientado tem-se obviamente que

d(x) =d"(x)+d (x), paratodoox e X.
(i) Num grafo orientado tem-se

dT (%)= | (x)| e d(x)= | (x)|, para todo o x € X.




Teorema do | ¢

/

Teorema 2.1.5: 4

(1) Num multigrafo G = (X, U) com m arcos tem-se ) | x d(x) = 2m.

(i) Se G = (X, U) é um multigrafo orientado com m arcos entdo

Dowex dT(x) =2 ex d(x) =m.

“Dem."” : A demonstracac da afirmagdo (ii) € imediata, se atendermos a que
cada arco, independentemente de ser ou n3o um laco, tem uma, e uma sd,
extremidade inicial (respectivamente, final) contribuindo, assim, com uma parcela
igual a 1 para o somatério ., d¥(x) (respectivamente, > ., d~(x)).

A demonstracao de (i) para multigrafos orientados, pode fazer-se utilizando (ii),
pois

Z d{x)} = Z(cﬁ(x) +d™(x)) = Z d*(x) + Z d™(x) =2m,
XEX xeX xeX xeX

ou observando que para qualquer multigrafo, orientado ou nao, cada arco tem
duas extremidades (que podem ser iguais, no caso dos lagos) e, portanto, por

cada arco existe uma parcela igual a 2 no somatdrio > _, d(x).




Consequéncias imediatas do teorema do aperto de mao:

(1) A soma dos graus de todos os vértices de um multigrafo € sempre par;

(2) O numero de vértices de grau impar é sempre par.
«
Proposicao 2.1.6:

Num multigrafo, orientade ou ndo, G = (X, U) é sempre par o nimero de
vértices de G que tém grau impar.

Dem: Sejam m o nimero de arcos de G,
Xi={xeX: dx)éimpar} ¢ Xo={xeX: d(x)épar}.

Tem-se

z d(x) = Z d(x) + Z d(x) =2m.
xeX

xEX1 XEX2
Como 2me )" _, d(x) sdo ntimeros pares, concluimos que } _, d(x) € par.
Dado que a paridade da soma de k = |Xj| nimeros impares é a paridade de k,

concluimos que k = |X1| é um nimero par. Como |X1| é o nlimero de vértices de

G com grau impar, tem-se o resultado pretendido. ]
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Definicao 2.1.7:
Define-se sequéncia de graus de um multigrafo ou multigrafo orientado G,

com n vértices, como sendo a sequéncia

(d]_'.- d2'.«"".- dﬂ)‘.«
nao-crescente (isto é, com decrescente em sentido lato
( S
d>dr>...> dp)

cujos elementos sao os graus dos vértices de G.

Exemplo: Para o multigrafo orientado em baixo tem-se:

X1
\ da) =1 (4,4, 4,3, 1)
N d(x2) =4 é a sequéncia de graus
X5 y de G
d(x3) =4
d(xs) =3
X?’S «< d(x5) =4
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Observacao: No caso dos multigrafos orientados define-se de forma
analoga os conceitos de sequéncia de graus exteriores e sequéncia de graus
Interiores.

Exemplo: Para o multigrafo orientado anterior tem-se:

” d(x1)=1 | d (x1)=0
d"(x)=1 | d (x)=23

. d7(x3)=3| d (x3) =1

. ] d(xa)=1 | d (x4) =2

d " (xs)=2 | d (x5) =2

S

(3,2, 1,1, 1) ¢éa sequéncia de graus exteriores de G

(3, 2, 2, 1, 0) € asequéncia de graus interiores de G




Definicao 2.1.8:
Uma sequéncia nao crescente de inteiros nao negativos (dy, d>, ..., d,)

diz-se uma sequéncia grafica se existir um grafo simples cuja sequéncia
de graus seja (di,do, ..., dy).

Exemplo: (3, 2,2, 1) € uma sequéncia grafica pois existe um grafo simples
cujos vertices tém os graus da sequéncia.

Proposicao 2.1.9:

Se (di,d>,...,d,) é uma sequéncia grafica entdo di,do, ..., d, sdo
inteiros tais que:

(i) 0<di<n-—1, paratodooic€{l,...,n}

(ii) >>7_4 d; € um ndmero par.
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Observacao: A Proposicao diz que dada uma sequéncia nio crescente

de numeros inteiros (dy, d>, ..., d,) , se existe um grafo simples com a
sequéncia de vértices (dy, d>,...,d,) entdo a sequéncia satisfaz (i) e (ii).

No entanto, satisfazer
(i) e (ii)

nao implica que exista um grafo com tal sequéncia de vértices.

Exemplo

A sequéncia (2, 2, 0) satisfaz as condigdes (i) e (ii)
mas nao existe um grafo simples com 3 vértices
e com esta sequéncia de graus.

Um exemplo para n=4 ? Um exemplo para n=5 ?

(3,1,0.0) (4,0.0,0,0)

® A proposicdo é importante porque nos permite excluir casos.
Nao € sequéncia grafica

(3v 2, 2, 1,1, O) — pois ndo satisfaz (ii)




Proposicao 2.1.10:

Num grafo simples, com n > 2 vértices, existem pelo menos dois vértices
com o mesmo grau.

Dem. Se nao existissem dois vértices com o mesmo grau, a sequéncia de graus

do grafo seria
(A — L =2 1 @)

que n3o é uma sequéncia grafica. ]

Exemplo: (3, 2,1,0) nao é uma sequéncia grafica.
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Teorema 2.1.11: &
A sequéncia de inteiros ndo negativos 3

S di.db., ... d,
comdi >dy>...>d, n>2ed >1¢éuma sequéncia grafica se, e so
se, a sequéncia
/.
S dp—1,...,dg 41— 1,dg,42,...,d,

(depois de ordenada por ordem nao crescente) é uma sequéncia grafica.

Dem.(parcial) Suponhamos que S’ é uma sequéncia grafica e seja G’ um grafo
simples cuja sequéncia de graus é S’. Sejam xo....,x, 0s vértices de G’ e
considere-se que

di—1 se2<i<d +1
dGI(XI) — -

f 1 SI=n.

d sedi+2<i<n
Seja G o grafo que se obtem de G’ acrescentando um novo vértice x; e os d;
arcos {xy, x;}, para 2 < <d;+ 1. Entao, G é um grafo simples cuja sequéncia
de graus é S e, portanto, S é uma sequéncia grafica. [
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Exemplo: Determinemos se a sequéncia (6, 5, 5, 4, 3, 3, 2, 2, 2) ¢
uma sequeéncia grafica.

v
S : 5,5.4,3,3, 2.9 D —

s 4, 4,3,2 2, 1,2 2
Sy 4_._ 3, 2. ; 2.2 1 —
Sy 3,2,1,}2,2,1
Sz da}z. 2.2,1, 1, 1 —
S, 1,1, 1,1, 1, 1 —

em que de 5; para 57, i € {1, 2, 3}, se a

cou o teorema e de S; para
Siv1, 1 €11, 2}, se ordenou a sequéncia

or ordem nao crescente.

2




Embora possamos continuar a aplicar o teorema, concluimos facilmente,
que S; é uma sequéncia grafica, pois um grafo simples da forma

G?i @ @ ® @ ® o

tem S5 como sequéncia de graus.

Conclusao: De acordo com o teorema 2.1.11, como

(1,1,1,1,1,1) é sequéncia grafica G?’:
(3,.2,2,2,1 ,1%) é sequéncia grafica Gz =7
(4,4,3,2,2,2,2:1‘11’) é sequéncia grafica Gy =7
(6,5,5,4,3,3,2,2,2) é sequéncia grafica G =7

Partindo de G; obtenha grafos simples G3 , Go e (; para as sequéncias indicadas




(1,1,1,1,1,1) é sequéncia grafica G;

\

(3,2,2,2,1,1,1) é sequéncia grafica G3 =7

\

(4,4,3,2,2,2,21) é sequéncia grafica ©2

\

(6,5,5,4,3,3,2,2,2) ésequéncia grafica Gy =7

2
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(1,1,1,1,1,1) é sequéncia grafica G?’;

\

(3,2,2,2,1,1,1) é sequéncia grafica G3 =7

\

(4,4,3,2,2,2,21) é sequéncia grafica ©2

\

(6,5,5,4,3,3,2,2,2) ésequéncia grafica Gy =7

G3

De acordo com o Teorema 2.1.11, para obter
um grafo simples G; com a sequéncia de
vértices (3,2,2,2,1,1,1) basta acrescentar

um vértice a G5 e torna-lo adjacente a 3
vértices de grau 1
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(1,1,1,1,1,1) é sequéncia grafica G?’;

J,L Agora, para obter um grafo simples G, com a
(3,2,2,2,1,1,1) é sequéncia grafica Gy =7 sequéncia de vértices (4,4,3,2,2,2,2,1) basta
acrescentar um vértice a G5 e torna-lo
J~L _ 5 adjacente a 1 vertice de grau 3, a 1 vértice de
(4,4,3,22,22,1) ésequéncia grafica @2 =7 | grau 2 e a 2 vértices de grau 1.

\

(6,5,5,4,3,3,2,2,2) ésequéncia grafica Gy =7

Go
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(1,1,1,1,1,1) é sequéncia grafica G?’;

U Para obter um grafo simples G, a partir de G,,
(3,2,2,2,1,1,1) ésequéncia grafica Gy =7 | que tenha a sequéncia de vertices
(6,5,5,4,3,3,2,2,2), basta acrescentar 1 vértice

J‘L de grau 6 a G, e torna-lo adjacente a 2
(4,4,3,2,2,2,2,1) € sequéncia grafica G2 vértices de grau 4, 1 degrau 3,2degrau2 e 1
‘U’ de grau 1.

(6,5,5,4,3,3,2,2,2) ésequéncia grafica Gy =7

Gy
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Multigratos Isomorfos

Duas representacoes de multigrafos podem parecer diferentes, mas
representarem o mesmo multigrafo. E o caso dos multigrafos G; e Gy,

G1




No entanto pode acontecer que duas representacoes de multigrafos
parecam semelhantes mas representarem multigrafos distintos. E o caso
dos multigrafos G1 e G3 (enquanto que em Gj os vértices x1 € x3 sdo

adjacentes, em G3 ndo o s3o),

G 1 (;3

:x:@ @’3 XC‘) @3
%), @/\:\@1

Gl %Gg

Multigrafos Isomorfos
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OB

Multigrafos Isomorfos

Definicao 2.1.12:

Sejam Hy = (X1, Uy) e Hy = (X2, Uz) multigrafos ndo orientados
(respectivamente, multigrafos orientados). Diz-se que Hy € isomorfo a H»
se existe uma aplicacao bijectiva

@l Xl — X2 (Isomorfismo)

tal que, para quaisquer x; e x; € X1, o nimero de arcos incidentes, em Hj,
nestes dois vértices (respectivamente, com extremidade inicial em x; e
extremidade final em x; ) seja igual ao nimero de arcos incidentes, no
multigrafo Ha, em ©(x;) e () (respectivamente, com extremidade inicial
em ¢(x;) e extremidade final em ©(x;)).




Exemplos: 2 X3

o C o o e Ho = (X2, U>)

X3 X1 X4 X2

Hi = (X1, Uy) X 3

H, e H, sdo multigrafos isomorfos

o X1 — X2
X1 —— X2

X2 5 bijeccao que preserva a

X35 x3  odecLaoquep
existéncia de arcos.

X4 > X4

© Os grafos simples

sao isomorfos.
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Conclusao: De acordo com a definicdo, se dois multigrafos sao isomorfos, entao

0 mesmo numero de vértices;
(2) tém o mesmo numero de arcos;

(3)Se ¢ : X7 — X, € a bijeccdo que os torna isomorfos entéo

i (x) = diy ().

Tém a mesma sequéncia de graus

Questao: E a reciproca é verdadeira ?
Hy ﬁ / &
: ;
\
s (35 @ ® ® /
(3, 3,2, 2, 1. 1) /

A Sequéncia de graus de G, e G,
€ a mesma mas os grafos nao sao isomorfos
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MG
MG=conjunto de todos os Multigrafos

G=conjunto de todos os Grafos Simples

Considere em MG a relagao binaria definida por:

M,~ M, seesd6se M,eM,saoisomorfos, M,;M,em MG

Relagéo de isomorfismo

Teorema 2.1.13:
A relacao de isomorfismo de multigrafos e de multigrafos orientados é uma
relacao de equivaléncia.




Alguns tipos de grafos
Seja G = (X, U) um grafo simples.

© Graforegularde graur ou r-regular(r € Ny ):

Se dg(x)=r paratodoox e X N
n
Grafo nulo
Caso particular: Grafos regulares de grau 0 (grafos nulos) com n vértices
%
& &
® & ®
& &
® &
N1 N> ;
N Na

Caso particular: Grafos regulares com n vértices e grau n-1 (grafos completos)

Kn

Grafo completo
com n vértices




- A X

Ki K K
2 3 K,q K5
Qual o numero de arcos de K, ?

m :( n ) _ n(n—1) (Usar o teorema do

2 aperto de méo)

Qual o numero de arcos de um grafo r-regular com n vértices?

~

n vértices cada um com grau r
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@ Grafo bipartidos

Diz-se que um grafo simples G = (X, U) é bipartido, com classes de
vértices X1 e Xy, se { X1, Xo} € uma particao de X e cada arco de G tem
uma extremidade num elemento de X7 e a outra extremidade num
elemento de X>.

X

X= X UX5
— X5 |

A notacao utilizada é G = (X1 UXo, U).

Caso particular: Grafos bipartidos completos

K2’3 ou K3,2

. , n elementos de X
A notacao utilizada é Kﬂl n, < 1
:

N> elementos de X5




Qual o nimero de arcos de Kﬂlm2 ? m = Nix n,

Dentro dos grafos bipartidos completos destacam-se os da forma Kl Pl |
(grafos estrelas)

o —@
Ki1
Ki 2 Ky 4 Ky
© Grafo p-partido
Um grafo simples G = (X, U) diz-se p-partido, com classes de vértices
Xi,...Xp, se {X1...., Xp} é uma particao de X e nenhum elemento de U

tem ambas as extremidades em elementos da mesma classe.




3-partido

Um grafo p-partido, com p > 2, em que existe um arco unindo todo o par
de vértices pertencentes a classes de vértices distintas diz-se um grafo
p-partido completo.

K12 3

3-partido completo
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Nota: Chama-se torneio a todo o digrafo resultante da orientacdo de um grafo
completo.

Ks Torneio

A menos de isomorfismo, ha apenas dois torneios com 3 vértices
(resultantes da orientacdo do K3).




Subgrafos dc grafos oricntados (ndao oriecntados)

G = (X, U)

o
G'=(X", U
/ € um subgrafo de G
®

\ _ . G' = (X!, U)

é um subgrafo de G

G' = (X', U)

é um subgrafo de G




Diz-se que G’ — (X', U’) é um subgrafo do grafo orientado
(respectivamente, ndo orientado) G = (X, U) se X C X' e
U C (X" x X')YNU (respectivamente, 4" C (X' @ X')NU).

De entre os subgrafos destacamos:

(1) Um grafo G’ = (X, U") com U’ C U diz-se um grafo parcial de G.

Representa-se (G’ por G — U"
N

Arcos que se
retirama (f




(

(2) Um grafo G’ = (X', U")com X C X’ U = (X"aX)nu

(caso G seja simples)
diz-se um subgrafo de G gerado por X’ se | ou

U = (X' < X' )Y nU

\  (caso G seja orientado)

G:"

f)
. \) |
G=(X.U) G

! oy
Representa-se G" por G — X" .« _ ArGos UG 56

retiram a X




Grafos complementares

” G+U"
o \
G = (Xj Z/() Arcos que se

adicionam a [/

Se G = (X, U) é um grafo orientado (respectivamente, n3o orientado) e
U C (X x X)\ U (respectivamente, U" C (X = X) \ U) representamos
por G + " o grafo (X, UUU").




Grafo complementar de G

G=(X, U

®

Gl X, L)

Seja G = (X, U) um grafo simples. Chama-se grafo complementar de G e
representa-se por G, o grafo simples G = (X, /) em que

U — (X X)\U.

Digrafo complementar de G

EE—

e

N _

/N \\\ G — ( X, ,{)
“'“*I..__h____ ,

Seja G = (X, U) um digrafo. Chama-se digrafo complementar de G e
representa-se por G, o digrafo G = (X. {{) em que
U=(XxX)\(UU{(x,x)]|xeX}).




2.2 Conexidade

Definicao 2.2.1:

Num multigrafo n3o orientado (respectivamente, multigrafo orientado)

G = (X, U) chama-se cadeia a uma sequéncia alternada de vértices e
arcos de G, iniciada e terminada num vértice, tal que cada arco tem uma
extremidade no vértice que imediatamente o precede na sequéncia e a
outra extremidade no vértice que imediatamente o sucede na sequéncia.

Exemplo: G — (X, U)
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2.2 Conexidade

Definicao 2.2.1:

Num multigrafo n3o orientado (respectivamente, multigrafo orientado)

G = (X, U) chama-se cadeia a uma sequéncia alternada de vértices e
arcos de G, iniciada e terminada num vértice, tal que cada arco tem uma
extremidade no vértice que imediatamente o precede na sequéncia e a
outra extremidade no vértice que imediatamente o sucede na sequéncia.

Exemplo: G — (X, U)

vértice inicial da cadeia X X5 vértice final da cadeia

3

N s

[ : Xo, U1, X1, U2, X3, U3, X3

cadeia xg — X;
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Trata-se, pois, de uma sequéncia da forma

L: XO? Ul': Xl': U2_~~~-. U."? X."

comujcU,ie{l,...r},x;eX,je40, 1,.... r} e em que
ui = {xi—1, X;} (respectivamente, u; = (xji_1, x;) ou u; = (X, Xi—1)),

O vértice xp diz-se o vértice inicial da cadeia L e o vértice x, o seu vértice
final. Diz-se que xp e x, sao as extremidades da cadeia L.

Exemplo: G — (X, U)
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Trata-se, pois, de uma sequéncia da forma

L: X0, UL, X1, Uy. ... Upy X,

comujcU,ie{l,...r},x;eX,je40, 1,.... r} e em que

ui = {xi—1, X;} (respectivamente, u; = (xji_1, x;) ou u; = (X, Xi—1)),
ied{l,..., r}.

O vértice xp diz-se o vértice inicial da cadeia L e o vértice x, o seu vértice

final. Diz-se que xp e x, sao as extremidades da cadeia L.

X0
Exemplo: G — (X, U)

X4

(.

X,; xz

Ly o, (xo,71), 21, (21, 22), 9 cadeia entre x, e X,

Lo o, (11, 22), 21, (0. 71), 0  cadeia entre x, e X,




Definicao 2.2.2:

Uma cadeia cujas extremidades sao iguais diz-se uma cadeia fechada, caso
contrario, diz-se uma cadeia aberta. O nimero de arcos de uma cadeia
diz-se o seu comprimento.

Exemplo: G — (X, U)

Lz zp, {_:I?.-;.‘ xr } L5 { 5 [ | } Lo, {;1.‘2. ’1,3,} x5 Cadeia aberta de comprimento 3

C': xg,{xo, w1}, 2, {2, 20}, 29, {20, 23}, 3, {3, 20 }, 20

Cadeia fechada de comprimento 4

N': 2y Cadeia fechada de comprimento 0
(cadeia trivial)




Observacao:

Se x € X, entao x € uma de comprimento zero ou cadeias triviais.

As cadeias de comprimento nio nulo designam-se nao triviais.

Definicao 2.2.3:
Uma cadeia diz-se simples se todos os arcos da cadeia sao distintos e
diz-se elementar se todos os vértices da cadeia sao distintos, a excepcao
das extremidades que podem coincidir no caso da cadeia ser fechada.

Exemplo: ¢ _ (X, U)

X0 cadeia simples mas

cadeia simples e nao elementar

elementar

X0

L'l LA, {IIFIQ}?IQ.% {IQ_*.IE}F.IEF {I3I4} Ly

Lg N b {.]"1. ,?'g}. £, {.TQ. .?'3}. £, {.3'3. ,_i"_l_}. Ly, {.?‘4. Iy } I, { 5y L7 } £
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Definicao 2.2.4:

Uma cadeia simples, fechada e nao trivial diz-se um ciclo
X0

— X2, (x2, x2), x2 é um ciclo de comprimento 1

X1 X3

—  x1, (x1, x2), x2, (x1, x2), x1 € uma cadeia n3o trivial, fechada que é
elementar mas nao é simples
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Observacao: Num grafo simples (ou resultante da orientaciao de um grafo
simples), uma cadeia fica completamente determinada se indicarmos a
subsequeéencia dos seus vértices.

L: zo,{xy, 21}, 21, {T1, T2}, T0, { T2, T}, T

A cadeia anterior pode ser representada por
L : xy, 21,29, 23,20

Num multigrafo e mesmo num grafo orientado tal n3o sucede.
Por exemplo no grafo orientado

X2
G
X1, X2. X1
Pode ter mais do que um significado,
X1 logo precisamos indicar os arcos
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Grafo cadeia (P,
Dois tipos de Grafos simples )
Grafo ciclo (C,)

Um grafo simples com n vértices, formado por uma tnica cadeia elementar
aberta, que contenha todos os seus vértices, diz-se um grafo cadeia e
denota-se por P,.

@ *—o * —o—9 *—=o—0—90

Um grafo simples com n vértices, regular de grau 2, formado por um tnico
ciclo (elementar) diz-se um grafo ciclo e denota-se por C,.

- ATy

C3

@] Cs
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Definicao 2.2.5:

Um multigrafo G = (X, U) (orientado ou ndo) diz-se conexo se, para

quaisquer vértices x; e x; existe, em G, uma cadeia x; — x;. Caso contrario

diz-se desconexo.

Exemplo: G — (X, U)

e

Y "
Conexo Conexo Conexo
. -
—

Desconexo




Componentes conexas de G

Seja G = (X, U) um multigrafo e R a relacio binaria, definida em X, por

Xi R X se, e sO se, existe em G uma cadeia x; — X;.

Relagao de conexidade

Proposicao 2.2.6:

R é uma relacao de equivaléncia.

A relacao de equivaléncia R origina uma particao de X em classes

X1,..., Xp cujo numero p se designa por niimero de conexidade de G.
Xi
X — Xz P = numero de conexidade

Xi = classe de equivaléncia para R
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Os subgrafos de G, gerados respectivamente por Xi,..., X, dizem-se as
componentes conexas de G e representam-se por Ry,..., Rp.

Exemplo: Consideremos o grafo orientado G = (X, U)

w1p = {71, 22} = 79| \
zs|r = {ffﬂ_r T4, T5} = T4lr = [T5]R
v6|r = {6}

>

Classes de equivaléncia
para a relacao R

A relacao de equivaléncia R origina uma particao de X em 3 classes

X1 =1{x1, x2}, Xo=1{x3, xa, x5} e X3 = {xg}.

Numero de
conexidade = 3




Cada classe de equivaléncia tem associado um subgrafo de G que s&o as
componentes conexas de G:

X3

Rj X2 R> R

X1 X4 X5

Observacao

@ As componentes conexas de um grafo sao grafos conexos.
@ Um grafo é conexo se e so se o seu numero de conexidade é 1.
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Alguns resultados sobre cadeias:

Proposicao 2.2.7:
Num grafo simples G = (X, U) existe uma cadeia xo — x, se, e s6 se,
existe uma cadeia xy — x, elementar.

Observacao: l l
' TivTo, TGy TAs T TE T

Cadeia nao elementar 77y — 7,

J

L1, L2, L3, Ly

Cadeia elementar L1 — L4
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Alguns resultados sobre cadeias:

Proposicao 2.2.7:
Num grafo simples G = (X, U) existe uma cadeia xo — x, se, e s6 se,
existe uma cadeia xy — x, elementar.

Demonstracao = Se 1y = @, a cadeia trivial zg € elementar. Suponhamos que z¢ # =
Gove T posse solase o o gy s sedipeey slapciane G T B g o seies desaetn B e don
uchl 1y lilid Cadtia Jo() JLop T LLL vertice airnitirario ae e I OCOoITe Hials o ill_l Uliid VEZd

1
na cadeia I, entao elimine-se a subsequencia de I, compreendida entre a primeira e a 1iltima,
ocorrencia de x, bem como uma dessas ocorrencias. Obtém-se, ainda, uma cadeia xy — ap,
mas em que r ja nao aparece repetido.
Repita-se este procedimento para todo o vértice que ocorra repetido em L. Obtém-se
entao uma cadeia sem vértices repetidos e, portanto, uma cadeia xy — z, elementar.

+—— lmediato. O
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Proposicao 2.2.8:

Sejam G = (X, U) um grafo simples e xq e x, dois vértices distintos de G.
Se em G existem duas cadeias xg — x, elementares distintas, entao em G
existe um ciclo.

Observacao:

L1, Lo, T3. Ty
| Cadeias '] — &4
Ii.,.Xg, L5, LYy

4

X1, T2, I3, Iy, Ty, Tg, L1 Ciclo
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Proposicao 2.2.8:
Sejam G = (X, U) um grafo simples e xq e x, dois vértices distintos de G.
Se em G existem duas cadeias xg — x, elementares distintas, entao em G

existe um ciclo.

T . . . . . : - A .
i . Tos T1y T3 s vy Ty e 19 . Tas Wy Yoy vewe Ty

duas cadeias rg — z, elementares distintas, existentes em (. Seja i o indice minimo para o

qual x;4| # y;+1 e j o indice minimo tal que j > i e y; € vértice de L, isto é, y; = vy € L.

T
W iiiiiis —U TR e &9
Irp Y; T,
Yit1
Entao,

Liy Liglyeeey Thy Yj—1s.vvy Yitl, Yi

é um ciclo de G.
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Proposicao 2.2.9:
Seja G = (X, U) um grafo simples sem ciclos. Se u € (X © X) \ U entdo
G + u tem, no maximo, um ciclo.

Observacao:
L
Acrescentando o arco {x,,X¢} continuamos sem ciclos,
L6 T mas acrescentado {X,,X;} passamos a ter um ciclo
(no maximo um).
L5 Ly T3

Demonstracao Suponhamos que em G + u existiam pelo menos dois ciclos e sejam C4 e
(5 dois desses ciclos. Se o arco u nao pertencesse aos dois ciclos, entao concluiriamos que
(G + u) — u = G tinha um ciclo, o que é impossivel.

Portanto, u = {x, y} é arco de C e de Cy. Entao existiam duas cadeias #—y elementares
distintas, nao incluindo o arco u. Consequentemente, estas cadeias existiam também em G.
Mas isto implicaria que G tinha um ciclo, o que é impossivel.

Portanto, em G + u existe, no maximo, um ciclo.




Teorema 2.2.10:

Um grafo simples, com n > 2 vértices, é bipartido(se, e s6 se) ndo tem

ciclos de comprimento impar.

Observacao:

(1 ) — Xl
X= X1 UX5
— X2
Grafo bipartido sem ciclos

(2)
—® Como nao tem ciclos de comprimento
impar, pelo teorema sabe-se que o grafo
¢ bipartido.

Grafo bipartido com ciclos
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Definicao 2.2.11:

Seja G = (X, U) um grafo simples. Diz-se que u € U € uma ponte de G

se o niimero de conexidade de G — u é superior ao ntimero de conexidade

de G.
Exemplo:
; T L4
I3 T
Lo
Ponte
f
(:r X1 Ly
r3 @ T

(D

numero de conexidade G

(2

numero de conexidade
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Observacao: Se G = (X, U) é um grafo simples com niimero de
conexidade p e u € U é uma ponte, entao G — v tem numero de

conexidade B i Boa caracterizacio

— das pontes

Proposicao 2.2.11:
Seja G = (X, U) um grafo simples. Entao u € 4 € uma ponte se, e so se,
1 nao faz parte de nenhum ciclo.

Demonstracao Dado que todo o arco de G tem extremidades, em vértices da mesma

componente conexa, podemos supor que G € conexo.

P S (I

jue existe

e o gt

; Qoo Tcre rrm s Frne asl o 2oate T Y L
—— ouponnaimos que U = {I, y; hao e ponte. Litao, & —u

- 1.
AU, PElo

T~
)
o
i

uma cadeia elementar r — y. em G — u. Entao.

£r£—=1, {T* y}" €I

é um ciclo em G ao qual u pertence.
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= Suponhamos que u = {z, y} faz parte de um ciclo,

oYy Yiooooy Yy T

Sejam z;, x; vértices de G, i # j. Como G ¢ conexo, existe uma cadeia elementar z; — x;.
Se u nao ¢ arco desta cadeia, entao a cadeia x; — xj, € cadeia em G — u. Se u € arco da
cadeia, entao x; — x; € cadela

pelo que,

Tjyoooy Ty Yooty Y1, Yyovvy T4

também ¢ cadeia r; — x;, s6 que nao inclui o arco u. Portanto, cadeia em G — u. Logo,

1

(G —u € conexo. ou seja, u nao € ponte. =
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Proposicao 2.2.12

desconexos.

Observacao

1

G

X

(ECT/THL)

Delat

Lleprar lannemi e



Proposicao 2.2.12:

Fl'lﬂr'l rEaTA ..-t.mnn'lhr- f?
Winl 5!\‘.‘-”"..-" J.F.F.F.F’(JI I

desconexos.

Demonstracao Suponhamos que G ¢ desconexo e vejamos que G é conexo.

Sejam z;, x; dois vertices de G.

Se x; = x;, tem-se a cadeia trivial. Suponhamos que x; # x;. Se {x;, x;}nao é arco de
G, entao ¢ arco de G, pelo que z;, 2; é cadeia z; — 2; em G.

Se {24, zj} € arco de G, entao z; e r; pertencem a mesma componente conexa de G.
Como G é desconexo, existe um vértice rj, que nao pertence a componente conexa de x; e
rj,em G. Entao, {2y, v} e {og, 2} nao sao arcos de G, pelo que o sao de G. Assim,

Li, Tky Ly

é cadeia z; — z; em G. Logo, G é conexo.
Se G Josse desconexo, enlao por uin raciocinio analogo, G = G € conexo. Logo, G e G

nao podem ser ambos desconexos. O
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Nocao de caminho (multigrafos orientados):
Definicao 2.2.13:

Num multigrafo orientado G = (X, U) chama-se caminho a uma
sequéncia alternada de vértices e arcos de G, iniciada e terminada num
vértice, tal que cada arco tem uma extremidade inicial no vértice que
imediatamente o precede na sequéncia e extremidade final no vértice que
imediatamente lhe sucede na sequéncia.

Exemplo: Seja G = (X, U)

Caminho (cadeia)

C

Cadeia que nao ¢
um caminho




Trata-se de uma sequéncia da forma

L X0, Ul, X1, UDy..., Ur, Xy

emquex; € X, i =/0,....r,e un= (xj_1.x;) €U, i =1,\..

L é um caminho xo X, vértice inicial vértice final

As definicdes de caminho fechado/aberto, comprimento de um caminho,
caminho simples, caminho elementar, ..., obtém-se substituindo, nas
correspondentes definicoes para cadeias, “cadeia” por “caminho”.

Definicao 2.2.14:
Um caminho simples, fechado e nao trivial diz-se um circuito.

\

\
nao repete arcos
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Observacoes:

@ Se L é um caminho xp — x, num multigrafo orientado G ent3o L é
também uma cadeia xg — x,.

@ Num grafo orientado pode existir um caminho xg — x, e nao existir
nenhum caminho x, — xg.

& &

1!

©@ Num digrafo, um caminho fica completamente determinado se
indicarmos apenas a subsequéncia dos seus vértices.
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Definicao 2.2.15:
Um multigrafo orientado G = (X, U) diz-se fortemente conexo se, para
quaisquer dois vértices x; e X;, existem em G um caminho x; — xj e um
caminho x; — x;.

Componentes fortemente conexas de G

Seja G = (X, U) um multigrato orientado e S a relagdo binaria, definida
em X, por: para quaisquer x;, x; € X,

XiSXj se, esose, existem em G um caminho x; — X;
\ e um caminho x; — Xx;.

S é relacio de equivaléncia

X > 2 d = numero de conexidade forte

X.* _ . A
= classe de equivaléncia para S




Sejam X{,..., X, as suas classes de equivaléncia.
Ao nimero g chama-se niimero de conexidade forte de G.

Os subgrafos gerados por Xi, ..., X dizem-se as componentes
fortemente conexas de G e representam-se, respectivamente, por
815 v« 35

Exemplo: Seja G = (X, U)

z1]s = {1}
[J{"Q] g = {Ig‘ Ly, Iy, IG}
[-1”3]8 — {I 3} )

* Classes de equivaléncia da relacdo S

A relacao S origina uma particao de X em 3 classes de equivaléncia:
Numero de

X{={x1}; X5 ={x2, x4, x5, x5} € X3 = {x3}.
conexidade forte = 3
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Assim, as componentes fortemente conexas de G sao:

X1




Comparacgao entre as componentes conexas e as componentes fortemente conexas:

G = (X, U)

Para G = (X, (’,{) temos : 1 componente conexa;

3 componentes fortemente conexas;
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Proposicao 2.2.15:
Seja G = (X, U) um multigrato orientado. Ent3o:
(1) Um arco de G pode nao pertencer a nenhuma componente

fortemente conexa;

(i1) Um arco de G nao pode pertencer a mais do que uma componente
fortemente conexa;

(111) Um arco de G pertence a uma componente fortemente conexa se, e
so se, faz parte de um circuito.

Proposicao 2.2.16:

Seja G um digrafo. Se G é desconexo entdo o seu digrafo complementar
G ¢é fortemente conexo.



2.3 Arvores

Definicao 2.3.1:
Um grafo conexo sem ciclos diz-se uma Arvore.
Um grafo sem ciclos diz-se uma Floresta

°
N v J " »
Arvore i
Arvore

“_ U

——

3 Florest
Observagio: oresta

@ Uma Arvore é um grafo conexo onde todos os arcos sdo pontes.

© Uma Floresta é um grafo onde cada componente conexa é uma arvore.
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Questao: Quantos arcos tem uma arvore com n vértices ?

1|
N

n

n=2

n=3

n=k

® — 0 arcos

*—© —> 1 arcos
\_. —> 2 arcos

— k-1 arcos,

k natural

Conclusao: Uma arvore com n vértices tem n-1 arcos (Prova-se por indugéo completa)
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Teorema 2.3.2: Toda a arvore com n vértices tem n -1 arcos (n um natural).

Dem: Usemos o principio de indugao completa.

n=1 E claro que para n=1 a arvore tem de ter 0 arcos, pois coincide com o grafo
®

Hipotese: Suponha-se que toda a arvore com k vértices, emque 1 <k < n,
tem k -1 arcos (para algum n).

Tese: Mostre-se que uma arvore com n+1 vértices temnarcos (n = 2)
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Teorema 2.3.2: Toda a arvore com n vértices tem n -1 arcos (n um natural).

Dem: Usemos o principio de indugao completa.
n=1 E claro que para n=1 a arvore tem de ter 0 arcos, pois coincide com o grafo
®

Hipotese: Suponha-se que toda a arvore com k vértices, emque 1 <k < n,
tem k -1 arcos (para algum n).

Tese: Mostre-se que uma arvore com n+1 vértices temnarcos (n = 2)

Seja G’ = (X', U")uma arvore com n+1 vértices. Seja u' = U’ um arco.

Como G’ é arvore entdo ;/ € uma ponte pelo que G’ — i/ é desconexo
com duas componentes conexas K; e R, com K, ek, vértices respectival.

Tem-se,
Ky + k,=n+1.

Como R, e R, sao arvores, por hipotese de indugéo, R, tem k, -1 arcos e
R, tem k,-1. Assim, G’ — ;/ temKk, +k,-2 arcos, logo G’ tem n arcos.

Efectivamente,
(Ki+K,—2)+1=n (n°dearcosde G’). O
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Questao: Quantos arcos tem uma floresta com n vértices ?

Depende do numero de arvores que a constituem.

Proposicao 2.3.3:
Uma floresta com n vértices e p componentes conexas tem n — p arcos.
— _/
YT
p arvores

Dem: Seja G = (X'. U ) uma floresta constituida por p componentes conexas
com Ny, Ny,..., N, vertices, respectivamente. Tem-se obviamente,

ny+ ny+...+n,=n.
Como cada componente conexa € uma arvore, entao
R, tem n-1 arcos, i=1,2,..., p.

Assim, G tem
(ny-1)+ (ny-1)+... (n,-1) =n-p, arcos. [
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Teorema 2.3.4:
Seja G = (X, U) um grafo simples, com n > 2 vértices. Entdo sao
equivalentes as afirmacoes:

(1) G é um grafo conexo sem ciclos. «—(G é arvore)

(11) G nao tem ciclos e tem n — 1 arcos.

(ii1) G é conexo e tem n — 1 arcos.

(iv) G é conexo e se u € U4 entdo G — u € desconexo.

(v) VX, x; € X, tais que x; # X existe uma, e uma so, cadeia elementar
Xip—XG; em G.

(vi) G ndo tem ciclos e se u € (X @ X)\U entdo G + u tem um, e um

so, ciclo.

Observacao: Um grafo conexo com n vértices e n -1 arcos € uma arvore
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Dem:

(/) = (/i) Por indugdo em n.

Para n = 2 o resultado é verdadeiro.

Suponhamos o resultado verdadeiro para todo o grafo conexo sem ciclos com um
namero de vértices inferior ou igual a k, com k > 2.

Seja G’ = (X', U") um grafo conexo sem ciclos com k + 1 vértices. Como G’ nao
tem ciclos, todo o arco v/ € U’ é uma ponte.

Logo, G' — ', com ' € U’, tem duas componentes conexas Ky e R» com kj e k>
vértices, respectivamente. Como R; e R» sao grafos conexos sem ciclos, por
hipotese de inducao, o nimero de arcos de Ry é k1 — 1 e o nimero de arcos de R,
é ko — 1. Porque 1+ k = ki + ko e o nimero de arcos de G’ é

1+ ki —14+ k» — 1, temos

l+ki—14+k—-1=1+k—1=k.
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Dem(cont.):

(i) = (iii) Demonstremos que G é conexo. Suponhamos que G ndo € conexo e
sejam Ry,..., R, as componentes conexas de G, com p > 2. Sejam n; e mj;,
respectivamente, o nimero de vértices e o numero de arcosde R;, i =1,...., p.
Porque R; € conexo sem ciclos, temos

mi=n;—1 r=1,..., p.

entao, o numero de arcos de G seria

Zm;zzm—p:ﬂ—p,

Como p > 2, concluirifamos que o niumero de arcos de G
n—p<n-—2,

o que contradiz a hipdtese.
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(iii) = (iv) Dado que G tem n vértices e n — 1 arcos, entdo para qualquer v € U,
G — u tem n vértices e n — 2 arcos. Demonstremos que se G’ = G — u fosse
conexo ent3o o seu numero de arcos m’ verificaria m’ > n— 1, o que é uma
contradicao com m’ = n — 2. De facto se G’ fosse conexo sem ciclos entao por
(i) = (ii) teriamos m" = n — 1. Por outro lado se G’ fosse conexo com ciclos
ent3o retirando arcos pertencentes a ciclos obteriamos um grafo parcial de G
ainda conexo e sem ciclos em que m’ > n — 1.

(iv) = (v) Como G é conexo, entdo para quaisquer dois vértices de G existe uma
cadeia elementar, da qual sdo extremidades.

Se existissem dois vértices distintos de G que fossem extremidades de pelo menos
duas cadeias elementares distintas, entao, em G, existiria um ciclo. Sendo v um
arco deste ciclo, como v n3o era ponte, G — u era conexo, o que contradiz a

hipotese.

(v) = (vi) Se em G existisse um ciclo, entdo sendo x e y dois vértices distintos
deste ciclo, existiriam duas cadeias elementares distintas x — y, o que contradiz
(v). Logo, G ndo tem ciclos. Seja u = {x;, xj} & U, com x; # x;, vértices de X.
Por (v) existe em G uma cadeia elementar x; — x;, e dado que x; # x; também €
uma cadeia simples. Assim, x; — x;. u, x; € um ciclo em G + u.

Porque G nao tem ciclos, entao G + v tem no maximo um ciclo.
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(vi) = (i) Demonstremos que G é conexo. Suponhamos que G é desconexo e
sejam X;, Xj vértices de componentes conexas distintas. Tem-se {x;, x;} ¢ U.
Como G nao tem ciclos e ndo existem cadeias com extremidades em vértices de
compaonentes conexas distintas, podemos dizer que G + v nao tem ciclos, o que

contradiz (vi). Logo, G € conexo.
[]

Observacao.
Existem grafos simples com n vértices e n — 1 arcos que nao sao florestas
e, portanto, nao sao arvores.

Por exemplo, G = C,_1 UKy, com n > 4.

\
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Questao:

(1) Considere a sequéncia de numeros (3, 1,1, 1, 0). Existe uma arvore com esta
sequéncia de graus ?

Claro que nao..... Um garfo simples com esta sequéncia de graus nao € conexo.

(2) E paraasequéncia (3,2,2,2,1)?.

Nao pois .....

Proposicao 2.3.5:
Numa arvore, com n > 2 veértices, existem pelo menos dois vértices de
grau 1.
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Proposicao 2.3.5:
Numa arvore, com n > 2 vértices, existem pelo menos dois vértices de

grau 1.

Dem: Seja G uma arvore com n > 2 vértices. Seja (dy,..., d,) com
d1 > d,, a sequéncia de graus de G. Como G € conexo e n > 2 entao,

dp
Su

Iv |"~J

ponhamos que, no maximo, G tinha um vértice de grau 1, ent3o
n
Zd;’ >1+42(n—1).
=

Como G é uma arvore com n vértices, o niumero de arcos é
m=n—1.
Aplicando o Teorema do aperto de maos, temos a contradicao,
2(n—1) = 1+4+2(n—1).

Logo, G tem pelo menos dois vértices de grau 1.

CT/LTNL)
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Questao:

(3) Existe uma arvore com a sequéncia de graus (3, 1,1,1,1,1) ?.

Nao pois .....

Teorema 2.3.5: »
Sejam dy,.... d,, com n > 2, inteiros tais que =3

Ent3o, existe uma arvore cuja sequéncia de graus e

(d]_.. R d”)
se, e SO se
n
> di=2r-2
i=1 \
Dem: — Aplicar teorema do aperto de m&o. \

2(n-1)
<= Indugao em n.




Questao:
(4) Existe uma arvore com a sequéncia de graus (3, 2,2,1,1,1) ?.

De acordo com o teorema anterior sim pois n = 6 (n° vértices) e

3+2+2+1+1+1=10 = 2x6 — 2.

Por exemplo,




Conexidade e Arvores

G é conexo mas nao é arvore.

X6

Mas G tem uma arvore como subgrafo parcial.

Teorema 2.3.6:
Um grafo € conexo se, e so se, admite uma arvore como grafo parcial.
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Dem: <— Se um grafo G admite uma arvore como grafo parcial entdo G admite
um grafo parcial conexo, logo é conexo.

— Se G nao tem ciclos, entdo G é uma arvore (grafo parcial de G).

Se G tem um ciclo, seja u; um arco de um dos ciclos de G. Entdo vy nao é ponte,
pelo que G; = G — 1y é conexo e tem um numero de ciclos inferior ao nimero de
ciclos de G. Se G — u; ndo tem ciclos entdo Gy = G — uy é arvore (grafo parcial
de G). Caso contrario, seja t, um arco de um ciclo de G; — vy = G;.

Porque o niimero de ciclos de G é finito, procedendo deste modo, obtemos um
grafo Gy = G, _1 — ux_1 que é conexo, sem ciclos. Logo Gy é arvore (grafo
parcial de G).

Arvores e grafos conexos estdo relacionados
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Definicao 2.3.7:
Seja G um grafo (respectivamente, grafo conexo). Designa-se por floresta
(respectivamente, arvore) maximal de G qualquer grafo parcial de G, que
tenha o mesmo numero de conexidade que G e que seja floresta
(respectivamente, arvore ).

Exemplo: Consideremos o seguinte grafo simples,
X

G

X6
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X1

X3 X2

X4 X5

X4 ®

X6

Gy e Go sao duas arvores maximais, nao isomorfas de G
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Grafos ponderados:

v.U—R

u — V(u

Funcao peso

Se u € U designa-se por valor/peso do arco u o niimetp real v(u) e
designa-se por valor de G, e representa-se por v(G), o\itimero real




Problema da arvore maximal de valor minimo

Dois algoritmos importantes

/ Algoritmo de Kruskal

Algoritmo de Prim
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Problema da arvore maximal de valor minimo

Dois algoritmos importantes

/ Algoritmo de Kruskal

Algoritmo de Prim
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Algoritmo de Kruskal

Seja (G, v) um grafe ponderado, sendo G = (X, U) um grafo conexo

com n vértices.

1°) Escolha-se um arco vy de G tal que

v(ur) = minv(u).

ue

2°) Se os arcos u1, ..., u; ja foram escolhidos, ent3o, sendo
Ui ={u1,..., ui}, escolha-se um arco uj+1 € U tal que
(1) wipr & U;
(2) G' = (X, Ui U{ujy1}) ndo tem ciclos
(3) wujy1 € de entre os arcos que verificam as condicdes (1) e (2), um com
valor minimo.

3?) Se ja foram escolhidos n — 1 arcos, entdo o algoritmo termina. Caso
contrario, repita-se 2°).
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Exemplo 1: Consideremos o seguinte grafo ponderado Algoritmo de Kruskal

: |

4 Escolha do melhor
arco de entre os que
faltam escolher

Calculemos, usando o Algoritmo de Kruskal, uma arvore maximal de valor
minimo.
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Exemplo 1: Consideremos o seguinte grafo ponderado

2

Calculemos, usando o Algoritmo de Kruskal, uma arvore maximal de valor
minimo.
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Exemplo 1: Consideremos o seguinte grafo ponderado

2

Calculemos, usando o Algoritmo de Kruskal, uma arvore maximal de valor
minimo.
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Exemplo 1: Consideremos o seguinte grafo ponderado

2

Calculemos, usando o Algoritmo de Kruskal, uma arvore maximal de valor
minimo.
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Exemplo 1: Consideremos o seguinte grafo ponderado

2

Calculemos, usando o Algoritmo de Kruskal, uma arvore maximal de valor
minimo.
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Exemplo 1: Consideremos o seguinte grafo ponderado

2
4 5 arcos escolhidos

Calculemos, usando o Algoritmo de Kruskal, uma arvore maximal de valor
minimo.

Valor =8




Exemplo 2: Consideremos o seguinte grafo ponderado

Calculemos, usando o Algoritmo de Kruskal, uma arvore maximal de valor
minimo.




Exemplo 2: Consideremos o seguinte grafo ponderado

Calculemos, usando o Algoritmo de Kruskal, uma arvore maximal de valor
minimo.




Exemplo 2: Consideremos o seguinte grafo ponderado

Calculemos, usando o Algoritmo de Kruskal, uma arvore maximal de valor
minimo.




Exemplo 2: Consideremos o seguinte grafo ponderado

Calculemos, usando o Algoritmo de Kruskal, uma arvore maximal de valor
minimo.




Exemplo 2: Consideremos o seguinte grafo ponderado

Calculemos, usando o Algoritmo de Kruskal, uma arvore maximal de valor
minimo.




Exemplo 2: Consideremos o seguinte grafo ponderado

6 arcos escolhidos

Valor = 39

Calculemos, usando o Algoritmo de Kruskal, uma arvore maximal de valor
minimo.




Algoritmo de Prim

Seja (G, v) um grafo ponderado, sendo G = (X, /) um grafo conexo
com n vértices.

1°) Considere-se um vértice arbitrario de G, que designamos por x;.

2°?) Escolha-se um arco uy de G, incidente em x1, que tenha valor minimo.

3°) Se os arcos ui, ..., uj ja foram escolhidos e sendo X; = {x1,...,xj4+1} o
conjunto de vértices formado pela suas extremidades, escolha-se um
arco uj41 de valor minimo entre os arcos {xj, xj;2} de G tal que
xji € Xi e xjyp € Xj (i.e. ujy1 € um arco de valor minimo entre os
arcos ainda nao escolhidos com precisamente uma extremidade em

X)),

4°) Se ja foram escolhidos n — 1 arcos, entdo o algoritmo termina. Caso
contrario, repita-se 3°).




Exemplo 1: Com o grafo ponderado do exemplo anterior, Algoritmo de Prim

: |

Evolui pelo principio do
vizinho mais préximo

calculemos uma arvore maximal de valor minimo, mas utilizando o
Algoritmo de Prim e partindo do vértice x.
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Exemplo 1: Com o grafo ponderado do exemplo anterior,

2

calculemos uma arvore maximal de valor minimo, mas utilizando o
Algoritmo de Prim e partindo do vértice x.
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Exemplo 1: Com o grafo ponderado do exemplo anterior,

2

calculemos uma arvore maximal de valor minimo, mas utilizando o
Algoritmo de Prim e partindo do vértice x.
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Exemplo 1: Com o grafo ponderado do exemplo anterior,

2

calculemos uma arvore maximal de valor minimo, mas utilizando o
Algoritmo de Prim e partindo do vértice x.
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Exemplo 1: Com o grafo ponderado do exemplo anterior,

2

calculemos uma arvore maximal de valor minimo, mas utilizando o
Algoritmo de Prim e partindo do vértice x.
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Exemplo 1: Com o grafo ponderado do exemplo anterior,

2

5 arcos escolhidos

Valor =8

calculemos uma arvore maximal de valor minimo, mas utilizando o
Algoritmo de Prim e partindo do vértice x.
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Exemplo 2: Consideremos o seguinte grafo ponderado

calculemos uma arvore maximal de valor minimo, mas utilizando o
Algoritmo de Prim e partindo do vértice xi.




Exemplo 2: Consideremos o seguinte grafo ponderado

calculemos uma arvore maximal de valor minimo, mas utilizando o
Algoritmo de Prim e partindo do vértice xi.




Exemplo 2: Consideremos o seguinte grafo ponderado

calculemos uma arvore maximal de valor minimo, mas utilizando o
Algoritmo de Prim e partindo do vértice xi.




Exemplo 2: Consideremos o seguinte grafo ponderado

calculemos uma arvore maximal de valor minimo, mas utilizando o
Algoritmo de Prim e partindo do vértice xi.




Exemplo 2: Consideremos o seguinte grafo ponderado

calculemos uma arvore maximal de valor minimo, mas utilizando o
Algoritmo de Prim e partindo do vértice xi.




Exemplo 2: Consideremos o seguinte grafo ponderado

calculemos uma arvore maximal de valor minimo, mas utilizando o
Algoritmo de Prim e partindo do vértice xi.




Exemplo 2: Consideremos o seguinte grafo ponderado

6 arcos escolhidos

Valor = 39

calculemos uma arvore maximal de valor minimo, mas utilizando o
Algoritmo de Prim e partindo do vértice xi.




Observacao:

e Se temos um grafo simples conexo e queremos uma sua arvore maximal,
podemos usar qualquer um dos algoritmos anteriores bastando para isso,
atribuir o mesmo valor a todos os arcos do grafo.

e Em geral, em termos de implementacao em computador, o Algoritmo de
Prim é mais rapido do que o de Kruskal.
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Problema da cadeia mais curta

Sejam (G, v) um grafo conexo ponderado e x e y dois vértices de G. O
problema da cadeia mais curta consiste em determinar uma cadeia x — y

L: x=X0,U01,X1,U2 ... .Uk, Xpe = Y

por forma que o valor de L, i.e.

k

v(L) = Z v(u;p)

f=1
(soma dos valores dos arcos de L), seja o minimo possivel. Neste caso,
dizemos que L é uma cadeia x — y (de valor) minima.
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Exemplo:  Consideremos o seguinte grafo ponderado:

1 b 2 é

@E‘.}

2 3 3
ade _ .f

] | p)
. ® @
/

g h

N
2

Uma breve analise permite-nos determinar facilmente que
L:a—b—e—f—i

é uma cadeia minima do vértice a para o vértice i (cujo valor é igual a 7).
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No entanto, para grafos ponderados de ordens e tamanhos maiores, torna-se
necessario aplicar um método sistematico para encontrar uma tal cadeia.

Enunciamos a seguir um algoritmo para resolver este problema.

Algoritmo da Cadeia mais Curta (Dijkstra)

Seja (G, v) um grafo conexo ponderado, em que v toma valores nio
negativos, e sejam x e y dois vértices distintos de G. Designemos x por
vértice inicial e y por vértice final.

PAsso 1.

@ Atribuir a x uma etiqueta definitiva igual a 0;

@ Atribuir a cada vértice x" adjacente a x uma etiqueta temporaria igual
ao valor do arco correspondente, i.e. igual a v({x,x'}):

© Scndo £ a menor das ctiquetas temporarias acabadas de atribuir, para
cada vértice z com etiqueta temporaria igual a £, atribuir a z uma
etiqueta definitiva igual a .




Passo 2.

Se y tem atribuida uma etiqueta definitiva, TERMINAR, caso contrario ir
para o PASsoO 3.

Passo 3.

© Para cada vértice z ao qual se acabou de atribuir uma etiqueta
definitiva, Z, e para cada vértice Z' adjacente a z, atribuir a Z/ uma
etiqueta temporaria igual a

+v({z, 7))
excepto se z' j& possui uma etiqueta de valor inferior;

@ Sendo £ a menor das etiquetas temporarias de todos os vértices no
grafo com etiquetas temporarias atribuidas (ndo sé aos que acabamos
de atribuir), para cada vértice z (no grafo) com etiqueta temporaria
igual a ¢, atribuir a z uma etiqueta definitiva igual a ¢;

© Ir para o PAsso 2.
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Algoritmo da Cadeia mais Curta (Dijkstra)

Exemplo 1: Consideremos o seguinte grafo ponderado:

g.)lgb2£

2 3 3
ade ® .f

e
[—

] | p)
. ® @
/

g h

N
2

Apliquemos o algoritmo anterior, tomando a como vértice inicial e i como

vértice final.

Dado um vértice x, designemos por uma etiqueta temporaria de x e

por a etiqueta definitiva (se as possuir).
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Algoritmo da Cadeia mais Curta (Dijkstra)

/

g ;

0 ® l Qb 2 4
2 3 3

3 1
2de ® e/
e

1 ] 2

° : ® ? ®)
g h i

Dado um vértice x, desighemos por =7(x) uma etiqueta temporaria de x e
por £p(x) a etiqueta definitiva (se as possuir).
Ent3o:

1. Atribuir ep(a) =0, er(b) =1 e er(d) = 2;
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Algoritmo da Cadeia mais Curta (Dijkstra)

/ 3

d =

0 ® l Qb 2 4
2 3 3

3 |
nNde ® e/
4)]e

| | 2

® s ® ? ®)

2 h i

2. Atribuir ep(b) =1, e7(c) =14+2=3ecyr(e) =143 =4;




Algoritmo da Cadeia mais Curta (Dijkstra)

/ 3
a :
0 ® l Qb 2 4
2 3 3
2
2] do——9 ! e/
4)]e
] 1 2
4 3
® ® ®)
3g h z’

3. Atribuir ep(d) =2, e7(g) =2+ 1=3 e manter e7(e) =4 < 24 3;










2 3 3
3 | |
2| de * 4/ (5
41| e
| | ,
4 3
C ® e
3 g h @ 7><
J

6. Atribuirep(f) =5, cp(h)=5ecr(i)=54+2=7 <5+ 3;




7. Atribuir ep(i) = 7 e terminar.

! 3
a ] b s 5
0 ® ° ¢
2 3 3
3 1
21 de 9 4/ [5
411e
1 1
. : S0P
@ ® ,
Valor da etiqueta 3 g ;7
definitiva de x; -
J
No final procurar uma sequéncia de vértices xp=d ,X1,... . Xk_1-Xk = [,

todos com etiquetas definitivas tais que

{xi—1,xi} €U e E:(xl’,) —e(xj—1) = v({xi—1,xi}).




—

3
a1 b
0 ® 2 4
2 3 3
2do3 1 f L5
41| e
| 1 2
@ 4‘ 3
3 g h 1 |7
3

Uma cadeia g-i minimaé d— b — e — f—




Proposicao 2.3.7:
Sejam (G,v), com G = (X,U), um grafo conexo ponderado

e x e y dois vértices distintos de G.

1. Se |X| = n entao o Algoritmo da Cadeia mais Curta, tomando x e y
como Vvértices inicial e final respectivamente, termina ao fim de repetir o
PAsso 3 no maximo n — 2 vezes;

2. Consideremos as etiquetas dos vértices de G no fim de se aplicar o
Algoritmo da Cadeia mais Curta, tomando x e y como vértices inicial e

final respectivamente.
Seja z um vértice com etiqueta definitiva £ (em particular, z = y ) e sejam
X = X0, X1,...,Xk_1, Xk = Z Vértices com etiquetas definitivas

e(x) =¢(x0) =0, e(x1), ..., &(xk—1), s(xk)=¢(z)=¢
tais que, para i € {1,...,k},
{xi—1,xi} €U e 2(x;) — e(xi-1) = v({xi—1,%i }).

Entao

X=X)—>X{ —>erv—d X1 —> X = Z

€ uma cadeia x — z minima de valor igual a <.
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Exemplo 2: Considere o seguinte grafo ponderado:

D
®

Aplique o Algoritmo da Cadeia mais Curta para obter
uma cadela A — [ minima
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Uma cadeia A-L minima tem entao valor 17.







2.4 Grafos Eulerianos

A figura

pode ser desenhada através de tracos continuos sem nunca passar por
cima de um traco ja feito?

Sera possivel percorrer todos os arcos do grafo sem os repetir?

Problema da cadeia ou do ciclo de Euler




C
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Definicao 2.4.1:

Seja G = (X, U) um multigrafo. Chamamos cadeia euleriana a uma
cadeia simples contendo todos os arcos de G e ciclo euleriano a um ciclo
contendo todos os arcos de G.

Se G € um multigrafo orientado, substituindo na definicao “cadeia” por

‘caminho’ obtém-se as correspondentes definicoes de caminho euleriano e
de circuito euleriano.

Definicao 2.4.2:

Um multigrafo diz-se euleriano se admite um ciclo euleriano e
semi-euleriano se admite uma cadeia euleriana aberta.

Observacao:

1. Nao existem multigrafos simultaneamente eulerianos e
semi-eulerianos.

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Teorema 2.4.3:

(1) Um multigrafo conexo G, com n > 2 vértices, tem um ciclo euleriano
se, e so se, todo o vértice de G tem grau par.

(i1) Um multigrafo conexo G, com n > 2 veértices, tem uma cadeia x —y
euleriana, com x # y se, e so se, x e y sao os tnicos vértices de G
com grau impar.

Teorema de Euler
Dem...




® Regressando a pergunta que foi feita no inicio deste capitulo: Sera possivel
desenhar a seguinte figura sem passar por cima de segmentos’?

Considere o grafo associado em baixo:

@ @ Grafo ndo euleriano
nao semi-euleriano

: .

Grafo de ordem 12. Possui 8 vértices de grau impar e 4 de grau par.

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Adicionando ao grafo anterior os trés arcos em baixo,

® ®
NN

obtemos um grafo onde todos os vértices tém grau par excepto dois de
grau impar. Assim, admite uma cadeia euleriana cujos extremos sao os vertices
de grau impar.

® Quanto ao grafo associado as pontes de Konigsberg...
c

Grafo nao euleriano
a q )

nao semi-euleriano

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Questao: Dado um multigrafo euleriano como determinar um ciclo euleriano?

Algoritmo de Fleury

Seja G = (X, U) um multigrafo euleriano.

19 Escolha um vértice x; de G.

29 Sendo L x1, u1, x2,..., Up, Xk a cadeia simples, obtida pelo
processo, seja Ux+1 — {Xk,Xk+1} € U\ {1, ..., ux} um arco
incidente em x; que nao pertence a L e que, caso seja possivel, nao
seja ponte de G' = (X, U\ {u1,..., uc}).

3° Se dg/(xk11) = 1, o algoritmo termina, caso contrario repita-se 2°.

Depar taento Maiema



Exemplo 1: Consideremos o grafo

X5

X3 @

® X

X7

® X3

Grafo Euleriano

|

Algoritmo de Fleury

que ¢ euleriano pois é conexo e todos os seus vértices tem grau par.
Utilizemos o algoritmo de Fleury para determinar um ciclo euleriano.




Exemplo 1: Consideremos o grafo

X1, X7

X5
X3 @ ®

(¢ o

X6

X7

X8

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Exemplo 1: Consideremos o grafo

X1, X7, Xg

X5
X3 @ 9

(¢ o

X6

X7

X8

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Exemplo 1: Consideremos o grafo

X1, X7, Xg, X5

X5
X3 @ 9

(¢ o

X6

X7

X8

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Exemplo 1: Consideremos o grafo

X1, X7, Xg, X5, X4

X5
X3 @ 9

(¢ o

X6

X7

X8

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Exemplo 1: Consideremos o grafo

X4, X7, Xg, X5, X4, X7

X5
X3 @ 9

(¢ o

X6

X7

X8

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Exemplo 1: Consideremos o grafo

X4, X7, Xg, X5, X4, X7, Xg

X5
X3 @ 9

(¢ .

X6

X7

X8

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Exemplo 1: Consideremos o grafo

X5
X3 @ 9

X2

Xq, X7, Xgy X5, X4, X7, Xg, X4

X6

X7

X8

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Exemplo 1: Consideremos o grafo

X5

X3 @ . B

X2

X1, X7, Xg, X5, X4, X7, Xg, X1, X4

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Exemplo 1: Consideremos o grafo

X5
X3 @ 9

X2

X15 X7, Xg, X5, Xgq, X7, Xg, X1,X4, Xo

X6

X7

X8

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Exemplo 1: Consideremos o grafo

X5
X3 @ 9

X2

X1, X7, Xg, X5, X4, X7, Xg, X4, X4, X9, Xg

X6

X7

X8



Exemplo 1: Consideremos o grafo

X5
X3 @ 9

X2

X15 X7, Xg, X5, Xy4, X7, Xg, X1, X4, X9, X5, X3

X6

X7

X8

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Exemplo 1: Consideremos o grafo

X5
X3 @ 9

X2

X1s X7, Xg, X5, X4, X7, Xg, X1, Xy, X9, X5, X3, X9

X6

X7

X8

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Exemplo 1: Consideremos o grafo

X5
X3 @ 9

X2

X15 X7, Xgy X5, Xgq, X7, Xg, X1, Xz, X9, X5, X3, Xy, X4

X6

X7

X8

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Exemplo 2: Consideremos o grafo Grafo Euleriano

|

X X4 X6 Algoritmo de Fleury

X1 &7 X7
X3 X5

Estamos perante um grafo conexo euleriano, pois todos os vértices tém grau par.

Vamos recorrer ao algoritmo de Fleury para determinar um ciclo euleriano.




Exemplo 2: Consideremos o grafo

X2 X4 X6

X1 &7 X7
X3 X5

Vamos iniciar o algoritmo no vertice Xs.

Xs, X4

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Exemplo 2: Consideremos o grafo

Xo X4

X6

X1
X3

Vamos iniciar o algoritmo no vertice Xs.

X5, X4 5 X3

X7



Exemplo 2: Consideremos o grafo

X2 X4 X6

X1 &7 X7
X3 X5

Vamos iniciar o algoritmo no vertice Xs.

X5, X4, X3, X4

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Exemplo 2: Consideremos o grafo

X2 X4 X6

X1 &7 X7
X3 X5

Vamos iniciar o algoritmo no vertice Xs.

X5, X4, X3, X4,X5

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Exemplo 2: Consideremos o grafo

X2 X4 X6

X1 &7 X7
X3 X5

Vamos iniciar o algoritmo no vertice Xs.

X5, Xgq5 X3, Xq,X9, X3

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Exemplo 2: Consideremos o grafo

X2 X4 X6

X1 &7 X7
X3 X5

Vamos iniciar o algoritmo no vertice Xs.

Xs, Xgq5 X3, Xq,X9, X3, X5

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Exemplo 2: Consideremos o grafo

X2 X4 X6

X1 &7 X7
X3 X5

Vamos iniciar o algoritmo no vertice Xs.

Xs, Xq5 X3, X1,X0, X3, X5, X7

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Exemplo 2: Consideremos o grafo

X2 X4 X6

X1 &7 X7
X3 X5

Vamos iniciar o algoritmo no vertice Xs.

X5, X45 X3, X1,X9, X3, X5, X7, Xg

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Exemplo 2: Consideremos o grafo

X2 X4 X6

X1 &7 X7
X3 X5

Vamos iniciar o algoritmo no vertice Xs.

X5, X4, X3, Xq, Xp, X3, X5, X7, X5, X5

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Questao: O que se passa com os multigrafos orientados?

A

d*(A) =2 =d(A)

d*(C)=2=d(C)
d*(D)=2=d(D) d*(B)=2 e d(B)=1

d*(F)=2=d(2)




Teorema 2.4.4:
(1) Um multigrafo orientado conexo G = (X, U), com n > 2 vértices,
tem um circuito euleriano se, e so se,

d™(x) = d™(x).

para todo o x € X.

(i1) Um multigrafo orientado conexo G = (X Z/f) n > 2 vértices,
tem um caminho x — y euleriano, com x # y se, e 5.:5 se,

dT(x)=d (x)+ 1.

dt(y)=d (y) — 1,

d+()(;) =d (x),

para todo o x; € X \{x, y}.

Teorema de Euler (Mult. orientado)

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



A terminar.... O nadador de Konigsberg

Um nadador consegue nadar no Pregel de forma a passar por baixo de todas as
pontes uma e uma s6 vez?

Depar bnuento Maiewalbica (FCT/UNL



2.5 Gratos Hamiltonianos

Consideremos o seguinte tabuleiro 3 x 4 em que as “casas” brancas est3o
identificadas com nimeros e as “casas’ pretas com letras:

#

E possivel, através de movimentos licitos no jogo de xadrez, o cavalo
percorrer, uma e uma so vez, todas as “casas’ do tabuleiro comecando na

“casa” numero 1 ?

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Sim,
por exemplo, 1,a,2.b,3,¢c.4,d,5,e.,6,f

Mas nao existe maneira do cavalo comecar e regressar a ‘casa’ numero 1,
depois de percorrer todas as “casas’ do tabuleiro.

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Questao: Qual a relacdao do problema anterior com a teoria de grafos?

Considere-se um grafo em que os vértices correspondem as “casas” do tabuleiro,

sendo dois vértices adjacentes se for possivel, através de um movimento licito, o
cavalo passar de uma das casas para a outra. Temos assim um grafo bipartido.

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



e

a

d
O que se pretende € entao encontrar uma
cadeia que passe uma e uma so vez por

c todos os vertices, regressando ou nao ao vertice
inicial.

f

Problema da cadeia ou do ciclo de Hamilton

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



William Rowan Hamilton (1805-1865)

Diz-se que inventou um jogo que chegou a ser
comercializado que envolve um dodecaedro

(solido regular com 20 vértices, 30 arestas e 12 faces).
Hamilton rotulou cada vértice do dodecaedro com o
nome de uma cidade conhecida. O objectivo do jogo
era que o jogador viajasse "ao redor do mundo" ao
determinar uma viagem circular que incluisse todas

as cidades exactamente uma vez, com a restricao de
que so fosse possivel viajar de uma cidade a outro se
existisse uma aresta entre os vértices correspondentes.
A figura ao lado mostra um grafo do problema.

Viagem a volta do mundo

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Definicao 2.5.1:

Seja G = (X, U) um grafo. Chamamos cadeia hamiltoniana a uma cadeia
elementar que contenha todos os vértices de G e ciclo hamiltoniano a um
ciclo elementar que contenha todos os vértices de G.

Se G é um grafo orientado substituindo, nas definicoes anteriores “cadeia”
por ‘caminho” obtém-se as correspondentes definicoes de caminho
hamiltoniano e de circuito hamiltoniano.

Definicao 2.5.2:
Um grafo diz-se hamiltoniano se admite um ciclo hamiltoniano e
semi-hamiltoniano se admite uma cadeia hamiltoniana aberta.

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Observacoes:

@ Todo o grafo hamiltoniano é semi-hamiltoniano.

@ Se um grafo admite uma cadeia hamiltoniana entdo é conexo.

© Se um grafo orientado admite um circuito hamiltoniano entao é
fortemente conexo.

Proposicao 2.5.3:

K,, comn > 3, tem um ciclo hamiltoniano.

Observacao:

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



Teorema 2.5.5: (Teorema de Ore)

Seja G = (X, U) um grafo simples, com n > 3 Vértices, tal que
d(x) + d(x") > n. Vx, x" € X n3o adjacentes.

Entao, G € hamiltoniano.

!

Corolario 2.5.6: (Teorema de Dirac)
Seja G = (X, U) um grafo simples, com n > 3 vértices, tal que

s
VA

s

A ) Y
UiA) P

1V

n
2'.«

Entao, G € hamiltoniano.




Exemplos: Consideremos os grafos

A B
Usando o Corolario anterior, porque d(x) > 3, qualquer que seja o vértice
do grafo A, e 6 € o niimero de vértices deste grafo, concluimos que o grafo
tem um ciclo hamiltoniano.
No caso do grafo B, o Corolario nao pode ser usado, no entanto pelo
Teorema, podemos concluir que este grafo também tem um ciclo

hamiltoniano.

Atencao: Um grafo pode ser hamiltoniano sem que as condi¢des dos teoremas
anteriores sejam satisfeitas.

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)




Relativamente ao problema inicial:

Os teoremas nao ajudam a determinar se existe ou ndo um ciclo hamiltoniano no
grafo associado ao tabuleiro de xadrez. No entanto uma simples analise permite
afirmar que tal ciclo nao existe.

Se o grafo possuisse um ciclo hamiltoniano entdo, como os vértices 1,2,3 tém
grau 2, entao os trocos (c,1,a), (a,2,b) e (b,3,c) teriam de fazer parte desse ciclo.
Mas entao teriamos dentro desse ciclo o ciclo menor (c,1,a,2,b,3,c), 0 que nao pode
acontecer pois repetiria vértices.

Depar tamento Maiemaheas (FCT/THL)



A terminar...

Para o caso de todo o tabuleiro de xadrez ja existe um ciclo hamiltoniano.
Uma solugéo esta indicada a seguir:




2.6 Martrizes e Grafos

Uma outra forma de representar um grafo é através de uma matriz
quadrada de ordem igual a ordem do grafo.

Definicao 2.6.1:
Chamamos marcacao dos vértices de um grafo G = (X, U), com |X| = n
a uma aplicagdo bijectiva > de X em {1,...,n}.

Um grafo marcado nos vértices € um par (G,v)) em que G é um grafo e ¢
¢ uma marcacao dos vértices de G.

Exemplo: Consideremos o digrafo G

X1 Xo X =z, @3, 23, Ti }

Marcacgao dos
vértices de G

X3 X4

Ny

(%5, Ta,21,04)




Outra marcacéo dos vértices de G

X1 X2
S (1, 29, 23, 24)
X3 X4 Marcacao usual
Definicao 2.6.2:
Seja G = (X,U) um digrafo marcado nos vértices, com (G, 1)) e
X =1{x1,...,xp}. Chamamos matriz de adjacéncias de G, em relacdo a

marcacado v, a matriz A(G) = [ajj], de ordem n, tal que

1 se(x, x) €U
a.;ﬁ';(,\q)ﬂﬂ(x}) - O se (X.;., }9) gﬁf E/[



Exemplo: Consideremos o digrafo G

AT AL

e as marcacoOes dos vertices (x1, X2, X3, Xa) (Xz X3 X1y Xa).

As matrizes de adjacéncias de G, em relacao as marcacoes
(x1, x2, x3, x3) e (x2, x3, X1, X4) sao, respectivamente, as matrizes

N _ _ -/

011 1 000 O
000 O .~ |00 00
AG)= 10 0 0 0 ALG)=1|1 1 0 1
100 0] 001 0]



As matrizes de adjacéncias de um digrafo em relacao a marcacoes
diferentes sao, em geral, diferentes.

Proposicao 2.6.3:

Sejam A e A" matrizes de adjacéncias de um digrafo G = (X, U) em
relacao a marcacoes diferentes dos seus vértices. Entao, existe uma matriz
de permutacao P tal que

A" = PAP~!

(uma matriz de permutagdo de ordem n é uma matriz que se obtém da
matriz identidade de ordem n efectuando uma troca nas suas linhas).




Exemplo: Relativamente ao exemplo anterior:

Matriz de adjacéncia para a marcagao Matriz de adiacéncia para a marcacao

(Xl. X2, X3, X,:L) (XQ- X3. X1. X4)
001 1 1] g g g g
_ [0 0 0 O A(G) =
A(G) =
©)=10 00 o é é ‘f é
|1 0 0 0 | 5 |
Como expressar A(G) em fungéo de A(G) ? A(G) :E\A( G)p—1!
N
1.0 0 0] 010 0]
01 00 p— 0 01 0
I'=1o0010| 7 \_~ “ |10 0 0
000 1 _0 0 0 1_




Observacoes:

1. Sendo G = (X,U/) um digrafo com X = {xq,...,x,}, chamamos
marcacao usual dos vértices de G a marcacao (xi,...,x,). Assim, a
matriz de adjacéncias de G, em relacao a marcacao usual, é a matriz
A = [ajj] em que

1 se(xi, x)eU
WTVO0 se (xi, x) g U

2. Através da matriz de adjacéncias A = [a;;] de um digrafo G, em
relacao a marcacao (xi,..., X,), podemos determinar o grau exterior
e o grau interior de cada vértice de G:

aH) = 3 o,
Jj=1

isto ¢, ¢ a soma dos clementos da linha / de A, ou equivalentemente,
o niimero de elementos da linha i/ que sao iguais a 1, e

d_(x,-) = Z aJ;,-.
j=1

Isto €, é a soma dos elementos da coluna / de A.



Exemplo: Considerando o grafo do exemplo anterior, cuja matriz de

adjacéncias em relacio a marcacio (x1, x». x3, x3), dos seus vértices é

A(G): — [EU] 3,}-:{ 1 se (Xf- XJ) el

0 se(xi, xj)¢U

= O O O
o o O
O O O =
o o o

Usando a matriz:
1) Quantos arcos tem o digrafo? Soma de todos os numeros 1's

2) Qual o grau exterior do vertice x,?
4

Z aj =3=d"(x)

j=1

3) Qual o grau interior do vértice x;?
4

Y az=1=d (x3)

j=1



T

4) Que informacéao esta expressa em A( G ) ?

X2

X1

N

0 1 1 1

0 0 0 O
0 0 0 O
1 0 00

X4

X2

X1

e

X3

0 0 1
0 0O
1 000
1 0 0O

0
1




Teorema 2.6.4:

Seja G = (X,U) um digrafo marcado nos vértices e A = [aj;] a matriz de
adjacéncias de G, em relacao a marcagao usual (x, ..., xp). Entao, sendo

sij o nimero de sucessores simultaneos de x; e x;, I.e.
si = [IT(xi) N T (x;)|, temos

AAT = [s;].

Exemplo: Considere o digrafo em baixo e a matriz de adjacéncias relativa a
marcagdo usual (x1., x2, x3. X3)

~1 "2 "0 1 1 17

A(G) = O 0 0 O

0O 0 0 O

11 10 |

X3 X4 _ —
0O 0 0 1

T 1 0 o0 1

AG)=11 9 o 1

100 0|




01 1 1 00 0 1
.
« 00 0O 1 0 0 1
AC)AG) = 0000|1001

11 10|[1 000
@ oo0@
~1/o o o/o |= Isi

0 0 0 0

_20 —

N° de sucessores de X
N° de sucessores de X; 4

N° de sucessores comuns de X, € X4

X1

/

X3 X4

N° de sucessores de comuns

de X;€X,




Prova. O elemento da linha i coluna j de AAT é
Sij = aj1aj1 + appajp + ... — aindjn.
Se | = j tem-se
Sj=ag+ap+...+a,=an1+ap+...+app=d"(x)

e, portanto, s; € igual ao nimero de sucessores de x;. Se j # j, os vértices x; e X;
tém o vértice x, como sucessor simultaneo se, e so se,

(xi, xk) €U e (xj, xx) EU.

Mas tal sucede se, e s6 se, a — 1 e 3 — 1, ou ainda, se, e s6 se, agajp — 1.

Pelo que o resultado se verifica. []



Definicao 2.6.5:

Seja G = (X,U) um grafo simples, com X = {x1...., Xnt. Chama-se
matriz de adjacéncias de G, em relagdo a marcacdo (xq, ..., x,) dos seus
vértices, a matriz A(G) = [ajj], de ordem n, tal que

o 0 sei=jou{ix, xi} ¢£U
Tl 1 ose{x;, xj} el

Exemplo: Considere o grafo simples, cuja matriz adjacéncias relativamente

a marcacdo usual (x1, x2, x3, x4) é
X2

A(G) =

= e
—_ =
—_ =
O = =

X3 X4

Diagonal nula
Matriz simétrica



Teorema 2.6.6:
Seja A = [a;;] a matriz de adjacéncias de um grafo simples G = (X,U),
em relacdo a marcagdo usual (x1,...,xn). Entdo, para k € N,

k
Ak _ [ag )]..

k) . - , : .
em que agj ) ¢ igual ao niimero de cadeias x; — x; com comprimento k

existentes em G.

Exemplo: Considere o grafo simples do exemplo anterior e a sua matriz de
adjacéncias

A(G) =

o= = O
_ = O =

o O = =
O O = =




X2
N° de vértices adjacentes a x,

= N° de cadeias x, — X, de comprimento 2

2 - X3 X4
A(G) = A(G)A(G) =A(G)A(G)
00111701117 @21 1]
|1 0 11 1 011 2 3 1 1 (2)
1100 11002@122:[%‘]
1100|110 /_11@82_

N° de vertices adjacentes simultaneamente a x, e X3
= N° de cadeias x, - X5 de comprimento 2

N° de vértices adjacentes simultaneamente a x; e X,
= N° de cadeias x; — X, de comprimento 2

9ii = n° de cadeias x. — x;, de comprimento 2
i T



X2
N° de cadeias x, — x; de comprimento 3
(3]]

5
5
2 |=1e
2

—_ = WM
S
P N o= =

f—t
1

S
|

o O = =

o= W

O O
|

arcos de

X4 para Xz
N° de cadeias x, — x5 de comprimento 3 @ [ _ /
—L1 1

2 2]

1
1
0
0

cadeias de comprimento 2 de x, para
X1 - -

;" = n°de cadeias x; — x; de comprimento 3



Prova. Por inducao em k.

Para k =1, verifica-se pois para i = j, aj; =0 e, para i # j, ajj = 1 se, e s sg,
{xi, xj} €U. Como num grafo simples ndo existem arcos paralelos, aj; representa
o nimero de cadeias x;  xj, com comprimento 1, existentes em G.

Suponhamos ent3o que, para / — 1 > 1, na matriz A= = [a} f_1)] a(j_ ) & igual

ao numero de cadeias x; — x;, de G, com comprimento / — 1, e demonstremos que

(/) & € igual ao nimero de cadeias x; — x;, de G, com comprimento

em A = [a ] aj;
/.
Tem-se A' = A71 A pelo que a( ' =3 Tl a':'r_l)asj. Pela hipétese de inducao,

5
ES_ é igual ao nimero de cadeias x; — x;, de G, com comprimento [ — 1.

Ent3o, a( a }asj € igual ao nimero de cadeias x; — x;, de G, com comprimento
(/I—1)+1=1e tendo como pentiltimo vértice x.. Como no somatorio x;
percorre todos os vértices do grafo o resultado é verdadeiro para /.

Pelo principio de inducao, o resultado é verdadeiro.



Observag¢ao: Substituindo no Teorema anterior, “grafo simples” por

“digrafo” e “cadeia” por “caminho”, obtemos um resultado valido.

—

THE END!

)]




[7.0] 5. Considere o seguinte digrafo G' = (X,U):

Seja n = (rg, ra) e considere o digrafo ' = (G 4+ u

(a) Indigue a ordem, o tamanho e a sequéncia de graus de G.

(b) Indique se o digrafo & é ccnexo.

(c) Verifique se os digrafos (& e G’ sdo fortemente conexos e indique as componentes fortemente conexas de
Gede G

) Os digrafos G e G' tém caminhos eulerianos fechados? E caminhos suleriancs abertos? Justifique.
(e) Justifique que o digrafo G’ possui um circuito hamiltoniano.

) Represente geometricamente os grafos subjacentes a G e a G'.

) Caracterize os grafos subjacentes a ¢ e G' quanto a serem eulerianos ou semi-eulerianos.

(h) Indigue a matriz A das adjacéncias de & relativamente a marcagao (r1, ro, x3, ra, rs..re, 7).

Questoes 6 e 7 no verso
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[4.5] 6. Considere o seguinte grafo ponderado:

MR R
8 x—xk N
Xe—ge & ey
N ¥ 2 /9
9 .o A
\ ,1 "

3

(a) Utilize o algoritmo de Kruskal para calcular uma drvere maximal de valor minimo. Indique o seu valor.
(b) Utilize o algoritmo de Prim, a partir do vértice «, para calcular uma drvore maximal de valor minimo.

(c) Utilize o algoritmo do Cadeia mais Curta para determinar uma cadeia - — y minima L entre os

vértices o e iy Indique o valor de T..

[2.0] 7. Sejam G um grafo simplzs e & um vértice de G de grau 1. Mostrz que G é uma arvore se e 56 se G — r for
uma arvore.





