UNIVERSIDADE NOVA DE LISBOA Exame de Recurso - 17 de Julho de 2009

c: FACULDADE DE CIENCIAS E TECNOLOGIA PROBABILIDADES E ESTATISTICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Duragao: 2h30

’ Aviso: Trata-se da solugdo dos exercicios. Faltam muitos dos célculos e justificagbes necessarias.

(3.5) 1. Considere a variavel aleatéria X com fungao densidade dada por:

R+ 2?), “l=sz=sl
fz) = { 0, outros valores

(a) Determine o valor k e E(X).

(b) Sabendo que E(X?) = 4/5, determine V (2X — 1).

(c) Considere A o acontecimento X > 1; B o acontecimento X < 3; Calcule P(B|A).
Solugao:

(a) Tendo em conta as propriedades da fungao densidade de probabilidade, tem-se
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Pela definicao de valor médio tem-se E(X) = fjoos xf(z)dx = fil (a4 2%)dx = 0.
(b) V(2X — 1) = 22V(X) = 4(E(X?) — E*(X)) = 4(% — 0?) = 16/5.
()
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(4.0) 2. A Ana, o Bruno e a Carlota concorrem em equipa a um concurso televisivo, constituido por uma sucessao de
perguntas. Cada vez que é feita uma pergunta, selecciona-se aleatoriamente qual o membro da equipa que
vai responder. Considere que a Ana, o Bruno e a Carlota sdo escolhidos com probabilidade igual a 1/2, 1/3 e
1/6, respectivamente. A probabilidade da Ana responder certo a qualquer pergunta é 4/5 e as probabilidades
do Bruno e da Carlota responderem certo sdo ambas iguais a 2/5.

(a) Qual é a probabilidade de a equipa responder certo & primeira pergunta?
[Se nao conseguir responder, considere o valor 0.65 nas restantes alineas]
(b) Qual é a probabilidade de ter sido a Carlota a responder & primeira pergunta, sabendo que a resposta
estava errada?
(c) Inicia-se o jogo e a cada pergunta responde um dos elementos da equipa, escolhido de acordo com a
regra descrita acima.
i. Qual a probabilidade de ao fim de 10 perguntas a equipa ter acertado 37
ii. Qual a probabilidade aproximada de, em 50 questées, a equipa acertar mais de 257

Solugao: Sejam os acontecimentos:

A- “escolher a Ana”

B- “ser escolher o Bruno”

C- “ser escolher a Carlota”
R~ “responder correctamente”

Sabe-se que: P(A)=1/2; P(B)=1/3; P(C)=1/6; P(R|A)=4/5 P(R|B)= P(R|C)=2/5;
(a) P(R)=P(R|A)P(A)+ P(R|B)P(B)+ P(R|IC)P(C)=4/5x1/2+2/5x1/34+2/5x1/6=23/5.
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(¢) i Seja X - “n° de perguntas respondidas correctamente em 10 perguntas seleccionadas”.
X ~ Bin(10,0,6)

P(X =3) =C1%0,6)3(1 — 0,6)" = 0,0425
ii. Seja Y - “n°® de perguntas respondidas correctamente em 50 perguntas seleccionadas”.

Y ~% N(np = 30,np(1 —p) =0,6)

P(Y >25)=1-P(Y <25) =1— &(—1,44) = 0,9251

(3.0) 3. Seja D oresultado da experiéncia que consiste no langamento de um dado equilibrado (com as faces numeradas
de 1 a 6). Counsidere as varidveis aleatérias, X e Y, respectivamente o resto da divisao inteira de D por 3 e 4.
Nota: Por exemplo, o resto da divisao inteira de 7 por 5 é 2.
(a) Determine a fungao de probabilidade da v.a. X e da v.a. Y.
(b) Determine a fungao de probabilidade conjunta de (X,Y).
(¢) Verifique se X e Y sdo independentes.

Solugao:

(a) A v.a. D pode assumir valores 1,2,3,4,5,6 todos com a mesma probabilidade 1/6 de ocorréncia, porque
o dado é equilibrado. Analisemos os possiveis valores das novas v.a.’s X e Y, em func¢ao dos valores de

D.
D|1 2 3 456
X1 2 01 2 0
Y12 3012
A fungao de probabilidade de X é
A:{ 0o 1 2
1/3 1/3 1/3

A funcao de probabilidade de Y é

0 1 2 3
Y{ 1/6 1/3 1/3 1/6

(b) Para o par aleatério (X,Y) tem-se a fungéo de probabilidade conjunta

X\vY|o 1 2 3
0 0 0 1/6 1/6]1/3
1 |16 16 0 0 |1/3
2 0 1/6 1/6 0 |1/3

1/6 1/3 1/3 1/6] 1

que, por dois exemplos, se pode explicar,
P(X=0Y=2)=P(D=6)=1/6 PX=1Y=1)=P(D=1)=1/6

(c) Este par aleatério ndo é independente porque, por exemplo

(4.0) 4. O departamento de controle de qualidade de uma firma produtora de conservas de atum especifica que o peso
liquido médio, por embalagem, tem distribuicao Normal com desvio-padrao 15 gramas. Uma amostra de 25
embalagens forneceu os seguintes valores:

490 475 506 499 490 486 466 475 480 478 514 497 509 497 509
474 492 496 508 463 476 504 489 499 478



(3.5)

(2.0)

(a) Utilizando o valor-p, teste a hipdtese de aleatoriedade da amostra, ao nivel de significancia de 5%.

(b) Deduza e calcule um intervalo de 96% de confianga para o valor médio da populagao.

Solugao: Seja X - “peso liquido médio por embalagem”. X ~ N(u,15%)

(a) Hp: A amostra é aleatéria vs. Hp: A amostra ndo é aleatdria
_2n—1
A estatistica de teste é : Z = L —3_ N(0,1).
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O valor observado da estatistica é: z,ps = \/ﬁ =0, 33.
90

Valor —p=2x P(Z > 0,33) =0, 7414.

Como Valor — p > «, nao rejeitamos Hy, ao nivel de significincia de 5%. Existe evidéncia estatistica
para afirmar que a amostra é aleatdria.

(b) Estatistica pivot: Populagdo Normal e o conhecido Z = 1?/;\/% ~ N(0,1).

Para um nivel de confianca de 96%, escolhemos c¢; = —2,05 e c; = 2, 05.

i — - _ X—p _
Assim, P(=2,05 < Z < 2,05) = 0,96 & P(=2,05 < X4 <2,05) = 0,96 <
P(~2,05x3) <X —p<205x3) =096 & P(X—6,15< <X +6,15) = 0,96.

Concretizando este intervalo para a amostra observada, obtemos: ICggo, (1) =]483,85;496, 15].

5. Uma equipa de obstetras recolheu dados relativos ao didmetro biparietal (cm), medido através de ecografia

as 34 semanas de gestagao, e ao perfmetro da cabeca (cm) & nascenca. No quadro que se segue apresentam-se
alguns dos 12 pares de observacoes, ordenados por ordem crescente do diametro biparietal.

x—didmetro biparietal (34 semanas) ‘ 781 803 809 .-+ 898 9.02 9.03
y—perimetro cefdlico (nascenca) | 31.99 32.66 33.13 .- 3623 36.45 35.59
12 12 12 12 12
> a; = 10216 > yi=414.84 > a} =871.608 > yP =14364.41 > ay; = 3538.096
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

(a) Estime o declive da recta dos minimos quadrados de y sobre x e interprete o seu significado.

(b) Serd que podemos concluir que o perimetro da cabega (cm) & nascenga é influenciado de forma linear
pelo didmetro biparietal (cm) as 34 semanas. Teste esta hipdtese ao nivel de significancia de 5%.

(¢) Qual é o perfmetro cefélico & nascenca que se prevé para um feto com 8.5 cm de didmetro biparietal as
34 semanas?

(a) B1 = 3.406815
(b) Pretende-se testar: Hy: /1 =0 vs Hy: (1 #0.

Estatistica de teste: T = 2L f20 ~  tp_o.
\/ <2 SobHy

Temos t,ps = 12.07.
Regido de rejeicao do teste: R o5 =] —o0o; —2.23[U]2.23; 4-00[ Rejeita-se Hy ao nivel de significAncia 5%.

(c) 34.525

6. Sejam X7, Xo,---, X, varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas. Considere os seguintes

estimadores de 6:

1 « 9 )
Tl:%;Xi e Th,=2X.

Sabendo que E(X) = g e V(X)= %, verifique se os estimadores sdo centrados.

Solugao: Como E(X?) =V (X) + E?(X) = 20, resulta que E(T}) = 0.

Como E(X) = V(X) + E*(X) = YX) 4 F2(X), resulta que E(T,) = 2B(X ) = (1 +3/n) # 6, ¥n € N,



